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Jai  annoDcé,  au  commencement  de  ce  Traité,  que  je  le  termi- 
nerais par  une  Notice  historique  des  travaux  des  géomètres  sur  la 
mécanique  céleste  :  je  vais  ici  remplir  cet  engagement.  Mais  ayant 
fait,  depuis  l'impression  des  volumes  précédents  de  cet  ouvrage, 
de  nouvelles  recherches  sur  divers  points  de  la  mécanique  cé- 
leste, recherches  que  j*ai  publiées  dans  les  Mémoires  de  l'Institut 
et  dans  le  recueil  de  la  Connaissance  des  temps,  j'ai  pensé  qu'il 
serait  utile  de  les  réunir  à  la  suite  des  notices  historiques  sur 
chaque  objet.  Je  vais  commencer  par  la  figure  et  la  rotation  de 
la  terre. 


TOME  Y. 
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DE  LA  FIGURE  ET  DE  LA  ROTATION  DE  LA  TERRE. 


CHAPITRE    PREMIER. 

NOTICE  HISTORIQUE  DES  TRAVAUX  DES  GlÉOMéTRES  SUR  CET  OBJET. 

1.  Je  ne  parlerai,  dans  cette  notice,  que  des  recherches  sur  la 
théorie  mathématique  de  la  terre.  On  ne  peut  alors  remonter 
qu'à  Newton,  fondateur  de  cette  théorie,  quil  publia,  sur  la  fin 
de  1687,  dans  ses  Principes  mathématiques  de  la  philosophie 
naturelle.  Ce  grand  géomètre  y  considère  la  terre  comme  une 
masse  fluide  homogène,  douée  d'un  mouvement  de  rotation,  et 
dont  toutes  les  parties  s'attirent  réciproquement  au  carré  de  la 
distance.  Il  suppose  ensuite  que  cette  masse  prend,  dans  l'état 
d'équilibre,  la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  et  il  cherche, 
dans  cette  supposition,  le  rapport  de  l'axe  du  pôle  à  celui  de 
l'équateur.  Pour  cela,  il  conçoit  deux  colonnes  fluides  partant  du 
centre,  et  aboutissant,  l'une  au  pôle,  et  l'autre  à  Téquateur,  et 
il  observe  que  les  poids  de  ces  deux  colonnes  doivent  se  faire 
équilibre.  Si  l'on  imagine  l'ellipsoïde  divisé  en  couches  infini- 
ment minces  et  semblables,  la  gravité  (je  nomme  ainsi  la  résul- 
tante de  toutes  les  forces  attractives)  sera  aux  pôles  de  ces  couches 
proportionnelle  à  leurs  petits  axes;  car  Newton  établit  cette  pro- 
position remarquable,  savoir  :  qu'un  point  placé  dans  un  ellip- 
soïde creux,  dont  les  deux  surfaces  intérieure  et  extérieure  sont 
semblables  et  semblablement  situées,  est  également  attiré  de 
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toutes  parts*  Ainsi,  à  la  surface  d'une  couche  terrestre,  les  couches 
supérieures  nont  aucune  influence  sur  la  gravité  qui,  par  con- 
séquent ,  est  la  même  qu  au  pôle  de  Tellipsoïde  terminé  par  la 
surface  de  cette  couche.  Or,  il  est  facile  de  voir  que  la  gravité 
des  points  semblablement  situés  sur  les  surfaces  de  deux  corps 
homogènes  semblables  et  de  même  densité,  est  proportionnelle 
aux  dimensions  linéaires  et  semblables  de  ces  corps.  Cela  résulte 
de  ce  que  Tattraction  étant  égale  à  la  masse  divisée  par  le  carré 
de  la  distance,  elle  nest  que  d'une  dimension,  relativement  à 
l'étendue;  De  là  il  suit  que  le  poids  de  la  colonne  du  pôle  étant 
la  somme  des  gravités  aux  surfaces  des  diverses  couches,  il  est 
égal  au  produit  de  la  pesanteur  au  pôle,  par  la  moitié  de  la  lon- 
gueur de  cette  colonne  ou  par  le  quart  de  l'axe  du  pôle.  Un 
raisonnement  semblable  fait  voir  que  le  poids  de  la  colonne  de 
l'équateur  est  le  produit  de  la  pesanteur  à  l'équateur  par  le  quart 
du  demi-axe  de  l'équateur.  Car  la  pesanteur  à  l'équateur  est  la 
gravité  diminuée  de  la  force  centrifuge,  et  cette  force  diminue 
de  la  surface  au  centre  comme  la  gravité,  c'est-à-dire  proportion- 
nellement à  la  distance  à  ce  point.  Ainsi,  dans  l'état  d'équilibre, 
le  produit  de  la  gravité  au  pôle  par  Taxe  du  pôle,  est  égal  au  pro- 
duit de  la  pesanteur  à  l'équateur  par  l'axe  de  l'équateur. 

Pour  avoir  au  pôle  la  gravité  qui,  sur  ce  point,  est  la  pesan- 
teur même,  Newton  considère  un  ellipsoïde  de  révolution,  dont 
l'axe  de  révolution  contient  loo  parties,  et  l'axe  de  l'équateur  loi; 
et  il  trouve ,  au  moyen  des  propositions  qu'il  établit  sur  la  gravité 
aux  pôles  des  sphéroïdes  de  révolution,  que  la  gravité  au  pôle  de 
cet  ellipsoïde  est  à  la  gravité  à  la  surface  d'une  sphère  dont  le 
diamètre  est  de  loo  parties,  comme  126  est  à  12  5. 

Newton  obtient  de  la  manière  suivante  la  gravité  à  un  point 

quelconque  A  de  l'équateur  du  même  ellipsoïde.  Il  considère  une 

sphère  ayant  le  même  centre  que  l'ellipsoïde,  dont  la  surface 

passe  par  le  point  A,  et  dont  le  diamètre  est,  par  conséquent, 

1. 
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de  loi  parties;  et  il  observe  que  si  Ton  diminue  d*une  partie  un 
des  diamètres  perpendiculaires  à  celui  qui  passe  par  le  point  A, 
de  manière  que  ce  diamètre  ainsi  diminué  devienne  l'axe  d'un 
ellipsoïde  de  révolution  passant  par  le  même  point,  ce  point  sera 
un  point  de  Téquateur  de  cet  ellipsoïde.  Newton  remarque  ensuite 
que  si  Ion  diminue  pareillement  d'une  partie  le  diamètre  de  la 
sphère,  perpendiculaire  aux  deux  premiers,  on  aura  un  second 
ellipsoïde  de  révolution ,  dont  A  sera  encore  un  point  de  l'équa- 
teur.  Si  Ton  fait  varier  à  la  fois  les  deux  derniers  diamètres,  on  aura 
un  ellipsoïde  de  révolution,  dont  A  sera  le  pôle,  et  dont  l'axe  de 
révolution  aura  loi  parties,  l'axe  de  Téquateur  n'en  ayant  que 
loo.  Dans  cet  ellipsoïde,  la  gravité  au  pôle  est  à  la  gravité  à  la 
surface  de  la  sphère  dont  le  diamètre  est  de  loi  parties,  comme 
125  est  à  126.  Mais,  par  la  nature  des  variations  très-petites  de 
deux  quantités,  la  diminution  de  la  gravité  due  à  la  diminution 
simultanée  des  deux  diamètres  est  la  somme  des  diminutions  de 
la  gravité  lorsqu'on  diminue  le  second  diamètre  sans  diminuer 
le  troisième,  et  lorsqu'on  diminue  le  troisième  sans  diminuer  le 
second;  et  cette  somme  est  le  double  de  l'excès  de  la  gravité  à  la 
surface  de  la  sphère,  dont  le  diamètre  est  de  101  parties,  sur  la 
gravité  à  l'équateur  de  l'ellipsoïde,  dont  l'axe  de  l'oquateur  étant 
de  101  parties,  l'axe  du  pôle  est  de  100  parties.  De  là  il  est  aisé 

de  conclure  que  cet  excès  est  - .  — ^  de  la  gravité  à  la  surface 

de  cette  sphère.  Mais  cette  gravité  est  à  la  gravité  à  la  surface 
de  la  sphère  dont  le  diamètre  est  de  100  parties,  comme  101 
est  à  1 00  ;  d'où  l'on  conclut  que  la  gravité  au  pôle  de  l'ellipsoïde 
supposé  primitivement  est  à  la  gravité  à  son  équateur  comme 

— p.  100: — 77^.  101,  OU,  à  très-peu  près,  comme  5oi  est  à  5oo. 

Désignons  par  (p  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  gravité 
à  l'équateur  :  les  pesanteurs  au  pôle  et  à  l'équateur  de  l'ellipsoïde 
seront  donc  dans  le  rapport  de  Soi  à  5oo  (1—  ^).  Ces  pesanteurs 
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multipliées  respectivement  par  les  longueurs  des  colonnes  fluides, 
ou  par  loo  et  loi,  sont  proportionnelles  aux  poids  de  ces  co- 
lonnes. Ainsi,  pour  l'égalité  de  ces  poids,  ou  pour  l'équilibre,  le 
produit  de  Soi  par  loo  doit  égaler  le  produit  de  5oo.  (i — <p) 

par  loi;  ce  qui  donne  à  fort  peu  près  <p  égal  à  t — »  ou  égal  à  -p 
de  l'aplatissement de  l'ellipsoïde.  L'aplatissement  d'un  ellip- 
soïde quelconque  très-peu  difiérent  de  la  sphère  est  donc  gêné- 

5 
ralement  égal  à  y-  du  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  gravité 

à  l'équateur;  et  comme,  pour  la  terre,  ce  rapport  est  — r-,  il  en 

résulte  un  aplatissement  égal  à  — j-,  en  sorte  que  les  axes  du  pôle 

et  de  l'équateur  sont  à  fort  peu  près  dans  le  rapport  de  229a  280. 
Les  pesanteurs  à  ces  points  sont,  comme  on  l'a  vu,  réciproques 
à  ces  axes;  elles  sont  donc  dans  le  rapport  de  280  à  229.  New- 
ton suppose  que  de  l'équateur  aux  pôles  la  pesanteur  croît  comme 
le  carré  du  sinus  de  la  latitude. 

Tel  est  le  premier  pas  que  l'on  a  fait  dans  la  théorie  mathé- 
matique de  la  figure  de  la  terre.  Il  laissait  sans  doute  beaucoup 
à  désirer.  Newton  suppose,  sans  le  démontrer,  que  la  figure  ellip- 
tique convient  à  l'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène  tournant 
sur  un  axe.  Il  suppose,  encore  sans  démonstration,  que  la  pesan- 
teur à  la  surface  augmente  de  l'équateur  aux  pôles,  comme  le 
carré  du  sinus  de  la  latitude.  Enfin  il  regarde  la  terre  comme 
homogène;  ce  qui  est  contraire  aux  observations  qui  prouvent 
incontestablement  que  les  densités  des  couches  du  sphéroïde  ter- 
restre croissent  de  la  surface  au  centre.  Malgré  ces  imperfections, 
ce  premier  pas  doit  paraître  immense,  si  l'on  considère  l'impor- 
tance et  la  nouveauté  des  propositions  que  l'auteur  établit  sur  les 
attractions  des  sphères  et  des  sphéroïdes,  et  la  difficulté  de  la 
matière. 

Environ  deux  ans  après  la  publication  du  livre  des  Principes 
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mathématiques  de  la  philosophie  naturelle,  Huygens  traita  le 
même  sujet  dans  un  appendice  à  sa  Dissertation  sur  la  cause  de 
la  gravité.  Il  n  admet  point  l'attraction  de  molécule  à  molécule, 
et  il  suppose  que  chaque  molécule  d'uoe  masse  fluide  homogène, 
tournant  sur  un  axe,  tend  vers  le  centre  de  gravité  de  cette  masse 
en  raison  inverse  du  carré  de  sa  distance  à  ce  point.  Le  problème 
de  la  figure  de  cette  masse  présente  alors  beaucoup  moins  de  dif- 
ficultés. En  combinant  la  force  centrifuge  avec  la  tendance  vers 
le  centre,  Huygens  détermine  les  longueurs  que  deux  colonnes 
fluides,  partant  du  centre  et  aboutissant  à  la  surface,  doivent 
avoir  pour  se  faire  équilibre;  et  il  trouve,  pour  la  figure  du  mé- 
ridien, une  courbe  du  quatrième  ordre  qui,  lorsqu'on  suppose 
très-petit  le  rapport  (p  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à 
Téquateur,  devient  une  ellipse  dont  le  petit  axe  étant  représenté 

par  l'unité,  le  grand  axe  est  iH —  ^.11  trouve  ensuite  que  la  pesan- 
teur croît  de  l'équateur  aux  pôles  proportionnellement  au  carré  du 
sinus  de  la  latitude,  et  de  manière  que  la  pesanteur  étant  sup- 
posée 1  à  l'équateur,  elle  est  i  -f-  2  (p  aux  pôles.  On  vient  de  voir 

que  dans  la  théorie  de  Newton  les  axes  et  les  pesanteurs  sont 

5 
dans  le  rapport  de  1  à  in-  y  ^ ;  ce  qui  est  bien  diflerent  des 

résultats  d'Huygens.  Mais  il  est  remarquable  que  dans  ces  deux 

théories  la  somme  de  l'ellipticité  et  de  l'excès  de  la  pesanteur  au 

pôle  sur  la  pesanteur  à  l'équateur,  prise  pour  unité,  soit  la  même 

5 
et  égale  à -^.    La  théorie  d'Huygens  revient  à   considérer  la 

terre  comme  un  sphéroïde  composé  de  couches  infiniment  rares 
de  la  surface  au  centre,  et  d'une  densité  infinie,  infiniment  près 
du  centre;  ce  qui  donne  la  limite  de  l'aplatissement  lorsqu'on 
suppose  les  densités  de  couches  croissantes  de  la  surface  au  centre. 
La  théorie  de  Newton  donne  l'autre  limite  de  l'aplatissement  dans 

la  même  supposition.  C'est  donc  entre  les  limites  -(p  et  j^  que 
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doit  être  Taplatissement  de  la  terre,  et  c'est  en  efiFet  ce  qui  ré- 
sulte des  observations. 

On  n'ajouta  rien  à  la  théorie  de  Newton,  jusqu'en  178 7.  Clai- 
raut  prouva,  dans  les  Transactions  philosophiques  de  cette  année, 
que  les  suppositions  sur  lesquelles  Newton  avait  fondé  sa  théorie 
étaient  exactes.  Il  fit  voir  que  la  figure  elliptique  satisfait  à  l'é- 
quilibre d'une  masse  fluide  homogène  peu  difiérente  d'une  sphère 
et  tournant  sur  un  axe,  et  qu'à  la  surface  de  cette  masse  la  pesan- 
teur croît  proportionnellement  au  carré  du  sinus  de  la  latitude. 
L'Académie  des  sciences  proposa,  pour  le  sujet  du  prix  qu'elle 
devait  décerner  en  17^0,  la  théorie  du  flux  et  du  reflux  de  la 
mer.  Parmi  les  pièces  qui  partagèrent  le  prix,  celle  de  Maclaurin 
est  la  plus  remarquable  par  l'importance  et  par  la  beauté  des 
résultats  sur  les  attractions  des  sphéroïdes  elliptiques  de  révo- 
lution. L'auteur  y  démontre  que  la  figure  elliptique  satisfait  ri- 
goureusement à  l'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène  douée 
d'un  mouvement  de  rotation,  en  prenant  pour  condition  de 
l'équilibre  celle  de  l'équilibre  du  fluide  dans  un  canal  intérieur 
de  figure  quelconque,  et  aboutissant  par  ses  extrémités  à  la 
surface.  Il  détermine  l'attraction  à  la  surface  de  cette  masse,  et, 
en  la  combinant  avec  la  force  centrifuge,  il  parvient  à  ce  théo- 
rème, savoir,  que  si,  d'un  point  quelconque  de  la  surface,  on 
abaisse  une  perpendiculaire  que  l'on  prolonge  jusqu'au  plan  de 
réquateur,la  pesanteur  à  ce  point  sera  proportionnelle  à  cette  per- 
pendiculaire, et  le  rayon  de  courbure  sera  proportionnel  au  cube 
de  la  même  ligne.  Enfin  il  obtient,  par  une  équation  transcen- 
dante, le  rapport  des  axes  des  pôles  et  de  l'équateur.  La  méthode 
suivie  par  l'auteur  est  purement  géométrique,  et  ce  morceau  de 
synthèse  peut  être  comparé  à  ce  que  les  anciens  géomètres  nous 
ont  laissé  de  plus  parfait,  et  à  l'ouvrage  d'Huygens  de  Horologio 
oscillatorio. 

Glaira ut  publia,  en  1743,  son  ouvrage  sur  la  Théorie  de  la 
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figure  de  la  terre.  Il  y  donne  les  équations  générales,  jusqu  alors 
inconnues,  de  Téquilibre  des  fluides  soit  homogènes,  soit  hétéro- 
gènes, ou  composés  d*un  nombre  quelconque  de  fluides,  quelles 
que  soient  les  forces  qui  animent  chacune  de  leurs  molécules,  et 
en  supposant  entre  ces  molécules  une  attraction  mutuelle  suivant 
une  loi  quelconque.  Appliquant  ensuite  ces  équations  à  la  terre, 
en  la  supposant  formée  d*une  ou  de  plusieurs,  et  même  d'une  in- 
finité de  fluides,  tous  circulant  autour  d'un  même  axe,  il  prouve 
que  la  figure  elliptique  satisfait  à  l'équilibre  des  couches  de  ni- 
veau, lorsque  leur  figure  est  peu  difierente  de  la  forme  sphé- 
rique;  et  il  détermine  les  ellipticités  de  ces  couches  et  la  loi  de 
la  pesanteur  à  la  surface  de  la  couche  extérieure.  Il  parvient  aux 
expressions  des  mêmes  quantités  dans  le  cas  général  où  la  terre 
serait  formée  d'un  noyau  elliptique  recouvert  d'un  ou  de  plusieurs 
fluides,  le  noyau  étant  lui-même  formé  de  couches  elliptiques 
dont  les  figures  et  les  densités  varient  du  centre  à  la  surface;  et 
il  est  conduit  à  ce  résultat  remarquable,  savoir,  que  si  l'on  nomme 
E  l'ellipticité  de  la  terre,  ou  l'excès  de  l'axe  de  l'équateur  sur 
celui  des  pôles,  pris  pour  unité;  si  l'on  désigne  par  G  l'excès  de 
la  pesanteur  aux  pôles,  sur  la  pesanteur  à  l'équateur,  prise  pour 
unité  de  pesanteur;  enfin,  si  l'on  exprime  par  ^  1^  rapport  de  la 
force  centrifuge  à  l'équateur,  à  l'unité  de  pesanteur;  la  somme 
E-hC,  dans  toutes  les  hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  la  cons- 

5 
titution  intérieure  de  la  terre,  est  constante  et  égale  à  -^  :  l'ac- 
croissement de  la  pesanteur  de  l'équateur  aux  pôles  est  le  produit 
de  G  par  le  carré  du  sinus  de  la  latitude.  L'importance  de  tous 
ces  résultats,  et  l'élégance  avec  laquelle  ils  sont  présentés,  placent 
cet  ouvrage  au  rang  des  plus  belles  productions  mathématiques. 

Glairaut  y  expose  une  théorie  de  l'action  capillaire,  mais  cette 
théorie  me  paraît  insignifiante.  En  concevant  un  tuyau  cylin- 
drique, d'un  très-petit  diamètre  intérieur,  plongé  verticalement 
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dans  un  fluide  par  son  extrémité  inférieure,  il  analyse  toutes  les 
forces  dont  la  colonne  infiniment  petite  du  fluide  passant  par 
Taxe  du  tube  est  animée ,  en  supposant  une  attraction  des  molé- 
cules du  tube  sur  celles  du  fluide,  et  des  molécules  fluides  sur 
elles-mêmes;  la  loi  d'attraction  étant  la  même  dans  les  deux  cas, 
relativement  à  la  distance,  mais  pouvant  différer  d'intensité.  Clai- 
raut  remarque  ensuite  que  parmi  toutes  les  lois  possibles  d'attrac- 
tion il  doit  y  en  avoir  une  ou  plusieurs  qui  donnent,  conformé- 
ment à  l'expérience, l'élévation  du  fluide  dans  le  tube,  réciproque 
au  diamètre  intérieur  du  tube;  mais  la  difficulté  du  problème 
consiste  à  déterminer  ces  lois.  C'est  ce  que  j'ai  fait  dans  ma  Théo- 
rie de  l'action  capillaire,  de  laquelle  il  résulte  que  toutes  les  lois 
d'attraction,  qui  la  rendent  insensible  à  des  distances  sensibles, 
satisfont  à  l'expérience,  et  sont  les  seules  qui  puissent  y  satisfaire. 
Mais  Clairaut  était  d'autant  plus  éloigné  de  ce  résultat,  qu'il  sup- 
posait, au  contraire,  que  l'attraction  du  tube  sur  le  fluide  est  sen- 
sible sur  les  molécules  fluides  placées  dans  l'axe.  Il  a  cependant 
été  conduit,  par  cette  fausse  supposition ,  à  ce  résultat  dont  j'ai 
fait  voir  l'exactitude,  savoir,  que  le  fluide  sera  toujours  élevé  dans 
le  tube  au-dessus  du  niveau,  tant  que  le  double  de  l'intensité  de 
l'attraction  des  molécules  du  tube  sur  celle  du  fluide  surpassera 
l'intensité  de  l'attraction  des  molécules  fluides  sur  elles-mêmes. 
Ce  n'est  pas  le  seul  exemple  de  suppositions  fausses:  ayant  con- 
duit à  des  vérités,  mais  la  découverte  d'une  vérité  n'appartient 
qu'à  celui  qui  le  premier  la  démontre. 

La  méthode  que  Clairaut  a  suivie  dans  sa  Théorie  de  la  figure 
de  la  terre,  quoique  fort  élégante,  est  limitée  aux  ellipsoïdes  de 
révolution.  D'Alembert,  dans  ses  Recherches  sur  le  système  du 
monde,  publiées  en  1754  et  1766,  traita  cet  objet  d'une  manière 
beaucoup  plus  générale.  Il  détermina  les  attractions  d'un  sphé- 
roïde très-peu  différent  de  la  sphère,  et  dont  l'équation  de  la  sur- 
face est  algébrique  et  d'un  ordre  quelconque,  en  le  supposant 

TOME   T.  2 


10  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

même  formé  de  couches  de  divei^ses  densités;  et  il  en  conclut  que 
la  figure  que  ces  coudies  doivent  prendre  peut  satisfaire  à  la  con* 
ditîon  généralede  leuréquilibre,  lorsqu'elles  sont  fluides  et  douées 
d'un  mouTcment  de  rotation.  Cette  condition  est  que  la  pesan- 
teur soit  perpendiculaire  à  la  surface  de  chaque  couche  de  niveau. 
D'Alembert  employait  une  autre  condition,  dont  Lagrange  a  fait 
voir  ridentité  avec  la  précédente.  Les  recherches  de  d'Alembert, 
quoique  générales,  manquent  de  la  clarté  si  nécessaire  dans  les 
calculs  compliqués.  Elles  laissaient  surtout  à  désirer  la  connais- 
sance des  rapports  généraux  et  simples  qui  doivent  exister  entre 
la  figure  des  sphéroïdes  et  leurs  attractions.  Ces  rapports  des  gran- 
deurs  génératrices  aux  résultats  qui  en  dérivent  n'intéressent  pas 
moins  les  géomètres  que  les  solutions  des  problèmes. 

La  grande  supériorité  de  l'analyse  sur  la  synthèse  se  fait  prin- 
cipalement sentir  dans  les  questions  di£Giciles  du  système  du 
monde,  questions  pour  la  plupart  inaccessibles  à  la  synthèse. 
Mais  le  problème  des  attractions  des  ellipsoïdes  de  révolution,  ré- 
solu avec  tant  d'élégance  par  IVCaclaurin,  suivant  la  méthode  syn- 
thétique, donnait  à  cette  méthode  un  avantage  sur  l'analyse,  que 
l'on  devait  s'empresser  d'autant  plus  de  faire  disparaître,  qu'il  était 
naturel  d'attendre  de  l'application  de  l'analyse  à  cet  objet,  non- 
seulement  un  moyen  plus  simple  d'obtenir  les  résultats  de  Maclau- 
rin ,  mais  encwe  une  théorie  complète  des  attractions  de  ce  genre  de 
sphéroïdes.  C'est,  en  eflFet,  ce  qui  est  arrivé.  Dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  sciences  de  Berlin  pour  l'année  1773,  Lagrange, 
par  une  transformation  heureuse  des  coordonnées,  est  parvenu 
analytiquement,  et  de  la  manière  la  plus  simple,  aux  résultats  de 
Maclaurin  :  il  les  a  étendus  à  des  ellipsoïdes  quelconques,  et  il 
en  a  déduit  ce  théorème,  que  Maclaurin  n'avait  fait  qu'énoncer 
et  que  d'AIembert  a  démontré  le  premier,  savoir,  que  l'attraction 
d'un  ellipsoïde  quelconque  sur  un  point  placé  dans  le  prolonge- 
ment d'un  de  ses  axes,  est  à  l'attraction  d'un  sphéroïde  qui  aurait 
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le  même  centre  et  les  mêmes  foyers,  et  qui  vpasserait.par  le  point 
attiré,  comme  la  masse  du  premier  sphéroïde  est  à  la  masse  du 
second.  Il  restait,  pour  compléter  cette  théorie,  à  déterminer 
Tattraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  point  quelconque  placé  au  de- 
hors. M.  Legendre,  dans  le  tome  X  des  Savants  étrangers,  la 
fait,  à  l'égard  des  ellipsoïdes  de  révolution,  par  une  analyse 
ingénieuse  et  savante,  qui  donne  .pour  tous  les  sphéroïdes  de 
révolution  un  rapport  très-simple  entre  leur  attraction  sur  un 
point  placé  dans  le  prolongement  de  leur  axe  de  révolution,  et 
leur  attraction  sur  .un  point  placé  (dans  le  prolongement  d'un 
rayon  quelconque,  à  la  même  distance  du  centre.  Helativement 
aux  ellipsoïdes  de  révolution,  ce  rapport  fait  voir  que  le  quotient 
de  l'attraction  sur  un  point  quelconque  extérieur,  divisée  par  la 
masse,  est  le  même  pour  tous  les  ellipsoïdes  de  révolution  qui 
ont  le  même  centre  et  les  mêmes  foyers;  et  comme  l'attraction 
à  la  surface  est  donnée  par  les  théorèmes  de  Maclaurin,  il  ne 
s'agit,  pour  avoir  l'attraction  sur  un  point  quelconque  au  dehors, 
que  de  faire  passer  par  ce  point  un  des  ellipsoïdes,  ce  qui  est 
facile.  Il  était  naturel  d'étendre  ce  résultat  aux  ellipsoïdes  qui  ne 
sont  pas  de  révolution.  Mais  sa  démonstration  présentait  beau- 
coup de  difficultés.  Je  l'ai  donnée,  le  premier,  dans  un  ouvrage 
sur  la  Théorie  du  mouvement  elliptique  et  de  la  figure  des  pla- 
nètes, qui  parut  en  1784,  et  dans  mon  Traité  de  mécanique 
céleste.  Ayant  établi  un  rapport  général  entre  les  attractions  d'un 
sphéroïde  sur  un  point  quelconque  extérieur,  et  ses  attractions 
sur  les  points  placés  dans  le  prolongement  d'un  de  ses  axes  et 
dans  le  plan  perpendiculaire  k  cet  axie,  j'en  ai  déduit  une  nou- 
velle démonstration  du  résultat  dont  il  s'agit.  Enfin  M.  Ivory  est 
parvenu  au  même  résultat  par  une  transformation  très-heureuse 
des  coordonnées,  sans  recourir. aux  séries.  Tel  a  été  le  progrès 
des  recherches  par  lesquelles  les  géomètres  sont  parvenus  à  une 
théorie  complète  des  attractions  des  ellipsoïdes. 
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Maclâurin  a  fait  voir  qu'une  masse  fluide  homogène,  tournant 
autour  d*un  axe,  pouvait  être  rigoureusement  en  équilibre  avec 
une  figure  elliptique.  Mais  y  a-t-il  d'autres  figures  d'équilibre, 
lorsque  le  sphéroïde  est  très-peu  différent  delà  sphère?  J'ai  prouvé, 
sans  connaître  sa  figure,  que  la  pesanteur  à  sa  surface  suit  la 
même  loi  que  si  cette  figure  était  celle  d'un  ellipsoïde  de  révo- 
lution. M.  Legendre  a  fait  voir  ensuite  que  si  la  figure  est  de  ré- 
volution, elle  doit,  pour  l'équilibre,  être  elliptique  ;  et  j'ai  reconnu 
que  cela  est  exact,  sans  supposer  une  figure  de  révolution.  Mais 
d'Alembert  a  prouvé  que  plusieurs  figures  elliptiques  d'équilibre 
correspondent  à  une  même  durée  de  rotation.  J'ai  démontré  en- 
suite qu'il  n'y  en  a  que  deux,  et  j'ai  déterminé  la  limite  de  la 
durée  de  rotation  que  la  masse  peut  avoir  sans  se  dissiper.  Mais 
le  véritable  problème  à  résoudre  consiste  à  déterminer  la  figure 
qu'une  masse  fluide  doit  prendre,  lorsque  ses  molécules  ayant  été 
primitivement  animées  de  forces  quelconques ,  elles  parviennent, 
à  la  longue,  par  leur  frottement  mutuel  et  par  leur  ténacité,  à 
un  état  fixe  d'équilibre.  J'ai  fait  voir,  dans  le  troisième  livre  de 
la  Mécanique  céleste,  que  le  fluide  finit  par  prendre  la  figure 
d'un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'équateur  est  le  plan  primitif 
du  maximum  des  aires  décrites  par  chaque  molécule  autour  du 
centre  de  gravité  de  la  masse.  Le  mouvement  de  rotation ,  ainsi 
que  les  axes  de  l'ellipsoïde  de  révolution ,.  sont  déterminés  par  ce 
maximum  :  il  y  a  toujours  une  figure  possible  d'équilibre,  et  il  n'y 
en  a  qu'une. 

Enfin ,  j'ai  donné ,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences 
pour  l'année  1782,  et  dans  le  troisième  livre  de  la  Mécanique 
céleste,  une  théorie  générale  des  attractions  des  sphéroïdes.  La 
fonction  qui  exprime  la  somme  des  molécules  attirantes  divisées 
respectivement  par  leurs  distances  au  point  attiré  a  l'avantage 
d'exprimer,  par  ses  différences  partielles,  la  résultante  de  ces 
attractions  décomposées  suivant  une  direction  quelconque.  J'ai 
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reconnu  à  cette  fonction  la  propriété  suivante  :  la  somme  de  se$  trois 
différences  partielles  du  second  ordre,  prises  séparément  par  rapport  à 
chacune  des  trois  coordonnées  rectangulaires  du  point  attiré,  est  cons- 
tamment égale  à  zéro.  Cette  équation  fondamentale ,  combinée  avec 
une  équation  dififérentielle  du  premier  ordre,  à  laquelle  j*ai  trouvé 
que  la  fonction  dont  il  s'agit  doit  satisfaire,  lorsque  le  point  attiré 
est  à  la  surface  d'un  sphéroïde  homogène  très-peu  dififérent  de  la 
sphère,  m'a  donné,  par  le  développement  le  plus  facile,  l'expres- 
sion de  l'attraction  d'un  sphéroïde  formé  de  couches  solides  ou 
fluides  de  densités  quelconques,  douées  d'un  même  mouvement 
de  rotation,  et  dont  les  molécules  s'attirent  réciproquement  au 
carré  de  la  distance.  Les  rapports  généraux  et  simples  que  cette 
expression  donne  entre  les  attractions  et  la  figure  des  sphéroïdes 
m'ont  directement  conduit  à  déterminer  la  figure  des  couches 
fluides  dans  l'état  d'équilibre,  et  la  loi  de  la  pesanteur  à  leur  sur- 
face. La  fécondité  de  l'équation  fondamentale  qui  sert  de  base  à 
mon  analyse,  et  qui  se  reproduit  dans  la  théorie  des  fluides  et 
dans  celle  de  la  chaleur,  me  porte  à  croire  que  les  formules  aux- 
quelles je  suis  parvenu  sont  les  plus  générales  et  les  plus  simples 
que  l'on  puisse  obtenir. 

Voici  maintenant  le  précis  des  nouvelles  recherches  que  j'ai 
ajoutées  aux  précédentes,  et  que  j'ai  publiées  dans  les  volumes 
de  la  Connaissance  des  temps  et  de  l'Institut. 

On  voit,  par  la  notice  historique  que  je  viens  de  donner  des 
recherches  des  géomètres  sur  la  figure  de  la  terre,  qu'ils  ont  sup- 
posé le  sphéroïde  terrestre  entièrement  recouvert  par  la  mer;  mais 
ce  fluide  laissant  à  découvert  une  partie  considérable  de  ce  sphé- 
roïde, ces  recherches,  malgré  leur  généralité ,  ne  représentent  pas 
exactement  la  nature,  et  il  est  nécessaire  de  modifier  les  résultats 
obtenus  dans  l'hypothèse  d'une  inondation  générale.  A  la  vérité, 
la  théorie  mathématique  de  la  figure  de  la  terre  présente  alors 
plus  de  difficultés;  mais  le  progrès  de  l'analyse,  surtout  dans  cette 
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partie,  fournit  le  moyen  de  les  surmonter  et  de  considérer  les 
continents  et  les  mers  tels  que  l'observation  les  présente.  C'est 
Tobjet  de  lanalyse  suivante.  En  se  rapprochant  ainsi  de  la  na- 
ture, on  entrevoit  les  causes  de  plusieurs  phénomènes  importants 
que  rhistoire  naturelle  et  la  géologie  nous  o£Prent;  ce  qui  peut 
répandre  un  grand  jour  sur  ces  deux  sciences,  en  les  «rattachant 
à  la  théorie  du  système  du  monde.  Voici  les  principaux  résultats 
de  mon  analyse.  L'un  des  plus  intéressants  est  le  théorème  sui- 
vant, qui  établit  incontestablement  l'hétérogénéité  des  couches 
du  sphéroïde  terrestre  : 

«  Si,  à  la  longueur  du  pendule  à  secondes, observée  sur  un  point 
«  quelconque  de  la  surface  du  sphéroïde  terrestre ,  on  ajoute  le 
«  produit  de  cette  longueur,  par  la  moitié  de  la  hauteur  de  ce 
«  point  au-dessus  du  niveau  de  l'Océan  déterminée  par  l'obser- 
«  vation  du  baromètre  et  divisée  par  le  demi-axe  du  pôle;  l'accrois- 
«  sèment  de  cette  longueur  ainsi  corrigée  sera,  de  l'équateur  aux 
«pôles,  dans  l'hypothèse  d'une  densité  de  la  terre  constante,  au- 
«  dessous  d'une  profondeur  peu  considérable,  le  produit  de  cette 
«longueur  à  l'équateur,  par  le  carré  du  sinus  de  la  latitude,  et 
0  par  cinq  quarts  du  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur 
«  à  Téquateur,  ou  par  quarante-trois  dix-millièmes.  » 

Ce  théorème,  auquel  j'ai  été  conduit  par  l'équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  qui  a  lieu  à  la  surface  des  sphéroïdes 
homogènes  peu  différents  de  la  sphère,  et  dont  j'ai  parlé  ci-dessus, 
est  généralement  vrai,  quelles  que  soient  la  densité  de  la  mer  et 
la  manière  dont  elle  recouvre  en  partie  la  terre.  Il  est  remar- 
quable en  ce  qu'il  ne  suppose  point  la  connaissance  de  la  figure 
du  sphéroïde  terrestre,  ni  celle  de  la  mer,  qu'il  serait  impossible 
d'obtenir. 

Les  expériences  du  pendule  faites  dans  les  deux  hémisphères 
s'accordent  à  donner  au  carré  du  sinus  de  la  latitude,  un  coeffi- 
cient plus  grand  que  quarante-trois  dix-millièmes,  et  à  fort  peu 
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près  égal  à  cinquante -quatre  dix -millièmes  de  la  longueur  du 
pendule  à  Téquateur.  Il  est  donc  bien  prouvé,  par  ces  expériences, 
que  la  terre  n'est  point  homogène  dans  son  intérieur.  On  voit  de 
plus,  en  les  comparant  à  l'analyse ,  que  les  densités  des  couches 
terrestres  vont  en  croissant  de  la  surface  au  centre, 

La  régularité  avec  laquelle  la  variation  observée  des  longueurs 
du  pendule  à  secondes  suit  la  loi  du  carré  du  sinus  de  la  lati- 
tude, prouve  que  ces  couches  sont  disposées  régulièrement  autour 
du  centre  de  gravité  de  la  terre,  et  que  leur  forme  est  à  peu  près 
elliptique  et  de  révolution. 

L  ellipticité  du  sphéroïde  terrestre  peut  être  déterminée  par  la 
mesure  des  degrés  du  méridien.  Les  diverses  mesures  que  Ion 
a  faites,  comparées  deux  à  deux,  donnent  des  ellipticités  sensi- 
blement dififérentes ,  en  sorte  que  la  variation  des  degrés  ne  suit 
pas  aussi  exactement  que  celle  de  la  pesanteur,  la  loi  du  carré  du 
sinus  de  la  latitude.  J'ai  remarqué,  dans  le  troisième  livre,  que 
cela  tient  aux  secondes  différentielles  du  rayon  terrestre,  que 
renferment  les  expressions  des  degrés  du  méridien  et  du  rayon 
osculateur;  tandis  que  l'expression  de  la  pesanteur  ne  contient 
que  les  premières  différentielles  de  ce  rayon,  dont  les  petits  écarts 
d'un  rayon  elliptique  s'accroissent  par  les  différentiations  succes- 
sives. Mais  si  l'on  compare  des  degrés  éloignés,  tels  que  ceux  de 
la  France  et  de  l'équateur,  leurs  anomalies  doivent  être  peu  sen- 
sibles sur  leur  différence;  et  l'on  trouve,  par  cette  comparaison, 

l'ellipticité  du  sphéroïde  terrestre  égale  à  -^-^. 

Mais  un  moyen  plus  précis  d'avoir  cette  ellipticité  consbte  à 
comparer,  avec  un  grand  nombre  d'observations,  deux  inégalités 
lunaires  dues  à  l'aplatissement  de  la  terre,  l'une  en  longitudie  et 
l'autre  en  latitude.  Lorsque  je  parvins,  par  la  théorie,  aux  ex- 
pressions analytiques  de  ces  deux  inégalités ,  je  priai  successive- 
ment MM.  Bouvard,  Burg  et  Burkhardt  de  faire  cette  comparaison. 
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Us  y  ont  employé  plusieurs  milliers  d'observations  lunaires  faites 
depuis  Bradley  jusqu  à  nos  jours.  Les  résultats  de  leurs  calculs 
s'accordent  à  donner  l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre,  à 

très-peu  près  égal  à  -3— i;  ;  ^t»  ce  qui  est  digne  de  remarque,  cha- 

cune  des  deux  inégalités  conduit  à  ce  résultat  qui,  comme  on 
voit,  dififère  très-peu  de  celui  que  donne  la  comparaison  des 
degrés  de  la  France  et  de  l'équateur. 

La  densité  de  la  mer  n'étant  qu'un  cinquième  à  peu  près  de 
la  moyenne  densité  de  la  terre,  ce  fluide  doit  avoir  peu  d'in- 
fluence sur  les  variations  des  degrés  et  de  la  pesanteur,  et  sur  les 
deux  inégalités  lunaires  dont  je  viens  déparier.  Son  influence  est 
encore  diminuée  par  la  petitesse  de  sa  profondeur  moyenne  que 
l'on  prouve  ainsi.  En  concevant  le  sphéroïde  terrestre  dépouillé 
de  l'Océan,  et  supposant  que,  dans  cet  état,  sa  surface  devienne 
fluide  et  soit  en  équilibre,  on  aura  son  ellipticité,  par  le  théorème 
de  Clairaut  dont  j'ai  parlé  ci-dessus,  en  retranchant  de  cinq  fois 
la  moitié  du  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à  l'é- 
quateur, le  coefficient  que  les  expériences  donnent  au  carré  du 
sinus  de  la  latitude  dans  l'expression  de  la  longueur  du  pendule 
à  secondes,  cette  longueur  à  l'équateur  étant  prise  pour  l'unité. 

On  trouve  par  là  ^ —  pour  l'aplatissement  du  sphéroïde  ter- 
restre. Le  peu  de  diff^érence  de  cet  aplatissement,  à  ceux  que 
donnent  les  mesures  des  degrés  terrestres  et  les  inégalités  lu- 
naires ,  prouve  que  la  surface  de  ce  sphéroïde  serait  à  fort  peu 
près  celle  de  l'équilibre  si  elle  devenait  fluide.  De  là ,  et  de  ce  que 
la  mer  laisse  à  découvert  de  vastes  continents,  on  conclut  qu'elle 
doit  être  peu  profonde,  et  que  sa  profondeur  moyenne  est  du 
même  ordre  que  la  hauteur  moyenne  des  continents  et  des  îles 
au-dessus  de  son  niveau,  hauteur  qui  ne  surpasse  pas  mille  mètres. 
Cette  profondeur  est  donc  une  petite  fraction  de  l'excès  du  rayon 
de  l'équateur  sur  celui  du  pôle,  excès  qui  surpasse  vingt  mille 
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mètres.  Mais,  de  même  que  de  hautes  montagnes  recouvrent 
quelques  parties  des  continents,  de  même  il  peut  y  avoir  de 
grandes  cavités  dans  le  bassin  des  mers.  Cependant,  il  est  natuiel 
de  penser  que  leur  profondeur  est  plus  petite  que  l'élévation  des 
hautes  montagnes;  les  dépôts  des  fleuves  et  les  dépouilles  des 
animaux  marins,  entraînés  par  les  courants,  devant  remplir,  à  la 
longue,  ces  cavités. 

Ce  résultat  est  important  pour  l'histoire  naturelle  et  pour  la 
géologie.  On  ne  peut  douter  que  la  mer  n'ait  recouvert  une  grande 
partie  de  nos  continents,  sur  lesquels  elle  a  laissé  des  traces  in- 
contestables de  son  séjour.  Les  affaissements  successifs  des  îles 
d'alors  et  d'une  partie  des  continents,  suivis  d'affaissements  éten- 
dus du  bassin  des  mers,  qui  ont  découvert  les  parties  précédem- 
ment submergées ,  paraissent  indiqués  par  les  divers  phénomènes 
que  la  surface  et  les  couches  des  continents  actuels  nous  pré- 
sentent. Pour  expliquer  ces  affaissements,  il  suffit  de  supposer 
plus  d'énergie  à  des  causes  semblables  à  celles  qui  ont  produit 
les  affaissements  dont  l'histoire  a  conservé  le  souvenir.  L'affaisse- 
ment d'une  partie  du  bassin  de  la  mer  en  découvre  une  autre 
partie  d'autant  plus  étendue  que  la  mer  est  moins  profonde. 
Ainsi,  de  vastes  continents  ont  pu  sortir  de  l'Océan  sans  de  grands 
changements  dans  la  figure  du  sphéroïde  terrestre.  La  propriété 
dont  jouit  cette  figure,  de  différer  peu  de  celle  que  prendrait  sa 
surface  en  devenant  fluide,  exige  que  l'abaissement  du  niveau 
de  la  mer  n'ait  été  qu'une  petite  fraction  de  la  différence  des  deux 
axes  du  pôle  et  de  l'équateur.  Toute  hypothèse  fondée  sur  un 
déplacement  considérable  des  pôles  à  la  surface  de  la  terre  doit 
être  rejetée  comme  incompatible  avec  la  propriété  dont  je  viens 
de  parier.  On  avait  imaginé  ce  déplacement  pour  expliquer  l'exis- 
tence des  éléphants  dont  on  trouve  les  ossements  fossiles  en  si 
grande  abondance  dans  les  climats  du  nord,  où  les  éléphants 
actuels  ne  pourraient  pas  vivre.  Mais  un  éléphant  que  i  on  sup- 
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pose,  avec  vraisemblance,  contemporain  du  dernier  cataclysme, 
et  que  Ton  a  trouvé  dans  une  masse  de  ^ace,  bien  conservé,  avec 
ses  chairs,  et  dont  la  peau  était  recouverte  d'une  grande  quan- 
tité de  poils,  a  prouvé  que  cette  espèce  d*éiéphants  était  garantie, 
par  ce  moyen,  du  froid  des  climats  septentrionaux,  quelle  pou- 
vait habiter,  et  même  rechercher.  La  découverte  de  cet  animal 
a  donc  confirmé  ce  que  la  théorie  mathématique  de  la  terre  nous 
apprend,  savoir,  que  dans  les  révolutions  qui  ont  changé  la  sur- 
face de  la  terre  et  détruit  plusieurs  espèces  d'animaux  et  de  végé- 
taux, la  figure  du  sphéroïde  terrestre  et  la  position  de  son  axe  de 
rotation  sur  sa  surface  n  ont  subi  que  de  légères  variations. 

Maintenant,  qudile  est  la  cause  qui  a  donné  aux  couches  du 
sphéroïde  terrestre  des  formes  à  très-peu  près  elliptiques  et  de 
densités  croissantes  de  la  surface  au  centre?  qui  les  a  disposées 
régulièrement  autour  de  leur  centre  commun  de  gravité?  et  qui 
a  rendu  sa  surface  très-peu  dififérente  de  celle  qu  elle  eût  prise 
si  elle  avait  été  priuiitivement  fluide?  Si  les  diverses  substances 
qui  composent  la  terre  ont  eu  primitivement,  par  l'effet  d'une 
grande  chaleur,  l'état  fluide,  les  plus  denses  ont  dû  se  porter  vers 
le  centre;  toutes  ont  pris  des  formes  elliptiques,  et  la  surface  a 
été  en  équilibre.  En  se  consolidant,  ces  couches  n'ont  changé  que 
très-peu  de  figure,  et  alors  la  terre  doit  offrir  présentement  les 
phénomènes  dont  je  viens  de  parier.  Ce  cas  a  été  amplement 
discuté  par  les  géomètres.  Mais  la  terre,  homogène  dans  le  sens 
chimique,  ou  formée  d'une  seule  substance  dans  son  intérieur, 
pourrait  encore  nous  présenter  ces  phénomènes.  On  conçoit,  en 
effet,  que  le  poids  immense  des  couches  supérieures  peut  aug- 
menter considérablement  la  densité  des  couches  inférieures.  Jus- 
qu'ici les  géomètres  n'ont  point  £aiit  entrer  dans  leurs  recherches 
sur  la  figure  de  la  terre  la  compressibilité  des  substances  dont 
elle  est  formée,  quoique  Daniel  BemouUi,  dans  sa  pièce  sur  le 
flux  et  le  reflux  de  la  mer^  eût  déjà  indiqué  cette  cause  de  l'ac- 
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cFoissement  de  densité  des  couches  du  sphéroïde  terrestre.  J'ai 
pensé  que  ion  verrait  avec  quelque  intérêt  l'analyse  suivante,  de 
laquelle  il  suit  qu'il  est  possible  de  satisfaire  à  tous  les  phéno- 
mènes connus  9  en  supposant  la  terre  formée  d'une  seule  subs- 
tance dans  son  intérieur.  La  loi  des  densités  que  la  compression 
donne  aux  couches  de  cette  substance  n'étant  pas  connue,  on  ne 
peut  faire  à  cet  égard  que  des  hypothèses. 

On  sait  que  la  densité  des  gaz  croît  proportionnellement  à  leur 
compression  lorsque  la  température  reste  la  même.  Mais  cette 
loi  ne  paraît  pas  convenir  aux  corps  liquides  et  solides  :  il  est 
naturel  de  penser  que  ces  corps  résistent  d'autant  plus  à  la  com- 
pression qu'ils  sont  plus  comprimés.  C'est,  en  effet,  ce  que  les 
expériences  confirment;  en  sorte  que  le  rapport  de  la  différen- 
tielle de  la  pression  à  la  différentielle  de  la  densité,  au  lieu  d'être 
constant  comme  dans  les  gaz,  croit  avec  la  densité.  L'expression 
la  plus  simple  de  ce  rapport,  supposé  variable,  est  le  produit  de 
la  densité  par  une  constante.  C'est  la  loi  que  j'ai  adoptée,  parce 
qu  elle  réunit  à  l'avantage  de  représenter,  de  la  manière  la  plus 
simple,  ce  que  nous  savons  sur  la  compression  des  corps,  celui 
de  se  prêter  facilement  au  calcul  dans  la  recherche  de  la  figure 
de  la  terre;  mon  objet,  dans  ce  calcul,  n'étant  que  de  montrer 
que  cette  manière  de  considérer  la  constitution  intérieure  de  la 
terre  peut  se  concilier  avec  tous  les  phénomènes  qui  dépendent 
de  cette  constitution,  du  moins  si  le  sphéroïde  terrestre  a  été 
primitivement  fluide.  Dans  l'état  solide,  l'adhérence  des  molé- 
cules diminue  extrêmement  leur  compression  mutuelle,  et  elle 
empêcherait  la  masse  entière  de  prendre  la  figure  régulière  qu'elle 
aurait  dans  l'état  fluide,  si  elle  s'en  était  primitivement  écartée. 
Ainsi,  dans  cette  hypothèse  même  sur  la  constitution  de  la  terre, 
comme  dans  toutes  les  autres,  la  fluidité  primitive  de  la  terre  me 
parait  nécessairement  indiquée  par  la  régularité  de  la  pesanteur 
et  de  la  figure  de  sa  surface. 
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Toute  Fastronomie  repose  sur  l'invariabilité  de  Taxe  de  rota- 
tion de  la  terre  à  la  surface  du  sphéroïde  terrestre,  et  sur  Funi- 
formité  de  cette  rotation.  La  durée  d'une  révolution  de  la  terre 
autour  de  son  axe  est  l'étalon  du  temps;  il  est  donc  bien  impor- 
tant d'apprécier  l'influence  de  toutes  les  causes  qui  peuvent  altérer 
cet  élément.  L'axe  terrestre  se  meut  autour  des  pôles  de  l'éclip- 
tique;  mais  depuis  l'époque  où  l'application  du  télescope  aux 
instruments  astronomiques  a  donné  le  moyen  d'observer  avec 
précision  les  latitudes  terrestres ,  on  n'a  reconnu  dans  ces  latitudes 
aucune  variation  qui  ne  puisse  être  attribuée  aux  erreurs  des 
observations;  ce  qui  prouve  que  l'axe  de  rotation  a,  depuis  cette 
époque,  répondu  à  très-peu  près  au  même  point  delà  surface  ter- 
restre :  il  paraît  donc  que  cet  axe  est  invariable.  L'existence  d'axes 
semblables  dans  les  corps  solides  est  connue  depuis  longtemps. 
On  sait  que  chacun  de  ces  corps  a  trois  axes  principaux  rectan- 
gulaires autour  desquels  il  peut  tourner  uniformément,  l'axe  de 
rotation  demeurant  invariable.  Mais  cette  propriété  remarquable 
est-elle  commune  aux  corps  qui,  comme  la  terre,  sont  recouverts 
en  partie  d'un   fluide?  La  condition   de  l'équilibre  du  fluide 
s'ajoute  alors  aux  conditions  des  axes  principaux  :  elle  change  la 
figure  de  la  surface  lorsque  l'on  fait  changer  l'axe  de  rotation.  Il 
s'agit  donc  de  savoir  si,  parmi  tous  les  changements  possibles, 
il  en  est  un  dans  lequel  l'axe  de  rotation  et  l'équilibre  du  fluide 
sont  invariables.  Pour  cela,  je  fais  voir  que  si  l'on  fait  passer  très- 
près  du  centre  de  gravité  du  sphéroïde  terrestre  un  axe  fixe 
autour  duquel  il  puisse  tourner  librement,  la  mer  pourra  toujours 
prendre  sur  la  surface  du  sphéroïde  un  état  constant  d'équihbre. 
Je  donne,  pour  déterminer  cet  état,  une  méthode  d'approxima- 
tion ordonnée  suivant  les  puissances  du  rapport  de  la  densité  de 
la  mer  à  la  moyenne  densité  de  la  terre,  rapport  qui,  n'étant  que 

y,  rend  l'approximation  convergente.  L'irrégularité  de  la  profon- 
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deur  de  la  mer  et  de  son  contour  ne  permet  pas  d'obtenir  cette 
approximation.  Mais  il  suffit  d'en  reconnaître  la  possibilité  pour 
être  assuré  de  l'existence  d'un  état  d'équilibre  de  la  mer.  La 
position  de  l'axe  fixe  de  rotation  étant  arbitraire,  il  est  naturel  de 
penser  que  parmi  tous  les  changements  que  l'on  peut  faire  subir 
à  cette  position,  il  en  est  un  dans  lequel  l'axe  passe  par  le  centre 
commun  de  gravité  de  la  mer  et  du  sphéroïde  qu'elle  recouvre, 
de  manière  que  ce  fluide  étant  en  équilibre  et  congelé  dans  cet 
état,  cet  axe  soit  un  axe  principal  de  rotation  de  l'ensemble  du 
sphéroïde  terrestre  et  de  la  mer  :  il  est  visible  qu'en  rendant  à  la 
masse  congelée  sa  fluidité,  l'axe  sera  toujours  un  axe  invariable 
de  la  terre  entière.  Je  fais  voir,  par  l'analyse,  qu'un  tel  axe  est 
toujours  possible,  et  je  donne  les  équations  qui  déterminent  sa 
position.  En  appliquant  ces  équations  au  cas  où  la  mer  recouvre 
en  entier  le  sphéroïde,  je  parviens  à  ce  théorème  : 

«  Si  l'on  imagine  la  densité  de  chaque  couche  du  sphéroïde 
«terrestre  diminuée  de  la  densité  de  la  mer,  et  si,  par  le  centre 
«de  gravité  de  ce  sphéroïde  imaginaire,  on  conçoit  un  axe  prin- 
«  cipal  de  rotation  de  ce  sphéroïde;  en  faisant  tourner  la  terre 
«  autour  de  cet  axe,  la  mer  étant  en  équilibre,  cet  axe  sera  l'axe 
«  principal  de  la  terre  entière,  dont  le  centre  de  gravité  sera  celui 
«  du  sphéroïde  imaginaire.  » 

Ainsi,  la  mer  qui  recouvre  en  partie  le  sphéroïde  terrestre, 
non-seulement  ne  rend  pas  impossible  l'existence  d'un  axe  prin- 
cipal, mais  encore,  par  sa  mobilité  et  par  les  résistances  que  ses 
oscillations  éprouvent,  elle  rendrait  à  la  terre  un  état  permanent 
d'équilibre,  si  des  causes  quelconques  venaient  à  le  troubler. 

Si  la  mer  était  assez  profonde  pour  recouvrir  la  surface  du 
sphéroïde  terrestre,  en  le  supposant  tourner  successivement 
autour  des  trois  axes  principaux  du  sphéroïde  imaginaire  dont 
nous  venons  de  parler,  chacun  de  ces  axes  serait  un  axe  prin- 
cipal de  la  terre  entière.  Mais  la  stabilité  de  l'axe  de  rotation  n'a 
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iieu,  comme  dans  un  corps  solide,  que  relativement  aux  deux 
axes  principaux ,  pour  lesquels  le  moment  d'inertie  est  un  maxi-- 
mum  ou  un  minimum.  Il  y  a  cependant  entre  un  corps  solide 
et  la  terre  cette  différence,  savoir,  qu'en  changeant  d*axe  de  rota- 
tion, le  corps  solide  ne  change  pas  de  figure;  au  lieu  que  par  ce 
changement  la  surface  de  la  mer  prend  une  autre  figure*  Les 
trois  figures  que  prend  cette  surface  en  tournant  successivement, 
avec  une  même  vitesse  angulaire  de  rotation ,  autour  de  chacun 
des  trois  axes  de  rotation  du  sphéroïde  imaginaire,  ont  des  rap- 
ports fort  simples  que  je  détermine;  et  il  résulte  de  mon  analyse 
que  le  rayon  moyen  entre  les  rayons  des  trois  surfaces  de  la 
mer,  correspondants  au  même  point  de  la  surface  du  sphéroïde 
terrestre,  est  égal  au  rayon  de  la  surface  de  la  mer  en  équilibre 
sur  ce  sphéroïde  privé  de  tout  mouvement  de  rotation. 

J'ai  discuté,  dans  le  cinquième  livre,  l'influence  des  causes 
intérieures  telles  que  les  volcans,  les  tremblements  de  terre,  les 
vents,  les  courants  de  la  mer,  etc.  sur  la  durée  de  la  rotation  de  la 
terre;  et  j'ai  fait  voir,  au  moyen  du  principe  des  aires,  que  cette 
influence  est  insensible,  et  qu'il  faudrait,  pour  produire  un  effet 
sensible,  qu'en  vertu  de  ces  causes,  des  masses  considérables 
eussent  été  transportées  à  de  grandes  distances  :  ce  qui  n  a  point 
eu  lieu  depuis  les  temps  historiques.  Mais  il  existe  une  cause 
intérieure  d'altération  de  la  durée  du  jour,  que  Ton  n'a  point 
encore  considérée,  et  qui,  vu  l'importance  de  cet  élément,  mérite 
une  discussion  spéciale.  Cette  cause  est  la  chaleur  du  sphéroïde 
terrestre.  Si,  comme  tout  porte  à  le  croire,  la  terre  entière  a  été 
primitivement  fluide,  ses  dimensions  ont  diminué  successivement 
avec  sa  température;  sa  vitesse  angulaire  dé  rotation  a  augmenté 
graduellement,  et  elle  continuera  de  s'accroître  jusqu'à  ce  que  la 
terre  soit  parvenue  à  l'état  constant  de  température  moyenne 
de  l'espace  où  elle  se  meut.  Pour  avoir  une  idée  juste  de  cet 
accroissement  de  vitesse  angulaire,  que  l'on  imagine  dans  un 
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espace  d'une  température  donnée,  un  globe  de  matière  homogène, 
tournant  sur  son  axe  dans  un  jour.  Si  Ton  transporte  ce  globe 
dans  un  espace  dont  la  température  soit  moindre  d'un  degré 
centésimal,  et  si  Ton  suppose  que  sa  rotation  ne  soit  altérée  ni 
par  la  résistance  d'un  milieu,  ni  par  le  frottement,  ses  dimensions 
diminueront  par  la  diminution  de  la  température;  et  lorsqu'à  la 
longue  il  aura  pris  la  température  du  nouvel  espace,  son  rayon 
sera  diminué  d'une  quantité  que  je  supposerai  être  un  cent-mil- 
lième, ce  qui  a  lieu  à  peu  près  pour  un  globe  de  verre,  et  ce  que 
l'on  peut  admettre  pour  la  terre.  Le  poids  de  la  chaleur  a  été 
inappréciable  dans  toutes  les  expériences  que  l'on  a  faites  pour 
le  mesurer;  elle  paraît  donc,  comme  la  lumière,  n'apporter  aucune 
variation  sensible  dans  la  niasse  des  corps;  ainsi,  dans  le  nouvel 
espace,  deux  choses  peuvent  être  supposées  les  mêmes  que  dans 
le  premier,  savoir,  la  masse  du  globe,  et  la  somme  des  aires 
décrites,  dans  un  temps  donné,  par  chacune  de  ses  molécules 
rapportées  au  plan  de  son  équateur.  Les  molécules  se  rapprochent 
du  centre  du  ^obe  d'un  cent-millième  de  leur  distance  à  ce  point  : 
l'aire  qu'elles  décrivent  sur  le  plan  de  Téquateur,  étant  propor- 
tionnelle au  carré  de  cette  distance,  diminuerait  donc,  à  fort  peu 
près,  d'un  cinquante-millième,  si  la  vitesse  angulaire  de  rotation 
n'augmentait  pas;  d'où  il  suit  que  pour  la  constance  de  la  somme 
des  aires  dans  un  temps  donné,  laccroissement  de  cette  vitesse, 
et  par  conséquent  la  diminution  de  la  durée  de  la  rotation ,  doivent 
être  d'un  cinquante-millième  :  telle  est  donc  la  diminution  finale 
de  cette  durée.  Mais  avant  de  parvenir  à  son  état  final,  la  tempé- 
rature du  globe  diminue  sans  cesse,  et  plus  lentement  au  centre 
qu'à  la  surface;  en  sorte  que,  par  les  observations  de  cette  dimi- 
nution^ comparées  à  la  théorie  de  la  chaleur,  on  pourrait  déter- 
miner l'époque  où  le  globe  a  été  transporté  dans  le  nouvel  espace. 
La  terre  parait  être  dans  un  état  semblable  :  cela  résulte  des  obser- 
vations thermométriques  faites  dans  des  mines  profondes^  et  qui 
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indiquent  un  accroissement  de  chaleur  Irès-sensible  à  mesure 
que  Ton  pénètre  dans  Tinlérieur  de  la  terre.  La  moyenne  des 
accroissements  observés  parait  être  d'un  degré  centésimal  pour 
un  enfoncement  de  trente -deux  mètres;  mais  un  très- grand 
nombre  d'observations  fera  connaître  exactement  sa  valeur,  qui 
peut  n'être  pas  la  même  dans  tous  les  climats  K 

Il  était  nécessaire,  pour  avoir  l'accroissement  de  la  rotation 
de  la  terre,  de  connaître  la  loi  de  diminution  de  la  chaleur,  du 
centre  à  la  surface.  C'est  ce  que  j'ai  fait  pour  un  globe  primiti- 
vement échauffé  d'une  manière  quelconque,  et  de  plus  soumis 
à  l'action  échauffante  d'une  cause  extérieure.  La  loi  dont  il  s'agit, 
que  j'ai  publiée,  en  1819,  dans  le  recueil  de  la  Connaissance  des 
temps,  et  que  M.  Poisson  a  confirmée  depuis  par  une  savante 
analyse,  est  représentée  par  une  suite  infinie  de  termes  qui  ont 
pour  facteurs  des  quantités  constantes  successivement  plus  petites 
que  l'unité,  et  dont  les  exposants  croissent  proportionnellement 
au  temps.  La  longueur  du  temps  fait  ainsi  disparaître  ces  termes 
les  uns  après  les  autres,  en  sorte  qu'avant  l'établissement  de  la 
température  finale,  il  n'y  a  de  sensible  qu'un  seul  de  ces  termes, 
qui  produit  l'accroissement  de  température  dans  l'intérieur  du 
globe.  Je  suppose  la  terre  parvenue  à  cet  état,  dont  elle  est 
peut-être  encore  fort  éloignée.  Mais  ne  cherchant  ici  qu'à  pré- 
senter un  aperçu  de  l'influence  de  la  diminution  de  sa  chaleur 
intérieure  sur  la  durée  du  jour,  j'ai  adopté  cette  hypothèse,  et 
j'en  ai  conclu  l'accroissement  de  la  vitesse  de  rotation.  Il  fallait, 

^  Imaginons  au-dessous  d'un  plateau  d*une  grande  étendue  et  à  la  profondeur  d'environ 
trois  mille  mètres ,  un  vaste  réservoir  d*eau  entretenue  par  les  eaux  pluviales  :  elles  acquièrent 
à  cette  profondeur,  par  la  chaleur  terrestre,  une  température  à  peu  près  égale  à  celle  de 
Teau  bouillante.  Supposons  ensuite  que  par  la  pression  des  colonnes  d*eau  adjacentes,  ou 
par  les  vapeurs  qui  s*élèvent  du  réservoir,  les  eaux  remontent  jusqu'à  la  hauteur  de  la  partie 
inférieure  du  plateau ,  d'où  elles  s'écoulent  ensuite  ;  elles  formeront  une  source  d'eau  chaude 
imprégnée  des  substances  solubles  des  couches  qu'elle  aura  traversées  :  ce  qui  donne  une 
explication  vraisemblable  des  eaux  thermales. 
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pour  réduire  cet  accroissement  en  nombres,  déterminer  numéri- 
quement deux  constantes  arbitraires  dépendantes,  lune,  de  la 
faculté  conductrice  de  la  terre  pour  la  chaleur,  Tautre,  de  l'élé- 
vation de  température  de  sa  couche  superficielle  au-dessus  de  la 
température  de  l'espace  qui  l'environne.  Jai  déterminé  la  pre- 
mière constante  au  moyen  des  variations  de  la  chaleur  annuelle 
à  diverses  profondeurs;  et,  pour  cela,  j'ai  fait  usage  des  expé- 
riences de  M.  de  Saussure,  que  ce  savant  a  citées  dans  le  n*"  1 422 
de  son  Voyage  dans  les  Alpes.  Dans  ces  expériences,  la  variation - 
annuelle  de  la  chaleur  à  la  surface  a  été  réduite  à  un  douzième, 
à  la  profondeur  de  q'^jG.  J'ai  supposé  ensuite  que  dans  nos  mines 
l'accroissement  de  la  chaleur  est  d'un  degré  centésimal  pour  un 
enfoncement  de  trente-deux  mètres,  et  que  la  dilatation  linéaire 
des  couches  terrestres  est  d'un  cent-millième  pour  chaque  degré 
de  température.  Je  trouve,  au  moyen  de  ces  données,  que  la 
durée  du  jour  n'a  pas  augmenté  d'un  demi-centième  de  seconde 
centésimale  depuis  deux  mille  ans;  ce  qui  est  dû  principalement 
à  la  grandeur  du  rayon  terrestre. 

A  la  vérité,  j'ai  supposé  la  terre  homogène,  et  il  est  incon- 
testable que  les  densités  de  ses  couches  croissent  de  la  surface  au 
centre.  Mais  on  doit  observer  ici  que  la  quantité  de  chaleur  et 
son  mouvement  seraient  les  mêmes  dans  une  substance  hétéro- 
gène si,  dans  les  parties  correspondantes  des  deux  corps,  la  cha- 
leur et  la  propriété  de  la  conduire  étaient  les  mêmes.  La  matière 
peut  être  ici  considérée  comme  un  véhicule  de  la  chaleur  qui 
peut  être  le  même  dans  des  substances  de  densités  différentes.  Il 
n'en  est  pas  ainsi  des  propriétés  dynamiques,  qui  dépendent  de 
la  masse  des  molécules.  Ainsi,  nous  pouvons,  dans  cet  aperçu 
des  effets  de  la  chaleur  terrestre  sur  la  durée  du  jour,  étendre  à 
la  terre  hétérogène  les  données  sur  la  chaleur  relatives  à  la  terre 
homogène.  On  trouve  ainsi  que  l'accroissement  de  densité  des 
couches  du  sphéroïde  terrestre  diminue  l'eflFet  de  la  chaleur  sur 
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la  durée  du  jour,  effet  qui,  depuis  Hipparque,  n  a  pas  augmenté 

cette  durée  de  ^ — . 
ooo 

Le  terme  dont  dépend  Taccroissement  de  la  chaleur  intérieure 
de  la^  terre  n  ajoute  pas  maintenant  un  cinquième  de  degré  à  la 
température  moyenne  de  sa  surface.  Son  anéantissement,  qu  une 
très-longue  suite  de  siècles  doit  produire,  ne  fera  donc  disparaître 
aucune  des  espèces  d'êtres  organisés  actuellement  existantes,  du 
moins  tant  que  la  chaleur  propre  du  soleil  et  sa  distance  à  la 
terre  n'éprouveront  point  d'altération  sensible. 

Au  reste,  je  suis  fort  éloigné  de  penser  que  les  suppositions 
précédentes  sont  dans  la  nature:  d'ailleurs,  les  valeurs  observées 
des  deux  constantes  dont  j'ai  parlé  dépendent  de  la  nature  du 
sol  qui,  dans  diverses  contrées,  n'a  pas  les  mêmes  qualités  rela- 
tives à  la  chaleur.  Mais  l'aperçu  que  je  viens  de  présenter  suflit 
pour  faire  voir  que  les  phénomènes  observés  sur  la  chaleur  de 
la  terre  peuvent  se  concilier  avec  le  résultat  que  j'ai  déduit  de 
la  comparaison  de  la  théorie  des  inégalités  séculaires  de  la  lune 
avec  les  observations  des  anciennes  éclipses,  savoir,  que,  depuis 
Hipparque,  la  durée  du  jour  n'a  pas  varié  d'un  centième  de 
seconde. 
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CHAPITRE  11. 

DE    LA    FIGURE    DE    LA    TERRE. 

2.  La  figure  de  chaque  couche  du  sphéroïde  terrestre  étant 
à  fort  peu  près  sphérique,  j*exprimerai,  comme  dans  le  troisième 
livre  de  la  Mécanique  céleste,  son  rayon  par  a. (i-t-aj),  a  étant 
un  très-petit  coefficient  constant.  Je  désignerai  par  p  la  densité 
de  cette  couche,  p  étant  fonction  de  a.  Je  nommerai  V  la  somme 
des  quotients  de  chaque  molécule  du  sphéroïde  terrestre,  divisée 
par  sa  distance  à  un  point  extérieur  attiré;  r  étant  la  distance  de 
ce  point  à  Forigine  des  rayons  terrestres,  placée  très-près  du 
centre  de  gravité  de  la  terre.  Enfin  je  nommerai  (x  le  cosinus  de 
Tangle  que  r  fait  avec  une  droite  invariable  sur  la  surface  du 
sphéroïde,  et  que  je  prendrai  pour  son  axe;  et  je  nommerai  œ 
Tan^e  que  le  plan  passant  par  cet  axe  et  par  r  forme  avec  un 
méridien  fixe  sur  la  surface  du  sphéroïde.  On  peut  supposer  y 
développé  dans  une  série  de  cette  forme, 

j=Yf»J-+-Y^M-Y^^^-t-etc. 


Y^*^  étant  une  fonction  de  a,  et  de  (x,  v/^""!^*-  ^^^-  ^^  \/^~"(^*-  ^^'  ^» 
fonction  rationnelle  et  entière  relativement  à  ces  trois  dernières 
quantités,  et  telle  que  Ion  a  généralement 


„  A'-^-&A^) 


-i (  -^ r-  -r-  l.  l  -f- 1 .  Y«. 

«<*  )  1  —  1"* 


La  formule  (5)  du  n°  14  du  troisième  livre  devient  ainsi 
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TT  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  :  les  difTéren- 
tielles  et  les  intégrales  sont  relatives  à  la  variable  a,  et  celles-ci 
sont  prises  depuis  a  nul  jusqu'à  sa  valeur  à  la  surface  du  sphé- 
roïde, valeur  que  je  prendrai  pour  Tunité. 

Concevons  maintenant  la  mer  en  équilibre  sur  ce  sphéroïde 
doué  d'un  mouvement  de  rotation.  Soit  a^  le  rapport  de  la  force 
centrifuge  à  la  pesanteur  à  l'équateur,  et  désignons  par  V  la 
somme  de  toutes  les  molécules  de  la  mer,  divisées  par  leurs  dis- 
tances respectives  au  point  attiré.  Si  l'on  suppose  ce  point  à  la 
surface  de  la  mer,  on  aura  par  les  n°*  23  et  29  du  troisième  livre, 
pour  l'équation  de  l'équiUbre  de  la  mer, 

constante=ô— •''f-/P'a-û  +  4a7r./p.a.(-r--—  f-  -r-, — [ h  etc.  1 

3r       «^^  •'^      \or*  or  -jr'  ) 

+  V'-^.(K-^).|,./p.d.a-.  (.) 

Pour  déterminera,  je  supposerai  que  le  rayon  mené  de  l'origine 
des  rayons  terrestres  à  la  surface  de  la  mer  soit  i-f-ay-hay',  y 
étant  la  valeur  de  j  à  la  surface  du  sphéroïde  :  aj  sera  à  très-peu 
près  la  profondeur  de  la  mer.  Je  supposerai  ensuite 

y  =  Y'c)  -4-  Y'<»^  -H  Y' ^*J  -4-  Y''>^  -4-  etc. 


Y'^'^  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  (x,  \J\—\f:.  sîn.  oj, 
\/i— (x'.cos.  û)  assujettie  à  la  même  équation  aux  différences  par- 
tielles que  Y^'\  On  peut  considérer  la  mer  comme  égale  à  un 
sphéroïde  dont  le  rayon  est  i-t-aj-t-aj,  moins  un  second  sphé- 
roïde dont  le  rayon  est  i-Haj,  plus  la  partie  de  ce  sphéroïde 
qui  se  relève  au-dessus  du  premier,  et  où,  par  conséquent, 
(ty  est  négatif.  La  somme  des  molécules  du  premier  sphéroïde. 
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divisées  par  leurs  distances  au  point  attiré,  est,  par  le  n°  11  du 
troisième  livre ,  en  prenant  pour  unité  la  densité  de  la  mer, 
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/Y'W         (Y")+Y'('))         (YW+Y'w)  ,    \ 

4«^.^__  4_  ^—^  -^  ^-^  H-  etc.], 


Y^'\  Y^*\  etc.  étant  ce  que  deviennent  Y^*^,  Y^*\  etc.  à  la  surface 
du  sphéroïde  terrestre.  La  même  somme  relative  au  second  sphé- 
roïde est 

à^       .       /Yî)        Y'*)        Yt')         ,   \ 
ôr  \ôr*        5r*         7r*  /' 

la  différence  de  ces  deux  quantités  est 

(YMo)        Y'^*î        Y'^'^        Y'^^'  \ 
h  -5-7  -+-  -FT  -1 T  "^  ^t<^-   ); 
r              ôr*          5r*          7r*  / 

en  nommant  donc  V  la  somme  des  molécules  du  second  sphé- 
roïde qui  se  relèvent  au-dessus  du  premier,  et  divisées  par  leurs 
distances  respectives  au  point  attiré,  on  aura 

L'équation  précédente  de  l'équilibre  de  la  mer  deviendra  ainsi 

Air    -    j    .      ,         .    j/a»Y<')       a' Y")       a'YW         ,    \ 
const.=  _./|9.rf.a'-+-4air./p.rf.^-^^-f--g^-h-^^H-  etc.j 

/Y'w       Y''"'       Y'w       Y'w  \  /  , 

+  4a^.^_  +  _+_.  +  _+etc.j  (2) 

r  devant  être  supposé,  après  les  intégrations,  égal  à  i-f-aj-t-aj, 
et  par  conséquent  égal  à  Tunité,  dans  les  termes  multipliés  par  a, 
puisqu'on  néglige  les  termes  de  Tordre  a\ 
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Cette  équation  a  cela  de  remarquable,  savoir,  que  la  différen- 
tielle de  son  second  membre,  prise  par  rapport  à  r  et  divisée  par 
—  dr,  est  l'expression  de  la  pesanteur,  comme  il  résulte  du  n"  33 
du  troisième  livre;  en  nommant  donc  p  la  pesanteur,  on  aura 

P=  j^fp'd-a-^^'^'^'fp'd-y-^j:;-  -+-  -577-    ^-  etc.j 

/Y"o)         aY'c  3Y'w  ,    \  „, 

-^4«ir.^—  ^  -^-^  +  -g-^    ,-  etcj         (3) 

On  a,  par  le  n°  10  du  troisième  livre,  à  la  surface  de  la  mer, 

o=a(4^)^lV.  („, 

Cette  équation  remarquable  étant  très-utile  pour  ce  qui  va  suivre, 
je  vais  en  rappeler  ici  la  démonstration. 

Si  Ton  conçoit  une  sphère  du  rayon  a  et  dont  la  densité  soit 
exprimée  par  l'unité,  la  somme  de  ses  molécules  divisées  par  leurs 
distances  respectives  à  un  point  extérieur  attiré,  dont  r  est  la 
distance  à  son  centre,  sera,  par  le  n°  12  du  premier  livre,  la 
masse  de  la  sphère  divisée  par  r;  en  désignant  donc  par  V  cette 
somme,  on  aura 

à         r 

Maintenant,  si  l'on  imagine  une  molécule  dm,  très- voisine  de 
la  surface  de  la  sphère  et  à  la  distance  a  de  son  centre,  sa  dis- 
tance au  point  attiré  sera 

V/r*  —  a  ar.  cos.  y  -+-  a  ' , 


LIVRE  ONZIEME.  31 

y  étant  Tangle  compris  entre  r  et  a .  Le  quotient  de  cette  molé- 
cule, divisée  par  sa  distance  au  point  attiré,  sera 

dm 


Y/r*—2a'r.  COS.  7  + a'* 
Nommons  V  ce  quotient,  on  aura 

d  m. (r— a'.  COS.  y) 


i^h 


[r^  —  ia'r.  cos.  y  +  a'*)  * 
ce  qui  donne 

^^''  /        ^  2.[(r-a')«+2aV.(i-.cos.y)]^ 

Si  le  point  attiré  est  très-près  de  la  surface  de  la  sphère,  ainsi 
que  la  molécule  dm,  alors  r*— a*  est  une  quantité  insensible  que 
Ton  peut  négliger;  et  Téquation  précédente  devient 

La  même  équation  a  lieu  pour  d  autres  molécules  situées,  comme 
dm,  très-près  de  la  surface  de  la  sphère;  en  nommant  donc  V  la 
somme  des  V  relatifs  à  ces  diverses  molécules,  on  aura 

et  r  étant  tiès-pea  différent  de  a,  on  aura  l'équation  (a) 

Le  raisonnement  précédent  cesse  d'avoir  lieu  lorsque  le  point 
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attiré  est  très-près  de  la  molécule  dm;  car  alors  cos.y  diffère  très- 
peu  de  Tunité,  et  la  fonction 

2.[(r— a')'  +  2aV.(i  — cos.y)!  ' 

devient  très-grande  par  la  petitesse  de  son  diviseur,  à  inoins  que 
la  molécule  dm  ne  décroisse  à  mesure  qu  elle  approche  du  point 
attiré:  si,  par  exemple,  ce  décroissement,  à  partir  du  contact  de 
la  molécule,  avait  pour  facteur  le  carré  r*— 2aV.cos.y+a'*  de 
la  distance  de  ces  deux  points,  la  fonction  précédente  resterait 
toujours  insensible. 

Concevons  un  sphéroïde  très-peu  différent  d'une  sphère,  et 
supposons  le  point  attiré  à  sa  surface.  Imaginons  à  ce  point  une 
sphère  intérieure  au  sphéroïde,  tangente  à  sa  surface,  et  d*un 
rayon  a  très-peu  différent  du  rayon  du  sphéroïde.  Alors,  si  Ton 
désigne  par  Y  la  somme  des  molécules  de  l'excès  du  sphéroïde 
sur  la  sphère,  divisées  par  leurs  distances  au  point  attiré;  si  Ton 
fixe  l'origine  des  r  au  centre  de  cette  sphère,  et  si  dm  est  une  de 
ces  molécules,  l'intégrale  de  la  fonction  [f)  prise  par  rapport  au 
système  de  ces  molécules,  pourra  être  supposée  nulle,  parce  que 
les  molécules  dm  sont  nulles  au  point  de  contact,  et  que  leur 
expression  près  de  ce  point  a  pour  facteur  le  carré  de  leur  dis- 
tance à  ce  point.  L'équation  (a)  subsiste  donc  pour  ce  point. 
Relativement  à  la  sphère  tangente,  on  a 

en  supposant  donc  que  V  exprime  la  somme  de  toutes  les  molé- 
cules du  sphéroïde,  divisées  par  leurs  distances  au  point  attiré, 
ce  qui  donne  V'  =  Vh-V",  on  aura,  en  supposant  le  point  attiré 
au  point  de  contact  de  la  sphère  et  du  sphéroïde, 
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c'est  Téquation  que  j*ai  donnée  dans  le  n°  10  du  troisième  livre. 
Ici  Torigine  de  r  est  au  centre  de  la  sphère  tangente.  Fixons  cette 
origine  à  un  point  quelconque  très-proche  du  centre  de  gravité 
du  sphéroïde,  et  désignons  par  a.  (n-aj)  le  rayon  de  ce  sphé- 
roïde, a  étant  un  très-petit  coefficient  constant.  L'attraction  de 

ce  sphéroïde,  dirigée  vers  l'origine  de  r  est  — ("T~)»  ^t  îl  ^^t 

facile  de  voir  qu'elle  est  aux  quantités  près  de  l'ordre  a'  la  même, 
quelle  que  soit  cette  origine,  pourvu  que  cette  origine  ne  s'écarte 
que  d'une  quantité  de  l'ordre  a,  du  centre  de  gravité  du  sphé- 
roïde ;  car  cette  attraction ,  composée  avec  une  force  qui  lui  est 
perpendiculaire  et  de  l'ordre  a,  produit  la  pesanteur  totale,  dont 
elle  ne  diffère  par  conséquent  que  d'une  quantité  de  l'ordre  a\ 
Ainsi  l'équation  précédente  (6)  subsiste  en  fixant  l'origine  de  r 
à  un  point  quelconque  situé  fort  près  du  centre  de  gravité  du 
sphéroïde. 

Telle  est  la  démonstration  que  j'ai  donnée  de  cette  équation 
dans  l'endroit  cité  de  la  Mécanique  céleste.  Quelques  géomètres 
ne  l'ayant  pas  bien  saisie,  l'ont  jugée  inexacte.  Lagrange,  dans 
le  tome  VIII  du  Journal  de  l'Ecole  polytechnique,  a  démontré 
cette  équation  par  une  analyse  à  peu  près  semblable  à  celle  qui 
me  l'avait  fait  découvrir  [Mémoires  de  l'Académie  des  sciences, 
année  177 5,  page  83).  C'est  pour  simplifier  cette  matière,  que 
j'ai  préféré  de  donner  dans  la  Mécanique  céleste  la  démonstration 
précédente. 

Si  le  point  attiré  est  élevé  d'une  quantité  aay  au-dessus  de  la 

surface  du  sphéroïde,  V  étant  de  la  forme  ^  tt. h  aR,   il  ne 

variera,  par  ce  déplacement  du  point,  et  en  négligeant  les  quan- 
tités de  l'ordre  a',  que  de  la  quantité  —  -^.n. tfa.j.  La  différence 

partielle  ^l^— )  variera  de  la  quantité -^ir.  a". «y,-  la  variation 

TOME   V.  5 
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du  premier  membre  de  Téquation  [b)  sera  donc  •ns.aKety',  et 
cette  équation  deviendra 

(dy\        1  ,,,  lit. a* 

Mais  l'équation  (a)  subsistera  toujours,  parce  que  V  étant  de 
l'ordre  a,  ce  déplacement  ne  peut  y  produire  que  des  quantités 
de  l'ordre  a*. 

Cela  posé,  si  l'on  substitue  dans  les  équations  (2)  et  (3), 
iH-aj-j-aj',  au  lieu  de  r,  et  si  dans  l'équation  (3),  on  substitue 

V"  au  lieu  de  I-t — j,  elles  deviendront,  en  négligeant  les 

termes  de  l'ordre  a*, 

consi.  =  «,y^CLy-j^j^Jp.d.{-^ ^-^-^- ^  etc. j 

3«       /v'r.i       Y'c)       Y'C)       Y'w         ,    \ 

|,r./p.rf.a»         ^^    V         3/ 
p=-ir.(i— 2aj— 2ay)./p.(/.a^ 

-hàoiTc.  fp.d.lT-^ \ — g 1 h  etc.J 

+  iV"+«^f.'-^).|ir./p.d.a' 

Y'w-h  ^—  -+-  ^  -h  etc.  j .  (5) 

Si  l'on  ajoute  cette  dernière  équation  à  la  précédente,  multipliée 
par  -K  iffp.  d.  a\  on  aura 

p = const.-2  air .  { jp+y)  ./p.  c?.  a*+ 2  air  .yja.  </.  (a*Yw+a'Y"'+a'Y  w+ etc.) 
+  2air.y+|a^.(ft«-  ^).|ir./p.d.a'.  (6) 
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Si  Ton  suppose  la  terre  homogène,  ou  p  constant,  on  aura 

p  =  constante — aa7r.(p — i)/-^  ja(^.l(i' —  jj.  ^Tr.p; 

et  Ton  doit  observer  que  ^''^•P  ^^t  à  très-peu  près  la  pesanteur 

à  Téquateur.  On  a  donc,  dans  le  cas  où  la  mer  a  la  même  densité 
que  le  sphéroïde  terrestre,  ce  qui  donne  p==i, 

p=p.(i-f- !«(?.{*•), 

P  étant  la  pesanteur  à  Téquateur. 

Cette  valeur  de  p  subsisterait  encore  dans  le  cas  où  des  pla- 
teaux d'une  densité  quelconque  et  de  hautes  montagnes  recou- 
vriraient les  continents.  Ces  corps  ajouteraient  à  l'équation  (i) 
un  terme  V'\  qui  serait  la  somme  de  leurs  molécules  divisée  par 
leurs  distances  respectives  au  point  attiré.  En  supposant  ce  point 
à  la  surface  de  la  mer,  on  aura 


(^)-^'"=o. 


Ainsi  V""  disparaîtrait  de  l'expression  de  la  pesanteur  p,  par  le 
même  procédé  qui  a  fait  disparaître  \"  de  cette  expression;  p 
aurait  donc  encore  la  valeur  précédente  :  le  terme  V  changerait 
donc  la  figure  de  la  mer,  sans  altérer  la  loi  de  la  pesanteur.  Il 
est  bien  remarquable  que  cette  loi  soit  indépendante  de  cette 
figure,  qui  peut  avoir  une  infinité  de  formes,  dépendantes  de  la 
manière  dont  la  mer  recouvre,  en  partie,  le  sphéroïde  terrestre, 
et  des  irrégularités  de  la  surface  des  continents. 

3.  Pour  déterminer  la  figure  de  la  mer  lorsque  celle  du  sphé- 
roïde terrestre  est  donnée,  la  méthode  la  plus  simple  consiste  à 
ordonner  les  approximations  suivant  les  puissances  du  rapport 


5. 
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de  la  densité  de  la  mer  à  la  moyenne  densité  de  la  terre,  rapport 

égal  à  —  à  fort  peu  près.  Nous  allons  donc  considérer  d'abord  la 

figure  de  la  mer,  en  négligeant  ce  rapport,  ou  en  supposant  que 
la  mer  est  un  fluide  infiniment  rare.  Cela  revient  à  négliger,  dans 
l'équation  (4),  les  termes  qui  ontfp.d.a'  au  dénominateur  et 
qui  n'ont  pas  p  au  numérateur.  Cette  équation  donne  alors,  en 
n'y  négligeant,  pour  plus  d'exactitude,  que  le  terme  dépendant 
deV, 

aj=const.-«j-4- j^-^-^./p.  d.[-^-  -f-  -^  +  __  -t-etc. j 

3  a        /Y'f"         Y'w         Y'M  ,    \ 


-H-^)' 


En  substituant  Y^*^+Y^*^+  etc.  pour  y,  et  r<«)  +  Y'^»^  +  Y'^'^+  etc. 
pour  y,  et  comparant  les  termes  semblables,  on  aura  généra- 
lement 

r"\L  3     _\       _Y,,^3./p.(f.(a^-'Y(0)^ 

V         2i+i./p.d.av  2  1+1. /p.  (f.  a* 

dans  le  cas  de  i=  2 ,  il  faut  ajouter  au  second  membre  de  cette 
équation  le  terme  —  --(fA' —  t)- 

L'équation  (6),  dans  laquelle  rien  n  est  négligé,  donnera  ensuite 
la  pesanteur  p  à  la  surface  de  la  mer. 

Les  expériences  du  pendule  font  voir  que  Y^*^  Y^'^  Y^*^  etc. 
sont  des  quantités  très-petites  relativement  à  Y^*\  et  que  cette  der- 
nière fonction  se  réduit  à  fort  peu  près  à  — L((x* —  y),  h  étant 
une  constante;  ce  qui  donne  aux  couches  du  sphéroïde  terrestre 
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la  figure  d'un  ellipsoïde  de  révolution.  Examinons  donc  ce  cas 
particulièrement.  On  a  alors,  par  ce  qui  précède,  en  faisant  Y'*' 

égalà-Â(f*«-l), 

Ainsi,  en  faisant 

(p       ^  ^    3./p.(i.(a'A) 

h—  3  • 

ô./p.d.a* 
on  aura 

CLy=CLl — a^'fx*, 

/  étant  une  constante.  Il  est  facile  de  voir  que  K  serait  nul  si ,  la 
mer  étant  anéantie,  la  surface  du  sphéroïde  était  en  équilibre  en 
devenant  fluide.  Si  donc  celte  surface  est  moins  aplatie  que  dans 
ce  cas,  K  sera  positif,  et  la  mer  recouvrira  l'équateur  du  sphé- 
roïde. Sa  profondeur  sera  a/ — a^'.(x";  et  si  elle  na  pas  un  volume 
suffisant  pour  recouvrir  le  sphéroïde  entier,  elle  s'étendra  vers 
les  deux  pôles  à  des  latitudes  égales.  Soit  e  le  sinus  de  ces  lati- 
tudes; la  profondeur  de  la  mer  étant  nulle  à  ces  points,  on  aura 

et  l'origine  des  rayons  terrestres  étant  supposée  au  centre  de 
gravité  du  sphéroïde  terrestre,  ce  qui  rend  Y^*^  et  Y'^*^  nuls,  la 
profondeur  de  la  mer  sera 

Q 

Le  volume  de  la  mer  sera  •5- air.  A'e'  :  ce  volume  étant  donné  fera 

0 

donc  connaître  e.   L'équation  (6),  combinée  avec  l'expression 
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précédente  de  j,  donnera  pour  l'expression  de  la  pesanteur  à  la 
surface  de  la  mer, 

pJi_+_r^a(p— a(Â^-^')l.fi«j, 

P  étant  cette  pesanteur  à  l'équateur. 

Si  la  surface  du  sphéroïde  a  un  aplatissement  plus  grand  que 
celui  qui  convient  à  son  équilibre,  en  la  supposant  fluide,  K 
devient  négatif;  et  alors,  si  la  mer  n'a  pas  un  volume  suffisant 
pour  recouvrir  le  sphéroïde  entier,  elle  se  portera  vers  les  deux 
pôles,  et  elle  formera  deux  mers  distinctes,  dont  les  masses  pour- 
ront être  dans  un  rapport  quelconque.  En  faisant  /è'=  — g,  g 
étant  positif,  la  profondeur  de  la  mer  boréale  sera 

e  étant  le  sinus  de  la  latitude  des  bords  de  cette  mer.  La  pro- 
fondeur de  la  mer  située  vers  le  pôle  austral  sera 

e  étant  ce  que  devient,  pour  cette  mer,  la  quantité  e.  Les  masses 
des  deux  mers  seront  respectivement 

i^.(i-e)'.(i-+-2e),      -i^.(i-e')'.(i-h2e'); 

et  la  pesanteur  à  leur  surface  sera,  en  désignant  par  P  la  pesan- 
teur aux  pôles , 

P.j,_|^|«^_a(/;_^)].(i-f.')j. 

Pour  avoir  une  seconde  approximation,  il  faut  déterminer  la 
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V' 
valeur  analytique  de  la  fonction  ^ de  Téquation  (4),  et 

l'ajouter  à  l'expression  de  af.  Or,  on  a 


t/ x/a.fi— cos.y) 


Y/2.(i— COS.y) 

j,  étant  ce  que  devient  l'expression  trouvée  par  une  première 
approximation  pourj,  et  dans  laquelle  on  change  (x  en  (x',  co  en 
û)';  (x'  et  û)'  étant  relatifs  au  point  attirant,  tandis  que  (x  et  «  se 
rapportent  au  point  attiré,  y  est  l'angle  compris  entre  les  rayons 
terrestres  menés  à  ces  deux  points,  en  sorte  que  l'on  a 

cos.y==jX(x'H-Y/r^^^*.  y/i — (i'*  cos.(û)' — œ). 

L'intégrale  précédente  est  relative  à  la  surface  entière  des  conti- 
nents et  des  îles.  Développons  le  radical 


\/r*— 2  r.  COS.  y  +  i 

suivant  les  puissances  de  -.  En  nommant  P^  le  coefficient  de  --^^ 

dans  ce  développement,  on  aura,  par  le  n"*  23  du  troisième  livre, 
en  supposant  X=cos,y, 

p,,^.. 3.5    .1=7  ^_  ±EL.X--'4-  ^•^•^•^X^>-  etc.). 

1.2.6... .1       \  2,2l— 1  2.4.21  —  1.21—3  / 

Si  l'on  fait  -  =a?,  P^*^  devient  le  coefficient  de  af  dans  le  déve- 

loppement  de  (i  —  2\x-hx^)    %  fonction  que  l'on  peut  mettre 
sous  cette  forme 


v/^V-^'' 
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Le  coefficient  de  af  dans  le  développement  de 


est  égal  à 

^'. — i — 


1.2.3 1.  dx' 

X  étant  supposé  nul  après  les  différentiations.  Jai  fait  voir,  dans 
le  n**  38  de  la  Théorie  analytique  des  probabilités,  que  Ton  a, 
C  restant  quelconque  après  les  différentiations, 

=  ; ^  .fd^  (C  -h  COS.  «)'  ; 


i.'j.3...i.(/^ 


l'intégrale  étant  prise  depuis  ©  nul  jusqu'à  ts  égal  à  la  demi- 
circonférence  TT.  En  faisant  donc 


X— > 


-cv^r, 


lorsque  a;  est  nul  après  les  diflérentiations,  ce  qui  donne 


^1 — 2  Xaj+x* 
on  aura    5 — t-t-j — ,    ou  P^'^  égal  à 

'i-fdta.  (X\/=r-4-\/T=:V.cos.'CT)';  (/) 
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Dans  le  cas  de  X=i,  cette  fonction  se  réduit  à  Tunité,  comme 
cela  doit  être;  car  P^'^  devient  alors  le  coefficient  de  af  dans  le 

développement  de .  Mais,  pour  peu  que  X  soit  moindre  que 

l'unité,  la  fonction  précédente,  et  par  conséquent  P^'\  devient 
moindre  que  l'unité,  comme  il  est  facile  de  le  prouver. 

L'intégrale  (/)  prise  depuis  t«T  =  o  jusqu'à  t«T=7r,  est  égale 

à  cette  même  intégrale  prise  depuis  t«T  =  o  jusqu'à  t«T=:  -,  plus 
à  l'intégrale 


(V-) 


prise  depuis  'Ct'^zo  jusqu'à  t«T'=  -,  comme  on  le  voit  en  chan- 
geant t«T  en  TT — tsr'  dans  l'intégrale  (/),  lorsque  tsr  surpasse  -. 

Soit  donc  /= y,  ce  qui  donne  X  =  sin.y';  la  fonction  [f] 

devient 


1  /\     r      (y/— i.sin.  y'+cos.  y'.  cos.«r)n  /pv 

\J~i\j        L-4-(V~^-sija-y'~cos./.cos.isr)U 


Tt .  (y/— i)*  J        L-f-  (V""^  •  s^^-  y'— COS.  y.  cos.«r)*. 
l'intégrale  étant  prise  depuis  tsr  nul  jusqu'à  t«T=  -.  On  peut  don- 


2 

ner  à  cette  fonction  la  forme  suivante 


1  /*,      l  (ces.  iy+y^.  sin.  iy').  [  i  —2  .(ces.  y'—V^— i .  sin.  y'). ces./,  sin'.jtar]* 

,  (y/^)'  •/  (+(— iy.(cos.iV  — V^.sin.ïy').[i— 3.(cos.  y'+\A-T.si 

On  a 

fd^.  [  1  —  2 .  (cos.  y  —  \J—  1 .  sin.  y) .  cos.  y.  sin*.  y  «  ]* 
i.  log.  [i— 2 .  (cos.  y  —  yCT.  sin.  y'),  cos.  y.  sin*.  Y«r] 

c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité. 

TOME   T.  0 
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H  résulte  de  la  méthode  générale  que  j'ai  donnée  dans  les  Mé- 
moires de  l'Académie  des  sciences  pour  Tannée  1782,  et  que  j*ai 
développée  avec  étendue  dans  ma  Théorie  analytique  des  proba- 
bilités, que  dans  le  cas  de  i,  un  très-grand  nombre,  cette  intégrale 
devient  à  très-peu  près  égale  à  celle-ci  : 

-  - .  (ces.  y  —  y—  i.sin.y).  ces.  y,  tir* 
/rftST.  c 

l'intégrale  étant  prise  depuis  tar  nul  jusqu'à  t«T  infini.  En  faisant 


t«T.  i  /  -.  (cos.y — y/ — 1 .  sin.  y),  cos.y  =  t, 
cette  intégrale  devient 

(cos.^y-f-\/^.  sin.  ^y)  _^. 
.fdt.  c       , 


■S 


y/ -.COS.  y 

l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  t  infini;  ce  qui  donne 

fdt.c        =-v/^- 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que  la  fonction  {f)^  valeur  de 
P^'\  est  à  fort  peu  près  dans  le  cas  de  i  égal  à  un  très-grand 
nombre  pair, 

f 
2.  ( — i)\cos.(zH-f  jy' 

7 — — — — — ; 

(1— V)*.v/2ir.i 
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et  que  dans  le  cas  de  /  très-grand  et  impair,  cette  valeur  est  à 

fort  peu  près 

( — 1 

2.(— i)  '  .sin.(j-+-^yy 

T 

En  restituant y,  pour  y,  ces  deux  expressions  deviennent 

Tune  et  l'autre 


{^--^r-s/^i^ 


X  étant  supposé  plus  petit  que  l'unité,  cette  valeur  de  P^'^  est 
toujours  fort  approchée  lorsque  i  est  un  très-grand  nombre  :  elle 
devient  exacte  lorsque  i  est  infini.  Mais  il  est  remarquable  que 
l'expression  donnée  ci-dessus  de  P^*\  par  une  suite  de  puissances 
de  X,  et  qui  dans  le  cas  de  /,  un  très-grand  nombre,  est  composée 
d'un  grand  nombre  de  termes  et  de  facteurs,  se  réduisent  alors 
à  une  expression  aussi  simple. 

Considérons  présentement  l'intégrale 

^   Ç  y,.dft\dœ\ 

J  y/r*— 2Xr-f-i  ' 

qui  devient  Y  lorsque  r=  i .  Le  coefficient  de  -r-^^  dans  cette  in- 
tégrale développée  par  rapport  aux  puissances  de  -  est,  dans  le 
cas  où  i  est  un  très-grand  nombre, 


^y,.dfi\rfû)\cos[^^i'H-^jy— ^ttJ 


-.ITT    J 
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En  intégrant  cette  fonction  par  rapport  à  yî,  on  a 


H)-s/ 


(■->'•)• 


On  voit  ainsi  que  quel  que  soit  j»,  on  arrivera  toujours  par  le  dé- 
veloppement du  radical  —  -  suivant  les  puissances  de— , 

à  une  série  très-convergente,  à  cause  du  diviseur  (  i  H — j .  i /—  cir . 
Le  coefficient  de  -^  dans  ce  développement  est,  par  le  n**  23 
du  troisième  livre, 

.COS.n(û)-«).(l-(X*)M(X'-" fJL'-''--'4-Pt 

i+i.i+2...i+n  \  2.ai— I 



\  2.21— I 

le  signe  S  comprenant  toutes  les  valeurs  de  la  fonction  qu'il 
enveloppe,  depuis  7i=o  jusqu'à  n  =  i:  dans  le  cas  de  n=^o,  il 
ne  faut  prendre  que  la  moitié  de  cette  fonction. 

La  première  approximation  nous  a  donné  y,  sous  cette  forme 

Y'(o)_+-Y'^'J-i-Y'f*^-i-etc. 

En  la  prenant  négativement  et  en  y  changeant  (i  en  (i,  on  aura 
la  valeur  de  ji,  qui,  substituée  dans  l'intégrale 

/y^,dfi,dù3i' 
y/r*— 2rX  +  i 
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développée  par  rapport  aux  puissances  de  -,  donne,  par  une 

série  très-convergente,  cette  intégrale,  et  par  conséquent  la  valeur 
de  W  On  aura  ainsi,  au  moyen  de  l'équation  (4),  une  seconde 
approximation  de  la  valeur  de  ay,  ordonnée,  comme  la  première, 
par  une  suite  de  fonctions  de  la  forme  Y'^'\  On  aura  ensuite,  au 
moyen  de  Téquation  (6) ,  une  seconde  approximation  de  la  pesan- 
teur p.  Ces  approximations  seront  suffisantes,  vu  le  peu  de  den- 
sité de  la  mer  et  son  peu  de  profondeur,  comme  on  le  verra 
bientôt. 

Dans  le  cas  où  la  terre  est  un  sphéroïde  de  révolution ,  il  est 
facile  de  voir  que  la  valeur  de  V  se  simplifie  et  se  réduit  à  une 
suite  de  termes  compris  dans  la  forme 

2Tr.Q^'KfoL.Q^Ky4(i\ 
Q^'^  étant  égal  à 

5 — = — .  \li .fjt'~' --etc.  ) , 

et  Q'^'^  étant  ce  que  devient  Q''\  lorsqu'on  y  change  (x  en  (x'  ;  i  doit 
être  étendu  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini.  Si  l'on  nomme  B  l'angle 
dont  (jt  est  le  cosinus,  et  9'  l'angle  dont  (x'  est  le  cosinus,  on  aura, 
lorsque  i  est  un  grand  nombre. 


Q'(0  ^  COS.(l+fg^— 1-^) 

V/>.(iV)"^ 
L'intégrale 

deviendra  à  fort  peu  près 


8tt        cos.(g+7.g--7^)  (    /i-V/sin.Ô'.  sin.[i  +  |.  «'  — |w], 
1.2  i+i  \/sin.Ô  I—/.  \Js\n.  9.  sin.  (1+7.  ô  —  yisr) 
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On  voit  par  là  combien  la  valeur  précédente  de  V  est  conver- 
gente. 

4.  Considérons  maintenant  les  variations  des  degrés  et  de  la 
pesanteur  à  la  surface  des  continents  et  des  îles,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  à  la  surface  du  sphéroïde  terrestre:  ces  variations 
sont  les  seules  que  nous  puissions  observer.  Pour  avoir  leur  ex- 
pression analytique,  imaginons  une  atmosphère  infiniment  rare, 
d'une  densité  constante,  très-peu  élevée,  mais  qui  cependant  em- 
brasse toute  la  terre  et  ses  montagnes  :  soit  (ly  l'élévation  de 
ses  points  au-dessus  de  la  surface  du  sphéroïde  terrestre.  L'équa- 
tion (i)  du  n°  2,  qui  détermine  la  figure  de  la  mer,  déterminera 
la  partie  de  la  figure  de  l'atmosphère  qui  s'élève  au-dessus  de  la 
mer;  car  il  est  clair  que  la  valeur  de  \  '  dans  cette  équation  étant 
de  l'ordre  a,  est,  aux  quantités  près  de  l'ordre  a*,  la  même  aux 
deux  surfaces.  Mais  à  la  surface  de  la  mer,  r  doit  être  changé  dans 
i-t-ay-hay;  tandis  que  relativement  à  la  surface  de  fatmosphère 
supposée,  il  doit  être  changé  dans  l-f-av-h-ay^  Cela  posé,  si 
l'on  retranche  ces  deux  équations  fune  de  fautre,  on  aura 

aj"  —  ay  =  constante. 

Ainsi  tous  les  points  de  la  surface  de  cette  atmosphère  qui  corres- 
pondent à  la  surface  de  la  mer  sont  également  élevés  au-dessus 
de  celte  dernière  surface,  en  sorte  que  ces  deux  surfaces  sont  à 
très-peu  près  semblables. 

Si  l'on  nomme  p  la  pesanteur  à  la  surface  de  fatmosphère,  il 
est  visible  que  cette  pesanteur  sera  à  la  pesanteur  p,  à  la  surface 

de  la  mer,  comme  7 : r,e  est  à  ; z rr,  ;  ce  qui  donne 

à  très-peu  près,  en  désignant  ay — ay  par  al,  quantité  qui, 
comme  on  vient  de  le  voir,  est  constante, 

p  =p —  2a/.  P, 
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P  étant  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  mer  à  l'équateur;  ainsi  la 
loi  de  la  pesanteur  est  la  même  aux  deux  surfaces.  On  a  vu,  dans 
le  n**  2,  que  dans  le  cas  où  le  sphéroïde  terrestre  est  homogène 
et  de  même  densité  que  la  mer,  on  a 

on  a  donc  alors 

p=P.(i  —  'ja/-4-  ^a.^.fjt*). 

Pour  avoir  l'équation  de  la  surface  de  l'atmosphère  au-dessus 
des  continents,  nous  nommerons  V,  la  somme  des  molécules  de 
la  mer  divisées  par  leurs  distances  respectives  à  un  point  de  cette 
surface.  Alors  l'équation  (i)  du  n**  2  deviendra  celle  de  cette  sur- 
face, en  y  changeant  Y  en  V,,  et  en  y  substituant  iH-aj-f-aj'' 
pour  r.  Or  on  a 


J  \/r*  —  2r. cos.y  +  i 


\/r'  — 2r.cos.  y  +  i 

l'intégrale  étant  prise  pour  toutes  les  valeurs  de  (x'  et  de  œ'  rela- 
tives à  l'étendue  de  la  mer,  r  devant  être  supposé  égal  à  l'unité, 
et  COS.  y  étant 

(X(X'  -+- \/r —  (X*.  \/ 1  —  (l\  COS.  (û) — «'). 

En  développant  le  radical  de  cette  intégrale  par  rapport  aux 
puissances  de  -,  on  voit,  par  ce  qui  précède,  que  V  est  composé 
de  termes  de  la  forme 

n  R 

g.(i-(jt*)  '.(fjt^"-etc.)./yrffjtVû)'.(i-(jt'')  '.(fjt''-"-etc.).cos.n(û)-û)'). 
La  valeur  de  V,  se  compose  des  mêmes  termes;  on  a  donc 

V=V,. 
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Cela  posé,  si  Ton  retranche  Tune  de  Taiitre  les  équations  aux  deux 
surfaces,  on  aura 

pourvu  que  les  coordonnées  fjt  et  «  de  la  fonction  y  se  rapportent 
au  rayon  du  point  de  l'almosplière  que  nous  considérons. 

La  surface  du  sphéroïde  dont  le  rayon  est  H-aj-4-aj^' est 
celle  de  la  mer;  et  au  delà  des  limites  de  la  mer  elle  s^abaissc 
au-dessous  de  la  surface  du  sphéroïde  terrestre;  l'élévation  des 
points  de  celte  seconde  surface  au-dessus  de  la  première  sera 
donc  — ay'  :  c'est  ce  que  l'on  entend  par  l'élévation  de  ces  points 
au-dessus  du  niveau  de  la  mer.  L'élévation  des  points  corres- 
pondants de  la  surface  de  l'atmosplicre  est  aj".  Les  observations 
barométriques  font  connaître  les  quantités  al  et  ay\  car  on  peut 
supposer  que  l'atmosphère  dont  nous  venons  de  parler  est  notre 
atmosphère  elle-même,  réduite  à  sa  moyenne  densité. 

Pour  avoir  l'expression  de  la  pesanteur,  il  faut  changer,  dans 
l'équation  (i)  du  n°  2,  V  dans  V,,  V,  représentant  pour  les  points 
situés  au-dessus  des  continents  la  somme  des  molécules  de  la 
mer,  divisées  par  leurs  distances  respectives  au  point  de  la  sur- 
face de  Falmosphère  qui  correspond  aux  continents,  et  substituer 
pour  r,  i-i-ay  +  ay'.  On  peut  supposer,  pour  plus  de  généralité, 
que  V,  comprend  encore  la  somme  semblable  relative  aux  mon- 
tagnes, et  morne  aux  cavités  de  la  surface  de  la  terre,  en  obser- 
vant que  la  partie  de  V^  relative  à  ces  cavités  est  négative.  La 
pesanteur  p  est  donnée  par  la  différentielle  du  second  membre 
de  l'équation  (i)  divisée  par  — dr.  Si  l'on  en  retranche  l'équa- 
tion (i)  multipliée  par  -,  et  si  l'on  observe  que  l'on  a 


(4^)-^V,=.o, 
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on  aura 

p  =  const.  —  aa  ir.  [y-^y)  -fp-  d.  a' 

H-aair./p(i.(a'YW-Ha'Y«-+-a*YW-hetc.)  (7) 

5 

-f-  T  •  «<?.  P.  (A*- 

En  substituant  ensuite  au  lieu  de  p',p"  —  naP.y,  p'  étant  la 
pesanteur  à  la  surface  du  sphéroïde,  on  aura 

)!)''= const. —  -  P.  (a/ — et/) 

-h  2(tv.y.fa\  dp  —  id'tt.fdp.  (a*Y"'  H-o'Y'"-t-  etc.) 
H-|a^.P.f.'.  (8) 

Cette  expression  de  p"  embrasse  Tatlraction  des  montagnes,  et 
généralement  tous  les  effets  d'attraction  dus  aux  irrégularités  de 
la  surface  du  sphéroïde  terrestre,  pourvu  que  le  point  attiré  en 
soit  fort  éloigné;  car  celte  condition  est  nécessaire  à  Texîstence 
de  l'équation 


o  =  (§)-ÎV„ 


qui  fait  disparaître  ces  effets. 

Si  le  sphéroïde  terrestre  était  homogène,  dp  serait  nul,  et  Ton 
aurait  cette  expression  remarquable, 

/-=p.(i- !«(;-/)- !«?.,.•), 

P  étant  la  pesanteur  à  l'équateur  au  niveau  de  la  mer.  On  peut, 
au  moyen  de  cette  équation,  vérifier  l'hypothèse  de  cette  homo- 
généité; car  alors,  en  ajoutant  à  toutes  les  valeurs  de  p*  déter- 
minées par  les  expériences  du  pendule  la  quantité  -.V^cd—aty) 
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accrois- 

5 

V 
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déterminée  par  les  observations  du  baromètre,  l'expression  de  la 

pesanteur  ainsi  corrigée  deviendrait  P.(  n    y  a^.fjt*).  L' 
sèment  de  la  pesanteur  de  Téquateur  aux  pôles  serait  aii 

Or  on  a 

5 

Ta^  =  o,oo/|325; 

cet  accroissement  serait  donc  o,oo43'>î5.P(jt\  Les  expériences 
multipliées  du  pendule  dans  les  deux  hémisphères  indiquent 
bien  un  accroissement  à  très-peu  ])rès  proportionnel  à  |x%  on  au 
carré  du  sinus  de  la  latitude;  mais  elles  s  accordent  à  donner  à 
(jt*  un  coelTicient  plus  grand  que  le  précédent,  et  à  fort  peu  près 
égal  à  o,oo54.P.  L'hypothèse  de  l'homogénéité  de  la  terre  est 
donc  exclue  par  ces  expériences  :  on  voit  même  que  l'hétérogé- 
néité de  ses  couches  doit  s'étendre  depuis  la  surface  au  delà  des 
quantités  de  l'ordre  a  ou  de  l'aplatissement  de  la  terre,  afin  que 
la  quantité  de  l'équation  (8) 

'iaTï.y.ja\dp—'iaTt.fdp.{a'V'^^-a'Y^'^--{-  etc.) 

soit  de  Tordre  a,  et  devienne  égale  à 

(o,oo54.P — o,oo43:î5.  P).((jt* —  ^j. 

5.  Comparons  maintenant  l'analyse  aux  observations.  L'équa- 
tion (i)  du  n**  2  donne  à  la  surface  de  l'atmosphère  au-dessus 
des  continents 

const.^i:,  7r.yp.d.a\(aj+aj)-4a7r.yp.d.l--^  +  --T— H h  etc.  j 

_V,+  ^.P.(,.-i). 
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3        ,  . 

Si  Ton  ajoute  cette  équation  multipliée  par  -,  à  Téquatiou  (7)  du 

numéro  précédent,  on  aura 

p  =const. -t-aaTT./p.a.l — p 1 h  etc.  1 

En  développant  V^   suivant  les  puissances  de-,  on  aura  une 
expression  de  cette  forme, 

V,=  ~i-  +  ^  -+-  -V  -f-  etc. 
r  r*  r 


LV'  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  fjt,  \/i — (jt*.sin.û), 
et  y/i  —  fjt*.  COS.  û),  assujettie  à  la  même  équation  aux  différences 
partielles  que  \^\  L'équation  précédente  devient  ainsi 

p  =z  const.  -h  4a7r./p.  «.( -g 1 f-  etc.  I 

-  ^ .  (l^^^^-I- U/'^ -+- U/^)  +  etc. W  2»^.  P.(fi\— 

Il  résulte  des  nombreuses  expériences  du  pendule,  que  l'on  a,  à 
fort  peu  près, 

pzr=const.-T-a^.P.((jt* —  -^j, 

ûuj  étant,  à  très*-peu  près,  égal  à  o,oo54.  De  là  il  suit  que  la 
fonction 

Aair./p.rf.f \ h  etc.)  —  -.  (U/*^H-U,W-hetc.) 
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est  très-petite  relativement  au  terme  a^.  P.ffjt" — -^j,  et  que  la 

fonction 

est  à  fort  peu  près 

(«9-^«<?)-P-(f*'-^)- 
L'expression  générale  de  celte  fonction  est  de  la  forme 

A.  (fjt* —  ^1  -4- A^^^fjty^i  —  fjt'.sin.  û)H-A^'^fjt.\/T^fjt*.cos.  œ 
-hk^'K  (i  —  fjt*).sin.  2û)  -+-A^*^(i — fjt*).cos.  ao); 

ainsi,  les  constantes  A^*\  A^*\  A^'\  A^*^  sont  très-petites  relativement 
à  la  constante  A ,  et  l'on  a  à  fort  peu  près 

A=:{a(i  —  5a9).P. 
On  a 

a(3=  -3—  =  o,oo346o, 
^       289 

et  les  expériences  du  pendule  donnent  à  fort  peu  près 

a^  =  o,oo54o; 
on  aura  ainsi 

A  =  —  o,ooi52.P. 

On  peut  encore  déterminer  A  au  moyen  des  deux  inégalités  de 
la  lune  qui  dépendent  de  l'aplatissement  de  la  terre.  Il  résulte 
du  second  chapitre  du  septième  livre  que  si  l'on  désigne  par 

K.(|x* —  t)  1^  partie  de 
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qui  est  indépendante  de  Tangle  o) ,  Tinégaiité  lunaire  en  latitude 


sera 

K 


(5«-i)..Vl 


. n*.  sin. X .  COS. X  •  sin.  u , 


u  étant  la  longitude  de  la  lune,  g — i  le  rapport  du  moyen  mou- 
vement de  ses  nœuds  à  son  moyen  mouvement,  Il  sa  parallaxe, 
X  l'obliquité  de  Técliptique,  et  M  la  masse  de  la  terre,  à  très-peu 
près  égale  à  P.  Suivant  M.  Burg,  cette  inégalité  est,  en  secondes 
sexagésimales, 

—  8\o.sin.  u; 

et  la  comparaison  de  quatre  mille  observations  a  conduit  M.  Bur- 
khardt  au  même  résultat,  qui  donne 

K=— o,ooi558.P. 

L'expression  analytique  de  l'inégalité  lunaire  en  longitude,  qui 
dépend  du  sinus  de  la  longitude  du  nœud  de  Torbite  lunaire, 
comparée,  par  les  mêmes  astronomes,  aux  observations,  donne  la 
même  valeur  de  K,  qui  me  paraît  être  ainsi  une  des  données  les 
plus  exactes  et  les  plus  précieuses  de  l'astronomie  théorique.  Main- 
tenant, il  est  facile  de  voir  que  si  l'on  nomme  Q.(|x* —  t)»  l^ 
partie  de  U/*^  indépendante  de  l'angle  o),  on  a 


on  a  donc 


K=A+|Q; 


A=:— 0,001 558.  F— -Q. 


Si  l'on  compare  cette  valeur  de  A  à  la  précédente  conclue  des 
expériences  du  pendule,  on  a 

Q= — 0,0001 5.  P. 
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On  sent  combien  les  erreurs  des  observations  et  des  expériences 
rendent  cette  valeur  incertaine,  mais  elle  prouve  la  petitesse  de 
la  masse  de  la  mer  et  son  peu  de  profondeur. 

Les  mesures  des  degrés  des  méridiens,  réduites  au  niveau  de 
la  mer  ou  de  l'atmosphère  supposée,  nous  oiïrent  un  troisième 
moyen  pour  obtenir  A.  L'équation  (i)  du  n"*  2,  transportée  à  cette 
atmosphère,  donne 

^ i-etc.  J 

h-L.*^-f-l  .     f-etc. 


--•?•(''•- j)- 


l'origine  des  coordonnées  étant  au  centre  commun  de  gravité  de 
la  mer  et  du  sphéroïde  terrestre;  ce  qui  fait  disparaître  les  quan- 
tités y^'^  et  LV'  et  les  autres  fonctions  de  même  nature.  Les 
mesures  des  degrés  s'écartent  peu  de  la  figure  d'un  ellipsoïde  de 
révolution.  Elles  présentent  cependant  de  plus  grandes  anomalies 
que  les  longueurs  du  pendule,  ce  qui  lient  en  partie  aux  erreurs 
dont  les  observations  d'amplitude  des  arcs  mesurés  sont  suscep- 
tibles, et  qui,  relativement  à  l'arc  mesuré,  sont  beaucoup  plus 
considérables  que  les  erreurs  des  expériences  du  pendule,  et  en 
partie  à  ce  que  les  petites  irrégularités  de  la  terre  affectent  plus 
les  degrés  que  les  longueurs  du  pendule,  comme  je  l'ai  fait  voir 
dans  le  troisième  livre.  Mais  lorsque  l'on  compare  des  degrés  éloi- 
gnés, tels  que  ceux  de  France  et  de  Téquatour,  l'influence  de  ces 
irrégularités  devient  moins  sensible.  La  comparaison  des  degrés 
dont  je  viens  de  parler  a  donné  à  M.  Delambre 

a(y  +-j'')=const.  —  o,oo32  4.((x* —  ^|. 

En  comparant  cette  expression  de  aj-ha/'  à  la  précédente,  on 
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voit  que  les  quantités  V'\  Y^,  etc.  U/*\  U/'^  U/*^  etc.  sont  très- 
petites,  comme  cela  résulte  pareillement  des  expériences  du  pen- 
dule. La  première  de  ces  expressions  donne 

—  P.(aÂ-+-aA")=:  A-+-  |q—  ^.P, 
en  désignant  par 

—  ah.U'—  ^\     —aLU'—^Y     —ah\U'—^y 

les  parties  de  a  Y,  a  Y  et  U/*^  qui  sont  indépendantes  de  œ.  On 
aura  donc,  en  substituant  pour  — P.  (aÂ-haA") ,  sa  valeur 
—  0,00824. P,  que  donnent  les  degrés  du  méridien,  mesurés  en 
France  et  à  Téquateur, 

A=  —  0,001 5  i.P Q. 

2  ^ 

Les  degrés  du  méridien  mesurés  en  France,  comparés  à  ceux  que 
l'on  a  mesurés  dans  l'Inde,  donnent  le  même  résultat.  Je  suppose 
que  les  degrés  mesurés  à  la  surface  du  sphéroïde  terrestre  et 
réduits  au  niveau  de  l'atmosphère  supposée  sont  ceux  de  la  sur- 
face de  cette  atmosphère.  Pour  le  faire  voir,  il  suffit  de  prouver 
que  la  direction  de  la  pesanteur  est  aux  quantités  près  de  l'ordre 
a\  la  même  à  la  surface  du  sphéroïde  et  à  la  surface  de  l'atmos- 
phère. L'angle  que  cette  direction  forme  avec  le  rayon  r  dans  le 
sens  du  méridien,  par  exemple,  est  égal  au  rapport  de  la  diffé- 
rentielle du  second  membre  de  l'équation  (1)  du  n"*  2,  prise  par 
rapport  à  0  et  divisée  par  dd,  à  cette  même  différentielle  prise 
par  rapport  à  r  et  divisée  par  — dr;  or  il  est  visible  que  ce  rap- 
port est,  aux  quantités  près  de  l'ordre  a*,  le  même  à  la  surface 
du  sphéroïde  qu'à  celle  de  l'atmosphère. 
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Maintenant,  si  nous  rassemblons  les  trois  valeurs  précédentes 
de  A, 

A=  — 0,00162  .P, 

A=  —  0,001 558.  P Q, 

5 
A=  —  0,001 5 1  .P —  7Q; 

on  voit,  par  Tensemble  de  ces  valeurs,  que  Q  est  insensible^  et 
qu'en  le  supposant  nul,  elles  s  accordent  aussi  bien  qu'on  peut  le 
désirer. 

L'elliplicité  a  Â -4- a  A'  de  la  surface  de  la  mer  est,  par  ce  qui 
précède. 

En  prenant  pour  A  le  milieu  des  trois  valeurs  précédentes,  on 
aura  pour  cette  ellipticité 

0,00826 —  ^Q, 

5 
ou  o,oo32  6  en  négligeant  le  terme  —  -Q. 

La  précession  des  équinoxes  donne  des  limites  entre  lesquelles 

Tellipticité  de  la  terre  entière,  ou  de  l'atmosphère  supposée,  est 

comprise.  On  a,  par  le  n*"  14  du  cinquième  livre,  cette  ellipticité 

égale  à 

5                0,002  5û66 1  .fp.  a^da 
0,0017301  -4-  r— -^ ;q.    ^V /' — rr  ' 

3  (n-ê)  étant  le  rapport  de  la  masse  de  la  lune  divisée  par  le 
cube  de  sa  moyenne  distance  à  la  terre,  à  la  masse  du  soleil  divi- 
sée par  le  cube  de  la  moyenne  distance  de  la  terre  au  soleil.  En 
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supposant  ce  rapport  égal  à  2,67,  comme  il  résulte  par  un  milieu 
entre  ses  valeurs  données  par  les  phénomènes  des  marées,  de  la 
nutation,  de  la  parallaxe  lunaire,  et  de  Téquatiou  lunaire  des 
tables  du  soleil;  en  supposant  ensuite,  conformément  à  ce  qui 
précède,  l'ellipticité  de  la  terre  égale  à  0,00826,  on  aura 

fp.d.  a*=  1 , 1 407  .fp  .d.a\ 

Soit  (p)  la  densité  de  la  surface,  et  supposons  qu  elle  augmente 
de  la  surface  au  centre,  en  progression  arithmétique,  en  sorte 
que  son  expression  soit  (p) .  (i-f-e  —  ea);  Inéquation  précédente 
donnera 

e=2,349- 

On  aura,  en  nommant  D  la  densité  moyenne  de  la  terre, 
D=fp.d.a'={p).li-h^ej; 

substituant  pour  e  sa  valeur  précédente,  on  a 

D  =  i,587.(p). 

Si  l'on  suppose  la  densité  de  la  première  écorce  du  sphéroïde 
terrestre  égale  à  trois  fois  la  densité  de  la  mer,  prise  pour  unité, 
ce  qui  est  à  peu  près  la  densité  du  granit,  on  aura 

D.^  4,761; 

ce  qui  s'accorde  avec  la  moyenne  des  valeurs  données  par  les  ob- 
servations de  Maskeline  sur  l'attraction  d'une  montagne  d'Ecosse, 
et  par  la  belle  expérience  de  Cavendish. 
Le  rayon  du  sphéroïde  terrestre  est 


*^"('*'-î) 
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ax  étant  une  quantité  peu  considérable  par  rapport  à  ah;  car 
cette  quantité  devient  plus  sensible,  comme  on  Ta  vu,  dans  Tex- 
pression  de  la  pesanteur,  où  cependant  Fexpérience  a  montré 
qu  elle  est  presque  nulle.  Pareillement,  l'expression  du  rayon  de 
la  surface  de  la  mer  est 


a/_a.(A-t-A').(fi*— iV 


ax 


ax  étant  une  quantité  du  même  ordre  que  ax  dont  elle  dépend. 
Elle  est  par  conséquent  peu  considérable  relativement  à  ah.  La 
profondeur  de  la  mer  est  à  très-peu  près  la  différence  de  ces  deux 
rayons;  elle  est  ainsi  égale  à 


;/ — aA'((x* —  -^l  -^-ax  — 


ax. 


A  Téquateur,  les  continents  ont  une  grande  étendue  sur  laquelle 
cette  expression  devient  négative.  La  mer  y  occupe  une  étendue 
encore  plus  grande  sur  laquelle  la  même  expression  est  positive. 

Dans  le  premier  cas,  a /h — tt-  est  moindre  que  la  valeur  de 
ax  —  ax,  correspondante  à  (x  nul.  Dans  le  second  cas,  il  est  plus 
grand  que  cette  valeur.  al-\ — j"  ^st  donc  une  quantité  très- 
petite  de  l'ordre  de  ax.  Très-près  du  pôle  boréal,  où  l'on  a  |x=i, 
la  mer  recouvre  une  partie  du  sphéroïde  terrestre,  et  en  laisse 

une  autre  partie  à  découvert.  Dans  le  premier  cas,  a/ j-  est 

plus  grand  que  la  valeur  de  ax — ax,  correspondante  à  (x=i; 
dans  le  second  cas,  il  est  plus  petit,  al 5—  est  donc  une 

quantité  très-petite  de  l'ordre  de  ax;  donc  al-^-  -^ah  étant  du 

même  ordre,  la  différence  ah'  de  ces  quantités  sera  du  même 
ordre,  ainsi  que  la  constante  al.  Par  conséquent,  la  mer  est 
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peu  profonde,  et  ses  profondeurs  sont  peu  considérables  et  du 
même  ordre  que  les  élévations  des  continents  au^essus  du  niveau 
de  la  mer.  Mais,  de  même  que  de  très-hautes  montagnes  s^élèvent 
sur  quelques  points  des  continents,  de  même  il  peut  y  avoir  dans 
quelques  points  du  bassin  de  la  mer  de  grandes  profondeurs. 

De  là  il  suit  que  la  surface  du  sphéroïde  terrestre  est  à  fort  peu 
près  elliptique;  car  Féquation  de  l'équilibre  de  la  surface  de  la 
mer,  et  qui  donne,  par  ce  qui  précède, 

deviendrait  celle  de  l'équilibre  de  la  surface  du  sphéroïde  ter- 
restre supposée  fluide  si  la  mer  venait  à  disparaître;  ce  qui  ren- 
drait aV  et  Q  nuls.  Ainsi  ces  quantités  étant  très-petites,  par  ce 
que  l'on  vient  de  voir,  la  valeur  de  aÂ  diffère  très-peu  de  celle 
de  l'équilibre  de  la  surface  du  sphéroïde.  Les  expériences  du 
pendule  prouvent  non -seulement  que  cette  surface  est  à  très- 
peu  près  elliptique,  mais  encore  que  les  diverses  couches  du 
sphéroïde  terrestre  ont  à  peu  près  une  figure  elliptique;  car 
les  quantités  aY^*^  aY^*\  etc.  de  l'expression  du  rayon  de  ces 
couches  se  feraient  remarquer  dans  ces  expériences,  si  elles  étaient 
sensibles. 

6.  Je  vais  présentement  considérer  la  figure  de  la  terre  en  la 
supposant  formée  d'un  seul  fluide  compressible.  Pour  cela,  je 
reprends  l'équation  (i)  du  n*"  29  du  troisième  livre.  En  y  suppo- 
sant, comme  on  le  peut  pour  simplifier,  Y^*^  nul,  et  en  comparant 
séparément  les  fonctions  semblables,  la  différentielle  de  cette 
équation,  prise  par  rapport  à  la  quantité  a  considérée  comme 
variable,  donne 

—  =—/iT,.^Jpa^da:  (i) 
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n  est  ici  la  pression  à  la  surface  de  niveau  d'une  couche  du  sphé- 
roïde terrestre  dont  le  rayon  est  a;  p  est  la  densité  de  cette 
couche,  et  tt  est  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre:  Tin- 
tégrale  doit  être  prise  depuis  a  =  o.  Maintenant,  si  l'on  suppose, 
conformément  à  ce  que  j'ai  dit  dans  le  chapitre  précédent, 

ik  étant  une  constante;  on  aura,  en  intégrant, 

[p]  étant  la  densité  à  la  surface  où  la  pression  II  est  supposée 
nulle.  L'équation  (i)  devient  ainsi,  en  faisant  n'=  -7-, 

-7^  = -.fp.a^da. 

da  a*  ^  ^ 

Supposons  p  =ap;  on  aura 

a*dp=^adp — pda; 
on  aura  donc 

^—p=  —  n\fp\ada; 

ce  qui  donne,  en  différentiant , 

L'intégrale  de  cette  équation  est 

p=\.  sin.  an-l-B.  cos.  an, 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires;  on  aura  donc 

A                    B 
p=  —.sin. an  h .cos. a/i. 
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La  densité  p  n^étant  point  infinie  au  centre,  où  a  est  nul,  B  doit 
être  nul  ;  par  conséquent 

A     . 

p=  — .sm.  an. 

^        a 

Telle  est  donc  la  loi  de  densité  des  couches  du  sphéroïde  ter- 
restre relative  à  la  loi  supposée  entre  la  pression  et  la  densité. 
A  la  surface  de  la  terre,  où  nous  supposerons  a=i,  et  la  densité 
p  égale  à  (p),  nous  aurons 

(É£.\ 

(pjznz  A.  sm./i, V\    =1 —  1 • 

^^^  (p)  tang.  H 

Si  l'on  nomme  D  la  moyenne  densité  de  la  terre,  on  aura 

fpa*da=^T>.fa*da=  -^  D; 
or  Téquation 

donne  à  la  surface 

(p)-(^-t-4:ir)= '*'•/?«'''«> 

on  a  donc 

D^3    /  n     \3q 

(p)         n*   \         tang.  nj         n*  * 

en  faisant 

n 
7=1— 


tang.  n  ' 

pr  étant  le  rapport  de  la  densité  moyenne  de  la  terre  à  la  densité 

de  sa  surface,  n*  étant  -r-.   Cette  équation  donne  entre  fc  et  D 

une  relation  qui  détermine  une  de  ces  quantités  lorsque  l'autre 
est  connue. 
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L'ellipticité  du  sphéroïde  terrestre  détermine  sa  figure,  la  varia- 
tion de  la  pesanteur  à  sa  surface,  les  mouvements  de  son  axe  de 
rotation ,  et  les  inégalités  lunaires  dues  à  son  aplatissement.  On 
satisfait  donc  à  tous  ces  phénomènes  en  satisfaisant  à  rellipticité 
déterminée  précédemment.  Si  Ton  nomme  h  l'ellipticité  de  la 
couche  du  sphéroïde ,  dont  le  rayon  est  a,  et  dont  p  est  la  densité, 
on  a,  par  le  n*"  30  du  troisième  livre, 

ddh        6h  2pa       /adh  +  hda\ 

da*  a*         fp.a*da\        da        ) 

Si  Ton  met  cette  équation  sous  la  forme 

d\(hfpa'da) Gh.Jpa'da ha' dp 

^  dâ'  a*  da     ' 

et  si,  au  lieu  de  -7^,  on  substitue  sa  valeur -.fpada,  on  aura 

da  a'  •^^ 

d\{h.fpada)         6h.fpada  ^1    r  t    1 

o  =  — ^—^ ' ^ h  n'A.  fp  ada. 

da  a*  •^  » 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  satisfait  à  cette  équation  en  faisant 

^  ^  ^    \         n*ay         n^ada 

H  étant  une  constante  arbitraire,  et  en  observant  que 

ddp'  , 

Cette  expression  donne  pour  l'ellipticité  h 

h=-uR^    n'.tang.gn   \ 
\a*         an— tang.  a/i/ 

ellipticité  qui,  multipliée  par  a,  devient  nulle  au  centre  du  sphé- 
roïde, où  a  est  nul.  On  voit,  par  le  n^  30  du  troisième  livre, 
que  cette  valeur  de  h  est  la  seule  admissible  dans  la  question 
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présente.  Par  le  même  numéro,  lellipticité  de  la  terre  est  à  la 
surface  où  a=i, 

a(p.h.fpada 

ih.fp  ada —  -p  ^  (p)  -h  -f  .fa^hdp 

les  intégrales  étant  prises  depuis  a  nul  jusqu'à  a=i  :  a(p  est  le 
rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à  Téquateur.  En 

substituant  au  lieu  de  ^,  sa  valeur i.fpada,  et  au  lieu  de 

hfpada  sa  valeur  précédente,  on  aura 

p  étant  A.  sin.  an.  On  trouvera  ainsi  à  la  surface  de  la  terre  où 
a=iy  Tellipticité  h  du  sphéroïde  égale  à 

3 — a 

^        7 

Je  dois  observer  ici  que  M.  Legendre  a  déterminé  l'aplatisse- 
ment  de  la  terre,  dans  le  cas  où  la  densité  des  couches  est  expri- 
mée par  - .  sin  .an.  [Mémoires  de  f  Académie  des  sciences,  année  1 789.) 
En  réunissant  ces  divers  résultats,  on  a 


9  = 


1 — 


tang.n  ' 


ellipticité  de  la  terre  =  o,oo865.  -^^ ^, 

n* 
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5 
Si  l'on  suppose  /i  =  ^  tt,  tt  étant  le  rapport  de  la  circonférence 

au  diamètre,  on  aura 

^=5,5345, 

ellipticité^3^, 


Â  la  surface,  on  a 


g  étant  la  pesanteur,  /  étant  la  hauteur  d'une  colonne  de  la 
matière  de  cette  surface,  et  qui  presse  un  de  ses  points,  et  i  (p) 
étant  l'accroissement  de  densité  du  point  pressé,  g  est  égal  à  la 
masse  de  la  terre,  divisée  par  le  carré  de  son  rayon  pris  pour 
unité;  on  a  donc 

Ensuite  on  a  2^==  -^;  on  a  ainsi 

D  _  3t  _3y 
{p)~  ln*~  n«' 

donc 

la  valeur  de  i  relative  à  la  matière  de  la  surface  du  sphéroïde  est 
donc^  ici  5,5345./.  L'existence  d'une  telle  substance  est  très- 
admissible. 

Si  la  terre  était  entièrement  formée  d'eau,  et  si  l'on  suppose, 
conformément  aux  expériences  de  Canton ,  qu'à  la  température  de 
16*"  la  densité  de  l'eau  augmente  dans  le  rapport  de  i,oooo44  à 
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l'unité,  par  la  pression  d'une  colonne  verticale  d'eau  de  dix  mètres, 
on  aura 

q   =  28,012, 

n   =    3,0297, 

^=    9,0479, 

ellipticité  =  33^ . 

Le  coefficient  du  carré  du  sinus  de  la  latitude,  dans  l'expression 
de  la  longueur  du  pendule,  sera  o^ooôSy.  Ces  résultats  s'éloignent 
des  observations  fort  au  delà  des  erreurs  dont  elles  sont  suscep- 
tibles. 

7.  Pour  comparer  entre  elles  les  mesures,  soit  des  degrés,  soit 
de  la  pesanteur,  on  les  rapporte  au  niveau  de  la  mer,  et  Ton  peut 
déterminer  l'élévation  du  point  du  sphéroïde  où  Ton  observe, 
par  la  hauteur  du  baromètre.  Pour  avoir  une  idée  juste  de  ce 
niveau,  nous  avons  imaginé  une  atmosphère  très-rare,  très-peu 
élevée,  mais  cependant  assez  pour  embrasser  toute  la  terre  et  ses 
montagnes.  Nous  avons  prouvé  que  l'élévation  de  la  surface  de 
cette  atmosphère  au-dessus  de  la  surface  de  la  mer  est  constante, 
et  nous  avons  prolongé  cette  dernière  surface  au-dessous  des 
continents,  de  manière  qu'elle  fût  toujours  à  la  même  distance 
de  la  surface  de  l'atmosphère.  C'est  la  surface  de  la  mer,  ainsi 
prolongée,  qui  constitue  le  niveau  de  la  mer.  Mais,  au  lieu  de 
rapporter  les  degrés  et  les  expériences  du  pendule  à  ce  niveau, 
nous  les  rapporterons  directement  à  la  surface  de  l'atmosphère 
supposée. 

Reprenons  les  équations  trouvées  ci-dessus. 

P.  [OLy-i-ay  )  =  const. -f-  aoLiv  Jp .d.l—z 1 hetc.  j. 

-l-U,(*^-+-U,^'^-f-etc. 
_  a£.P 


r-(^-^)- 


Toyc  V. 
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/;  1-::  const.  4    4  a  TT  .y  p  .  d .  (  — r-  H f -  etc.  j 

Si  l'on  retranche  cette  dernière  équation  de  la  précédente,  si  Ton 
néglige  Faction  de  la  mer,  que  nous  avons  vu  être  insensible^  soit 
à  raison  de  son  peu  de  densité,  soit  à  cause  de  son  peu  de  pro- 
fondeur, ce  qui  fait  disparaître  les  quantités  lJ/'\  1),^*^  etc.  enfin, 
si  l'on  suppose  les  couches  du  sphéroïde  elliptiques,  on  a 

p'-P.(«j-f-a/):=fa<?.I>.(f.'--i). 

Les  coefficients  de  (x* —  ^  dans  aj  et  (ly  sont  — a  A  et  — oth". 
Soit  a^  le  coefficient  de  (x* —  ^,  dans  l'expression  dep;  on  aura 

On  doit  observer  que  a[h-\-h!')  est  l'ellipticité  de  la  surface  de 
l'atmosphère  supposée,  et  par  conséquent  celle  de  la  surface  de 
la  mer,  ces  deux  surfaces  étant  constamment  à  la  même  distance 
l'une  de  l'autre.  A  la  surface  du  sphéroïde,  la  pesanteur  p'  doit 
être  augmentée  de  la  quantité  a  [al  —  aj')?.  En  nommant  donc 

a^  le  coefficient  de  (x* — ^  dans  l'expression  de  la  pesanteur  à 

cette  surface,  on  aura 

ce  qui  donnerait  la  différence  aJi  des  ellipticités  de  l'atmosphère 
et  du  sphéroïde  terrestre,  si  l'on  connaissait  par  les  expériences 
du  pendule  les  valeurs  de  ^  et  de  9.  Mais  il  résulte  de  ces  expé- 
riences, faites  la  plupart  au  niveau  de  la  mer  ou  peu  au-dessus. 
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que  la  valeur  de  ah"  est  très-petite  et  presque  insensible,  ce  qui 
est  conforme  à  ce  que  nous  avons  dit  précédemment.  La  surface 
de  Tatmosphère  supposée  étant  celle  à  laquelle  on  rapporte  les 
mesures  des  degrés  et  de  la  pesanteur,  il  paraît  naturel  de  cor- 
riger ces  mesures,  en  ayant  seulement  égard  à  la  distance  des 
points  où  l'on  observe,  à  celte  surface;  à  moins  que  l'élévation  de 
ces  points  ne  soit  assez  rapide  pour  que  l'on  soit  assuré  qu'ils 
n'appartiennent  point  à  la  partie  elliptique  du  sphéroïde  ter- 
restre. Telle  est  la  ville  de  Quito,  où  l'on  a  mesuré  des  degrés 
du  méridien  et  la  longueur  du  pendule  à  secondes.  Nous  allons 
donc  examiner  l'effet  de  l'attraction  d'un  plateau  élevé,  sur  la 
pesanteur. 

Si  l'on  conçoit  une  série  de  couches  circulaires  horizontales,  et 
disposées  de  manière  que  leurs  centres  soient  sur  une  même  ver- 
ticale, et  que  l'on  place  Quito  au  centre  de  la  couche  supérieure; 
en  nommant  p,  la  densité  de  ces  couches,  R  le  rayon  de  l'une 
d'elles,  dont  le  centre  est  à  la  distance  r  de  Quito,  la  somme  des 
molécules  de  cette  couche,  divisées  par  leurs  distances  respectives 
à  Quito,  sera 

2  7rp,.(v/RMw^^--r). 

R  étant  supposé  fort  grand  relativement  à  r,  cette  fonction  se 
réduit  à  fort  peu  près  à 

2  7rp,.(R  — r); 

elle  reste  donc  toujours  fort  petite  si,  comme  on  doit  le  supposer 
ici,  R  est  une  petite  fraction  du  rayon  terrestre.  Elle  n'apporte 
ainsi  qu'un  terme  insensible  dans  l'équation  de  l'équilibre  de  l'at- 
mosphère, et  par  conséquent  la  somme  de  ces  fonctions  ne  pro- 
duit aucun  changement  sensible  dans  la  valeur  de  la  distance  de 
Quito  à  la  surface  de  l'atmosphère,  distance  que  je  désignerai  par 

9. 


68  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

(ff;  en  sorte  que  a/ — aLy"  est  la  hauteur  de  Quito  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer.  L'attraction  .de  la  couche  que  nous  venons  de 
considérer  produit  dans  la  pesanteur  ji^  à  Quito  un  accroisse- 
ment égal  à  la  différentielle  de  la  fonction  précédente,  prise  par 
rapport  à  r  et  divisée  par  —  àv;  cet  accroissement  est  à  très-peu 
près  égal  à  2  Trp,;  il  est  indépendant  de  R,  et  il  peut  être  sen- 
sible pour  toute  la  montagne,  pour  laquelle  il  devient  a  irp,  r', 
T  étant  la  hauteur  de  la  montagne  au-dessus  du  niveau  du  sphé- 
roïde terrestre.  La  rapidité  avec  laquelle  le  plateau  s'élève,  et  le 
peu  de  différence  entre  les  surfaces  de  la  mer  et  du  sphéroïde, 
rendent  v  très-peu  différent  de  a/-  (ty" ;  on  peut  donc  Tobtenir 
par  l'observation  du  baromètre.  La  pesanteur  P  de  la  terre  étant 

à  fort  peu  près  -^ '^r.D,  D  étant  la  moyenne  densité  de  la  terre; 

l'accroissement  de  la  pesanteur,  dû  à  l'action  de  la  montagne, 
sera 

|p.g.(a/-a/). 

Le  rayon  terrestre  étant  pris  pour  l'unité,  on  a,  relativement  à 
Quito, 

I  «r  1 

(Xi  —  ay  =  — 3-; 
^        2207 

la  diminution  de  la  pesanteur,  depuis  le  niveau  de  la  mer,  est 
donc  pour  cette  ville 

P 


22 


Bouguer  a  conclu  de  ses  expériences  sur  la  longueur  du  pendule 

P 
cette  diminution  égale  à     ^..    ;  ce  qui  donne 
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La  densité  des  Cordillères  n'est  donc  qu'un  cinquième  environ 
de  la  moyenne  densité  de  la  terre.  Elle  est  peu  différente  de  celle 
de  l'eau,  qui,  d'après  l'expérience  de  Cavendish,  est  D.0,182. 
Le  peu  de  densité  de  ces  montagnes  résulte  encore  du  peu  d'effet 
de  leur  attraction  sur  le  fil  à  plomb ,  dans  les  observations  des 
astronomes  français  qui  ont  remarqué  que  ces  montagnes  sont 
très-volcaniques,  et  qu'ainsi  elles  doivent  avoir  de  grandes  cavités 
dans  leur  intérieur. 
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CHAPITRE  III. 

DE  L'AXE  DE  ROTATION  DE  LA  TERRE. 


8.  Soit  a(i  t-aj,)  le  rayon  d'une  couche  du  sphéroïde  ter- 
restre, l'origine  de  ce  rayon  étant  supposée  au  centre  de  gravité 
du  sphéroïde;  j,  étant  fonction  de  a,  du  sinus  de  la  latitude,  que 
je  désignerai  par  (x^,  et  de  la  longitude  que  je  désignerai  par  tar^  : 
je  suppose  y^  développé  dans  une  suite  de  la  forme 

Y/'--4-Y/*^-t-\/^--f-etc. 

1iV'^  étant  assujetti  à  l'équation  aux  différences  partielles 


Transportons  l'origine  des  rayons  terrestres  à  un  point  quel- 
conque qui  ne  soit  éloigné  du  centre  de  gravité  du  sphéroïde 
que  d'une  quantité  de  l'ordre  a;  il  est  facile  de  voir  que  cela  ne 
fait  qu'augmenter  \V'^  de  la  quantité 

Q  f^i  -î-Q^'^-  V^  "f^i'-  sin.  tsr,  H-Q^" .  0  —  (x,\  cos.  tsr,.  (a) 

Concevons  par  cette  nouvelle  origine  un  second  axe  parallèle  au 
premier,  et  rapportons-y  les  variables  (x,  et  tar,.  Elles  ne  différe- 
ront des  précédentes  que  des  quantités  de  l'ordre  a;  en  négligeant 
donc  les  quantités  de  l'ordre  a\  les  valeurs  de  Y/' ,  YV'\  etc.  seront 
les  mêmes  que  les  précédentes;  seulement  la  fonction  Y/'^  sera 
augmentée  de  la  quantité  (a).  Nous  pourrons  ainsi  exprimer  avec 
cette  condition,  le  rayon  d'une  couche  terrestre  rapporté  à  ce 
second  axe  par  a.  (i-^-aj,). 
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Concevons  ensuite,  par  la  nouvelle  origine,  un  troisième  axe 
aboutissant  à  un  point  quelconque  de  la  surface  du  sphéroïde, 
pour  lequel  jx^  et  ^,  soient  cos.  A  et  H.  Soient  (x  et  tsr  ce  que 
deviennent  jx^  et  ^^  relativement  à  ce  troisième  axe,  les  tar  étant 
comptés  du  méridien  qui  passe  par  les  extrémités  du  second  et 
du  troisième  axe.  On  aura  par  les  formules  de  la  trigonométrie 
sphérique, 

|x=cos,  A.  fjt,  -h  sin.  A.  y  i — |x/.  cos.  (taf» —  H) , 
\/i — fx»*.  sin.  tiT  =  \/ 1 — fjt,*.  sin.  (tiT,  —  II)  ; 

ce  qui  donne 


\/i  —  (x'.  COS.  tiT=  COS.  A.  \/i — (i,\  cos.(tiy, —  II)    -  sin.  A.  (x». 

Désignons  par  x,  y,  z,  les  trois  coordonnées  d'une  molécule 
dm,  de  la  couche  du  sphéroïde  dont  le  rayon  est  a.(n-aj,),  rap- 
portées, la  première  au  troisième  axe  dont  nous  venons  de  parler, 
la  seconde  au  plan  du  méridien  origine  des  tzr,  et  la  troisième  au 
plan  perpendiculaire  à  ce  méridien.  On  aura 

^=a.(i-+-aji).|x. 


j  =  a.(n-ayi).\/i — |x*.  cos.tiT, 
z  =  a.(n-aj,).\/i — (X*.  sin.tiT. 

On  a  ensuite,  en  exprimant  par  p  la  densité  de  dm, 

rfm=ptf.(n-ay,)*.  dfi,.  d^,.  d.  a.(n-aj,)  ; 

cette  dernière  caractéristique  diflFérentielie  d  étant  uniquement 
relative  à  la  variation  de  a.  On  aura  donc 
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jxy.  dm  =  T./p.  dfi,.  d^,.  d.  a\(i-f-aj,)\  (x.y/i  —  (x*.  cos.tsr, 

fx  z.  dm  =  T'fp*  d(i^.  d^^.  d.  a\[i-h  ay,  y.  f*.  y/  ^  —  f^*-  sin.tsr, 

fy  z. dm=  -r./p. c/(x,. d^,.d. a'.(i+aj,)  .(i  — (x*). sin. tsr.cos.'CT, 

/(j*— i*) .(/m  =  -^./p.  rf(x,.  rfiaf, .  rf.  a\  (  1  +  aj,)  .  ( i  —  (X'j .  (cos\ ^  —  sin'.  tsr) . 

Les  intégrales  doivent  être  prises  depuis  (x,  =  —  i  jusqu'à  (x,  =  i, 
depuis  ^,=  0  jusqu'à  tafi^îTr,  et  depuis  a=o  jusqu'à  a  =  i. 
En  substituant  pour  (x,  \/i  —  (x'  sin.tar,  y/i — (x'.cos.tar,  leurs 
valeurs  précédentes  en  (x,  et  laf,,  on  aura 


3  a  a 

-.sin.  A.  COS.  A 

2 


(^'^•) 


/* y.  dm  =  a,fp.  d(i,.  d^,.  d.  a'j,.|+  cos.  2  A.  jx^.  \J  i— (x/.  cos.('cy,  —H  ) 

(+  -.sin.  A. COS.  A.(i  — (x/).cos.  (atsT,  — ai 


Icos.  A.  (Xi.\/i— (Xi\sin.(tafj  — n) 
+  -.sin.A.(i-(x;).sin.(2tiT,-2n) 

^.cos.A.(i-fi,^).sin.(2«,-2n) 
j  yz.dm.=ct.jp.d\i,.d'ui,.d.a.y^.{     ^ 

(—  sin.  A.  (X,.  yA —(x/.  sîn.('CT,  —  H  ) 
1     -.sin'.  A.(3(x/  — i) 

f[f-z').dm=a.fp.  rf(x,.  rfiafi.  rf.  a'.j,.j—  2.  sin.  A.  cos.  A.  |x,.  y/i— (Xi*.  cos.(tar,  -I 

/ ,   (i+cosVA)   /         ,\  /  „. 

\+' ^.(l-fA,').C0S.(2tST,  — qH 

Dans  ces  équations,  les  coefficients  de  p.d(i,d^,.d.a\y^  sont 
compris  dans  la  forme  Y/*^;  il  faut  donc,  par  le  n°  17  du  troi- 
sième livre,  ne  considérer  dans  j»  que  le  terme  Y/*^  L'expression 
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générale  de  ce  terme  est 

h^'lU,'  —  ^ J  W- h^'K f^i-  V ^  —  f^t'- sîn. tïT,  H- h^'K  (x,.  y/i  — ft»*.  cos.  tsr, 

A^"\  /t^*\  k*\  h^'\  A^*^  étant  des  fonctions  de  a.  On  trouvera  ainsi 

fxy.dm== ^^  .sm.  2  A.  fp.  d.  a'h^'^ 

sin.  n./p.  rf.  a*  A^*^  | 
-COS.    U.fp.d.a^h^*^) 

sm.2U.fp.d.a'h^'^] 
-  COS.  2  n./p.  rf.  a' A^*^  P 

/^,.rfo,=      i^.cos.A.  j      COS.    n./p.^.a'J'"j 
•^  '-^  ^    -sin.    n./p.d.a'Aw( 

COS.  2n./p.rf.a'A'"j 
»  5  '"  j_  sin.  a  n./p.  </.  a*  A"'  j  ' 

''•^  »ô  j- sin.2n./p.rf.a'AW) 

4w.a     .     .    i     COS.    U.fp.d.a'h^'^] 

'û  j— sin.    n./p.(i.a'^<*'( 

/(  j*  — ?).  dDi=     -^.  sin'.  A./p.  ff.a'AW 

_8^.sin.A.cos.A.J      «^°-    n./p.ci.a»A<')  j 
•ô  j-l-cos.    n./p.rf.a'Awj 

,    8w.a    ,     ,        ,  A\  (      sin.alI./p.J.a'A''' j 

H ;^.(H-COS'.A).|  Jr  l 

'^     ^  \j-f-cos.2n./p.d.a'^«"j 

Maintenant,  si  nous  imaginons  que  Taxe  du  sphéroïde  auquel 
nous  venons  de  rapporter  les  coordonnées  x»  y,  z,  soit  fixe  dans 
le  sphéroïde  et  dans  l'espace ,  de  manière  cependant  que  le  sphé- 
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roïde  tourne  librement  autour  de  lui;  cl  si  nous  concevons  ce 
sphéroïde  recouvert  en  tout  ou  en  partie  par  la  mer,  on  voîtt  par 
le  chapitre  précédent,  que  le  fluide  peut  toujours  prendre  un 
état  d'équilibre  qu  il  est  possible  d'obtenir  par  des  approximations 
successives. 

Je  suppose  la  mer  parvenue  à  cet  élat  :  elle  forme  alors  avec 
le  sphéroïde  terrestre  un  ensemble  dont  toutes  les  parties  sont 
immobiles  entre  elles,  et  peuvent  être  supposées  invariablement 
unies.  Je  nomme  a.  W'\  a.W'\  a.W'\  a.H^'\  les  valeurs  précédentes 
de  fxy.dm,  fxz.dm,  fyz.dm,  f[y* — z').dm  :  je  nomme  pareil- 
lement a.H'^*\  a.W'K  a.H'^•^  œ.W'\  les  valeurs  des  mêmes  inté- 
grales rapportées  à  la  mer.  On  aura,  relativement  à  la  terre 
entière, 

fxy.  dm  =  œ.{  W^^  -f-  H'^^^) ,  Jx  z.  dni=a.  [W^^  -h  H'^») , 

fyz.dm=a.{W^^-i^W^^),     f{y^  —  z^).dm  =  a.{W^^-hn'^^^). 

Maintenant,  si  Ion  change  le  plan  des  y  et  des  z  de  manière 
qu'en  passant  toujours  par  l'axe  des  x,  il  forme  un  angle  arbi- 
traire e  avec  ce  plan  :  en  nommant  j  et  z  les  coordonnées  rap- 
portées à  ce  nouveau  plan,  on  aura 


=j.cos.  e — z.sin.e , 


z=z. COS.  e-f-j.sm.e; 


ce  qui  donne 


fxy.dm  =  o^.{l{^'^-+-W'').cos.e  —  a.{W^^-^W'').sin.e, 
fxz\dm=x.{W'^-+-W^'^).cos.e-hOL.{W^^ 
//z\£/m==a.(HW-+-H'w).(cos\e  — sin\e) 
-ha .  (H^'^-H  H'^^^) .  sin.  e .  cos.  e. 
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L'axe  des  x  sera  un  axe  principal  de  rotation  autour  duquel  la 
terre  tournera  librement,  si  Ton  satisfait  aux  trois  équations 

fxy.dm  =  Oj     fxz.dm  =  o,     fyz.dm  =  o. 

Les  deux  premières  donnent 

HW^H'^*)=o,       H^»^-f-H'^^^=o; 
la  troisième  donne 

tang.2ez=-    H(-)+m>i    ' 

Pour  que  le  centre  de  gravité  de  la  terre  soit  libre,  et  dans 
Taxe  principal  de  rotation,  il  faut  que  l'on  ait  pour  toute  la  terre 

fx.dm  =  o,       fy.dm.=  Oj       fz.dm  =  o; 

or  on  a  pour  le  sphéroïde  terrestre 

fx.dm=:i  j.fp.diii.d^,.d.a'.{i-hay,y.fi, 

fy .  dm  =  j  .fp .  d(i^ .  rf«, .  rf  •  a*,  (i  -hay,)*.  y/i  —  jx*.  cos.  ^, 

fz.dm  =  -T.fp.d[L,.d^^.d.  a\(n-ay,)\\/i — (x^*. sin. tar. 

En  substituant  pour  |x,  sji  —  |x'.  sin.tîT,  \J\ — |x*.  cos.  isy,  leurs 
valeurs  en  (Xj  et  ^^ ,  on  aura 

/^.c/m=a./p.rf(x,.c/«i.d.ay.[cos.A.(Xi+sin.A.y^i— |x/.cos.(«— n)], 
/j .  c/m==a./p.  {/(Xi .  (te, .  rf.  a*ji .  [cos.  A.\/ 1  — (x/.  cos.  ('Cfi— n^ 
fz.dm=a.fp.diii.d^^.d.ayi.^i—(i*.  sin.(t2r,— H). 

Les  coefficients  de  p .d^^.d'us^.d.ay^  étant  compris  dans  la 
forme  Y/*\  il  ne  faut,  par  le  numéro  cité  du  troisième  livre  de  la 
Mécanique  céleste,  considérer  dans  j,  que  la  quantité  Y/'^  L'ex- 
pression générale  de  cette  fonction  est 
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Il  faut,  par  ce  qui  précède,  augmenter  Y^*^  de  la  fonctioD  (a). 
On  aura  ainsi,  relativement  au  sphéroïde  terrestre, 

fx.dm=      -^au: .COS. k.  \fp. d . a' q^'-hQ^'Kfp .  d . a'\ 

.     j  4  .         sin.n.{/p.rf.a'o<"-+-Q"'./p.rf.a*)^ 

jY.dm=      ^air.cos.A.  „   r/   j    .  /.,     r\M  r     j     /\i 

-'^  3  (-f-cos.  n.  (/p. rf.a'9") -H 0'*'./p.d.  a*)) 

—  ^ air . sin.  A .  {/p.  à .  a' 9'"  -i- Q""./p.  rf .  a*} , 

•^  a*"^'!— sin.n.j/p.rf.aY^H-QVp-^-a'ji' 

Soient  aL'"',  aL<'',  aL<*',  ces  trois  valeurs  de  fx.dm,  J'y. dm, 
fz.dm,  et  désignons  par  aL''"',  aL'<",  aL''*',  les  mêmes  intégrales 
relatives  à  la  mer.  La  condition  que  l'axe  principal  passe  par  le 
centre  de  gravité  de  la  terre  entière  et  soit  l'origine  des  rayons 
terrestres  donnera  les  trois  équations 

L"J-j-L''"=o,       L("-+-L'"'=o,       L<'''-t-L'":=o; 

ces  trois  équations,  réunies  aux  précédentes, 

HW-4_H'w=o,       H"i-f-H'"'==o, 
tang.ae  =  --Jp5-pjp-!, 

détermineront  les  six  indéterminées  A,  H,  e,  Q'°',  Q'"',  Q'*-;  et  alors 
Taxe  de  rotation  sera  un  axe  principal  et  passera  par  le  centre  de 
gravité  de  la  terre.  L'existence  d'un  pareil  axe  est  donc  toujours 
possible,  et  les  observations  prouvent  que  tel  est  l'axe  actuel  de 
rotation  de  la  terre. 
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On  a,  relativement  à  la  mer, 

jxy.  dm=fxy.  ay.  d^, .  d^, , 

ay  étant  sa  profondeur;  maïs  les  intégrales  relatives  à  (x»  et  tar»  ne 
peuvent  être  prises  depuis  (i{=: — i  jusqu'à  |Xi=i,  et  depuis 
tar,  =  0  jusqu'à  ^,=  211:,  que  dans  le  cas  où  la  mer  recouvre 
entièrement  le  sphéroïde  terrestre.  Considérons  ce  cas  particuliè- 
rement :  alors  il  ne  faut  substituer  pour  ay  que  sa  partie  aY'^* . 
L'équation  (4)  du  n°  2  du  chapitre  précédent  donne 

Y'(t)_ 5./p.(f.a'  2.  \^       3} 

I     —  ^  , 


S.fp.d.a^ 


les  quantités  Y'-*^  Y^*\  Y^*\  se  rapportant  ici  à  l'axe  des  (x.  Mais, 
rapportées  à  Taxe  des  (x^ ,  elles  restent  les  mêmes  :  elles  ne  sont 
que  des  manières  diflFérentes  d'exprimer  les  fonctions  du  rayon 
terrestre  et  du  rayon  de  chaque  couche  du  sphéroïde,  comprises 
dans  la  forme  aY^*\  ou  assujetties  à  la  même  équation  aux  diflFé- 
rences  partielles.  La  partie  de  Y'^*^  dépendante  de  (^  ne  produit 
aucun  terme  dans  H'^'^  H'^*\  H'^*^  H'^*^  Pour  le  faire  voir,  considé- 
rons la  valeur  de  W'\  ou  l'intégrale  fxy.Y'^*Kdii^.d^,.  Il  est 
facile  de  voir  que  Ton  peut  donner  à  cette  intégrale  cette  forme 
fxy.Y^^Kd^k.d^,  les  limites  des  intégrales  relatives  à  (x  et  tar 
étant  comme  pour  (ti  et  txTi,  (x= — i,  |x=i,  tiT=:o,  tar^^^Tr. 
Alors ,    en    substituant     dans    Hntégrale   fxy.Y'^^Kd^i.d^, 

(xyi — (x*.cos.tzr,  pour  xy,  et ^^ — 5 — -^  pour  Y'^*\  on  voit 

5./p.d.a' 
que  cette  intégrale  est  nulle;  ainsi  cette  partie  de  Y'^*^  ne  produit 
aucun  terme  dans  H'^"^  et  Ton  trouverait,  de  la  même  manière, 
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qu  elle  n'en  produit  aucun  dans  H''"',  H'"',  et  H''"'.  L'autre  partie 
de  Y''*'  peut  être  exprimée  par 

h'^'>.U*-  ij-h A'"'. ft.  .y  !  —  (*.'. sin. -or.-f- /r\fi..v/i— (*.'.  cos.  -bt, 
H- A'W.  (l  — fJt.')  .  Sin.2  -BTi-h/*'"  .  (l  —  j*,*).  COS.  2  <».  ; 

et  l'on  aura 

/i'"= ZEMEl,        (,) 

'    "  5./p.(/.a 

en  faisant  successivement  5=0,  5=1 ,  5  =  2  ,  «  =  3 ,  s  =  4.  Cela 
posé,  les  équations 

H«-f-H'"'=o,       H'^H'"==o, 

donnent  les  suivantes 

i     h'^"-i-fp.d,a'h^"  j 

0=  sin.2Â.  < — sin.  liTl . [h'^'  -\-fp .d. a* li'p 

(— cos.  2  n.  (ft'":H-/p.d. a*h")\ 

cos.2A.j_^^^^     n.(*'"M-/p.rf.a'A«)r 

o-cosA     )      ^°'-    n.(A'<-^-+-/p.rf.a'/,":)j 
0-COS./V.    ^   ^.^     n.(ft'>'^/p.(/.a'^")) 

2sinA  I     cos.2n.(/^^/p.rf.a'A":)j 
""         ^^-  i— sin.2n.(pM-/p.J.a'/t'')r 

Désignons  par/  et  ^  les  coefTicients  de  sin. 2 A  et  de  cos.aA, 
dans  la  première  de  ces  deux  équations;  et  par  m  et  n  les  coeffi- 
cients de  sin.  A  et  de  cos.  A  dans  la  seconde;  on  aura 

tang.A  =  -^, 
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ce  qui  donne 

sin.2A= — — :,      cos.2A=  — — — -; 

d'où  Ton  tire 

0=:=  —  imnf-\-[m^--n^).g. 

En  substituant  pour/,  g,  m,  n,  leurs  valeurs,  en  faisant 

tang.n  =  u, 

on  trouve,  après  les  réductions,  une  équation  du  troisième  degré 
en  M,  et  qui  conséquemment  a  une  racine  réelle.  Cette  équation 
coïncide  avec  Téquation  du  troisième  degré  en  u,  que  nous  avons 
donnée  dans  le  n"*  27  du  premier  livre,  relativement  aux  axes 
principaux  des  corps  solides. 

On  remplira  la  condition  que  Taxe  de  rotation  passe  par  le 
centre  de  gravité  de  la  terre  entière,  en  observant  que  l'équa- 
tion (4)  du  n**  2  du  chapitre  précédent  donne 


fp.d.a* 
en  désignant  donc  Texpression  de  Y'^''  par 


9'"'.  (x,H-  9'w.  \/i—^\  sin.  -or,  -i-7'w.  y/i— jx,'.  cos.  -o. , 
on  aura 

~  fp.d.a* 
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en  faisant  successivement  .s=o,  s-=\,  $=2.  On  aura  ainsi  pour 
toute  la  terre, 

fx.  dm  =  I  air .  cos.  A.  \fp.  d.  a'  7'"  4-  9'"' + Q<"./p.  d.  o'{ 

+  |air.sin.A.|    sin.n.(/p.rf.«'9".+^'(..+Q(...yp.rf.«.u 
-i  1+  cos.n.  (/p.  d.  a'  (jf'"+9''"+  Q'"./p.  rf.  a*)  (  ' 

/r.rfm=^«ir.cos.A.!    -n.n.{/p.d  «'9<o+9'.o+Qo../p.rf.a*)j 

-  |a7r.sin.A.{    (/p.(/.a»7'"+7''"+Q'"./p.rf.a'){, 

/•z  rfm-^^air  i    cos.n.(/p.  J.a'9")H-9'")+Q"^/p.rf.a*)l 
•^  '  3      •|_sin.n.(/p.rf.a*9W+9''"  +  OW./p.rf.a*)(* 

Les  conditions  nécessaires  pour  que  Taxe  de  rotation  passe  par 
le  centre  de  gravité  de  la  terre  sont  que  ces  trois  valeurs  de 
fx.  dm,  fy.  dm,  fz.dm,  soient  nulles;  en  les  égalant  donc  à  zéro, 
on  déterminera  les  trois  constantes  Q'"\  Q'"'  et  Q'"'.  Ainsi  le  sphé- 
roïde terrestre,  recouvert  en  entier  par  la  mer  en  équilibre,  a  un 
axe  de  rotation  passant  par  le  centre  commun  de  gravité  du  sphé- 
roïde et  de  la  mer,  et  autour  duquel  le  sphéroïde  tourne  d^une 
manière  uniforme. 

L'analyse  précédente  conduit  à  un  théorème  fort  simple  sur 
la  détermination  de  cet  axe.  En  efiFet,  l'équation  précédente  (i) 
donne,  en  ohsw^ant  que  l'on  peut  mettre  l&\  sous  la  forme/d.  a'A'*', 

A-'-'-f-/p.(/.a'fe'-'=/^P~'^-y^", 

ô.J'p.  d.(v 

s  devant  être  supposé  successivement  égal  à  o,  i,  2,  3,  4*  En 
substituant  les  diverses  valeurs  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion dans  les  trois  équations  qui  déterminent  les  quantités  A,  II 
et  e,  on  voit  que  ces  équations  déterminent  Taxe  principal  du 
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sphéroïde   terrestre,   lorsqu'on    suppose  les  densités  p  de  ses 
couches  diminuées  de  l'unité  ou  de  la  densité  de  la  mer. 
Pareillement  l'équation  (i')  donne 

fp.  d.a^ 

Si  Ton  fixe  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  gravité  du 
sphéroïde  terrestre  modifié  par  la  diminution  précédente  de  ses 
couches,  on  aura  q^'^  =  o  ;  les  expressions  de  fx.  dm  y  fy.  dm,fz.  dm , 
égalées  à  zéro,  donneront  ainsi  Q^'\  Q^'\  Q^*\  nuls.  Ainsi  le  centre 
de  gravité  de  la  terre  entière  est  le  centre  de  gravité  du  sphéroïde 
terrestre  ainsi  modifié.  De  là  résulte  ce  théorème  : 

«  Si  l'on  conçoit  la  densité  des  couches  du  sphéroïde  terrestre 
«  diminuée  de  la  densité  de  la  mer,  et  si,  par  le  centre  de  gravité 
«  de  ce  sphéroïde  imaginaire,  on  conçoit  un  axe  principal  de  rota- 
«tion  de  ce  sphéroïde;  en  faisant  tourner  autour  de  cet  axe  le 
«  vrai  sphéroïde  terrestre  et  la  mer,  ce  fluide  étant  en  équilibre; 
«  cet  axe  sera  un  axe  principal  de  rotation  de  la  terre  entière,  dont 
«  le  centre  de  gravité  sera  celui  du  sphéroïde  imaginaire.  » 

Ainsi ,  la  terre  a  pour  axes  principaux  les  trois  axes  principaux 
de  rotation  du  sphéroïde  imaginaire;  du  moins,  si  la  mer  est 
assez  profonde  pour  qu'étant  en  équilibre,  en  tournant  autour 
de  chacun  de  ces  axes,  elle  recouvre  entièrement  le  sphéroïde 
terrestre.  Mais  il  y  a  entre  un  corps  solide  et  la  terre,  cette  diflFé- 
rence,  savoir,  qu'en  changeant  d'axe  principal  de  rotation,  la 
figure  du  solide  reste  constante;  au  lieu  que  la  terre  change  de 
figure  en  changeant  d'axe  principal.  Les  trois  figures  que  prend 
sa  surface,  en  changeant  d'axe  principal  de  rotation,  ont  entre 
elles  des  rapports  simples  et  intéressants  à  connaître. 

Considérons  d'abord  la  mer  en  équilibre  et  tournant  autour 

TOME   T.  11 
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d'un  de  ces  trois  axes  principaux,  que  je  nouiinerai  premier  axe 
principal.  Le  rayon  de  la  surface  de  la  mer  sera 

,-^a/-+-a.(r^^Y'^'')  f-a.(Y'>^  ^-Y^'^)  i-a.(Y^'    i-Y'^'^)   ^- etc. 

Torigine  de  ce  rayon  étant  au  centre  de  gravité  de  la  terre  entière. 
a/  est  la  profondeur  moyenne  de  la  mer,  et  l'on  a,  en  nommant 
am  la  masse  de  ce  fluide, 

(jti  étant  le  sinus  de  la  latitude,  et  ^,  la  longitude  rapportées  à 
ce  premier  axe  principal.  Les  intégrales  devant  être  prises  depuis 
(x,=r — 1  jusqu'à  (X,  =  1,  et  depuis  laf, -- o  jusquà  tar,  =  au, 
on  aura 

47r.a/i:rz:am. 

On  a  ensuite,  par  le  n"*  3  du  chapitre  précédent, 

Y'ii)  — {2i+i).fp.d.a'  ^ 

1  — 


(2  i  +  i)./p.  (/.a' 
et  dans  le  cas  de  i  =  2 ,  on  a 


o.jp.rf.g" 2  \  3/ 


Y'{t)  — 

ô 

S.fp.d.a^ 
On  aura  ainsi 


(2l  +  l)./p. 

et  dans  le  cas  de  1  =  2, 

Y',:.,  _^  Y«  =  3./(p-i).(/.(a'YW)-i(p.(^.'-i)./p.rf.ei' 

6./p.J.a'  — 3 
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Nommons  a  la  fonction 

3./(p-.).(/.(a'Y"))  ^  3./(p-.).(f.(a'Y('))  _^_  3./(p-i).rf.(a'YW)  ^ ^^^ 
'i.fp.d.a*—'i  ô.jp.d.  a*— 3  ^.fp.d.a^—^ 

le  rayon  de  la  surface  de  la  mer  sera 

Supposons  maintenant  la  mer  en  équilibre  tourner,  avec  le 
sphéroïde  terrestre,  autour  du  second  axe  principal;  en  nommant 
(X  le  sinus  de  la  latitude  rapportée  à  cet  axe,  nous  aurons  pour 
l'expression  du  rayon  de  la  surface  de  la  mer 

i-\-al-hau—      \r    J   i    Q — î 
o.jp.  d.a^—ô 

car  il  est  clair  que  les  valeurs  de  al  et  de  au,  correspondantes 
aux  mêmes  points  de  la  surface  du  sphéroïde  terrestre,  restent 
les  mêmes  dans  les  deux  situations  d'équilibre. 

On  rapportera  (x  au  premier  axe  principal,  en  observant  que 
dans  la  valeur  de  (x  en  jx^,  donnée  au  commencement  de  ce  cha- 
pitre, on  doit  supposer  A=  -,  ce  qui  donne 


fA*—  i  =:-  i(l  —  fi,*).  C0S.(2«  —  2n)  —  ^(f^/—  ;^)- 

Ainsi,  dans  la  seconde  situation  d'équilibre  de  la  mer,  le  rayon 
de  sa  surface  sera 

-^«i-i-,„-H^°^-i'-'-^r!'7'!-T'"'"'""- 

o.Jp.a.  a'— 3 

On  trouve,  de  la  même  manière,  que  la  mer  étant  supposée  en 

11. 
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équilibre  et  tourner  autour  du  troisième  axe  principal  du  sphé- 
roïde imaginaire,  le  rayon  de  sa  surface  est 

Ainsi  la  moyenne  de  ces  trois  rayons  est 

i-\-al  r-aii: 

elle  est  indépendante  de  la  force  centrifuge  a^,  et  la  même  que 
le  rayon  de  la  mer  en  équilibre  sur  le  sphéroïde  terrestre  sans 
mouvement  de  rotation. 

L'action  du  soleil  et  de  la  lune  influe  sur  la  figure  de  la  mer, 
qui  par  là  varie  à  chaque  instant.  Parmi  ces  variations  d'où 
naissent  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer,  quelques-unes  sont  cons- 
tantes; d'autres  s'exécutent  avec  une  grande  lenteur.  Celles  qui 
sont  rigoureusement  constantes  concourent  avec  la  force  centri- 
fuge à  produire  la  figure  permanente  de  la  mer.  Les  variations 
très-lentes  changent  insensiblement  cette  figure,  et  vu  leur  len- 
teur et  la  tendance  de  la  mer  à  se  mettre  promptement  en  équi- 
libre, on  peut  supposer  qu'à  chaque  instant  cette  figure  est  celle 
qui  correspond  à  cet  équilibre. 

Soit  V  le  complément  de  la  déclinaison  d'un  astre  L ,  \p  son 
ascension  droite,  et /sa  distance  au  centre  de  la  terre,  r  étant 
celle  d'une  molécule  dm  de  la  surface  de  la  mer,  dont  d  et  ^ts 
sont  le  complément  de  la  latitude  et  la  longitude;  il  faut,  par  le 
n""  23  du  troisième  livre,  ajouter  au  second  membre  de  Téqua- 
tion  (i)  du  n°  2  du  chapitre  précédent,  la  quantité 

^..^P'^-f-^.P'     r    etc.); 
la  fonction 


■.(.+  ■. p. .^.l.p..^  etc.) 
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étant  le  développement  en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances de  -7  9  du  radical 

1 
\//*--2/r.[cos.v.cos.6+sin.v.sin.6.cos.(nf+c+«r— >(/)]+ r* 

nt  étant  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre.  On  a  généralement 

„.j4:zjMukj^,.^.p,., 

Si  Ton  n'a  égard  qu  aux  variations  croissantes  avec  une  grande 
lenteur  par  rapport  au  mouvement  de  rotation  de  la  terre,  on 
aura 

P...=  ^.(oos...-i).(,--i). 

On  peut  négliger  les  termes  dépendants  de  71  »  y;  f  etc.  vu  la 

petitesse  de  ces  fractions.  L'action  de  l'astre  L  ajoutera  donc  au 
second  membre  de  l'équation  (1)  du  n'^â,  celte  valeur  de  P''^ 

multipliée  par  -7;;  ce  qui  revient  à  diminuer,  dans  cette  équation, 

le  facteur  a^  de  la  quantité 

^.(cosM;-i). 

L'analyse  précédente  subsistera  donc  toujours;  et  si  la  mer  recou- 
vrait entièment  le  sphéroïde  terrestre,  la  terre  aurait  toujours 
pour  axes  principaux  ceux  du  sphéroïde  terrestre  dans  lequel  les 
densités  des  couches  seraient  diminuées  de  la  densité  de  la  mer. 
On  doit  observer  ici  que  la  quantité 

n'est  qu'une  fraction  extrêmement  petite  de  la  valeur  de  a^. 
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Lorsque  la  mer  ne  recouvre  poiol  entièremeul  le  sphéroïde, 
on  peut  toujours,  par  le  chapitre  précédent,  déterminer  la  pro- 
fondeur «y  de  la  mer  en  équilibre,  par  une  approximation  ordon- 
née suivant  les  puissances  de  j—: ,  (p)  étant  la  moyenne  densité 

de  la  terre,  celle  de  la  mer  étant  prise  pour  Tunité.  La  valeur 
de  fxy.din,  devient,  relativement  à  la  mer, 


oify.  dfi^ .  (/tzr, .  jx.  \/ 1  -  -  jx'.  cos.  tzr. 

En  substituant  pour  y  l'expression  donnée  par  le  chapitre  pré- 
cédent, et  pour  (X  et  tsT  leurs  valeurs  en  (x,  et  «,,  Tintégrale 
précédente  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  jx,  et  de  tsy^  com- 
prises dans  les  limites  de  la  mer,  donnera  la  valeur  de  fdcy.dm, 
relative  à  ce  fluide,  par  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 

de  T-T,  le  premier  terme  de  cette  série  ayant  pour  facteur  Funité , 

le  second  terme  ayant  pour  facteur  pr,  et  ainsi  de  suite.    En 

ajoutant  cette  valeur  à  celle  de  fxy.dm,  relative  au  sphéroïde 
terrestre,  qui  a  pour  facteur  (p)  et  égalant  leur  somme  à  zéro, 
on  aura  une  équation  dont  le  premier  membre  sera  une  série 
ordonnée  par  rapport  aux  puissances  descendantes  de  (p) ,  le 
second  membre  étant  zéro.  Les  équations 

f;iz.dm=.Oy  fy  z.dm^o,  jx.dm=o^  fz.din  =  o,  y'y.(/m  =  o, 

donneront  des  équations  semblables;  et  Ton  en  conclura,  par  les 
moyens  connus  de  lalgèbre,  les  valeurs  indéterminées  A,  II,  e, 
Q^'K  Q^'\  Q^*\  en  séries  ordonnées  comme  y,  par  rapport  aux  puis- 
sances descendantes  de  (p);  ce  qui  déterminera  Taxe  principal 
de  rotation.  Mais  il  suffit  ici  d'en  faire  voir  la  possibilité. 
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CHAPITRE  IV. 


DE  LA  CHALEUR  DE  LA  TERRE,  ET  DE  LA  DIMINUTION  DE  LA  DUREE  DU  JOUR 

PAR  SON  REFROIDISSEMENT. 


9.  Soit  V  la  chaleur  d'un  point  quelconque  d'une  masse  homo- 
gène, déterminé  par  les  coordonnées  orthogonales  x^y,  z;  on  a 
l'équation  générale 

/ddy\   .  /ddy\   ,  /dd\\     j  /d\\  f  . 

dt  est  l'élément  du  temps,  et  k  est  une  constante  dépendante 
des  propriétés  de  la  substance,  relatives  à  la  chaleur.  Lorsque  la 

masse  est  parvenue  à  son  état  final  de  température,  [-j:]  est  nul, 

et  alors  l'équation  précédente  devient  celle  que  j'ai  trouvée  rela- 
tivement à  l'attraction  des  sphéroïdes,  V  exprimant,  dans  ce  cas, 
la  somme  des  molécules  du  corps  attirant,  divisées  respective- 
ment par  leurs  distances  au  point  attiré.  On  peut  donc  déterminer 
par  l'analyse  exposée  dans  le  troisième  livre  de  la  Mécanique 
céleste  l'état  final  de  la  température  d'une  sphère  échaufîée  d'une 
manière  quelconque  à  l'extérieur.  Ce  qui  complète  l'analogie  de 
la  théorie  de  la  chaleur  avec  celle  de  l'attraction  des  sphéroïdes 
est  qu'il  existe  à  la  surface,  des  équations  de  la  même  nature.  A 
la  surface  d'une  sphère  dont  r  est  le  rayon ,  on  a 

-(^=/w.-  w 

/  étant  une  constante,  et  l  étant  une  fonction  dépendante  de 
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l'action  échauffante  des  causes  extérieures.  Cette  équation  répond 
à  l'équation  à  la  surface  des  sphéroïdes  attirants,  que  l'on  trouve 
dans  le  n*"  10  du  troisième  livre  cité. 

M.  Fourier  a  donné  le  premier  les  équations  fondamentales  (  i  ) 
et  (2),  dans  l'excellente  pièce  qui  a  remporté  le  prix  proposé  par 
l'Institut  sur  la  théorie  de  la  chaleur  :  j'en  donnerai  la  démons- 
tration dans  un  autre  livre.  J'observerai  ici  que  les  quantités  y 
et  k  peuvent  n'être  pas  rigoureusement  constantes,  et  varier  avec 
la  température  V;  mais  on  peut,  sans  erreur  sensible,  les  sup- 
poser constantes  tant  que  l'on  ne  considère  que  de  petites  varia- 
tions de  température. 

J'ai  transformé  l'équation  (1)  en  coordonnées  relatives  à  la 
distance  r  d'une  molécule  du  globe  à  son  centre ,  à  la  longitude  ist 
de  cette  molécule,  et  au  sinus  (x  de  sa  latitude.  Elle  devient  alors 

f  dd\\  /d\\ 

En  supposant  ensuite  V  exprimé  par  une  suite  de  termes  de  la 
forme  c^^'Y^'l^^'^  c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyper- 
bolique est  l'unité,  et  Y^*^  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière 
de  l'ordre  i,  en  (x,  \/i  —  (x\  sin.®,  et  \/i — fi\  cos.®,  genre  de 
fonctions  dont  j'ai  fait  un  grand  usage  dans  la  théorie  des  attrac- 
tions des  sphéroïdes,  et  qui  sont  telles  que  Ton  a 

(ddYi^\  .  .         .  /rfYW\ 


i—iJL*  \  dfi 

on  aura 

Pour  intégrer  cette  équation,  soit 

r^  nk=^z,        rq^^  =  cf'  ; 
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elle  devient 

ddq'  ,        i.i+i.q' 

Faisons,  en  observant  quici  la  caractéristique  2!  embrasse  tous 
les  termes  depuis  s  nul  jusqu'à  Tinfini , 

9=  — .S.^— .sin.(zH-0)^-^^^.cos.(zH-0)J, 

Â  et  0  étant  deux  constantes  arbitraires.   En  substituant  cette 
valeur  dans  Téquation  différentielle  précédente,  et  comparant 

séparément  les  termes  multipliés  par  — '^ — ^,  et  ceux  qui  sont 

multipliés  par  — ';^^^  ' ,  on  formera  les  deux  équations 

2.(25— l).F'î'-*^=(l— 25-f-2).(l-f-25  — l).F^'-^ 
45.F«=— (l*— 25H-l).(l-+-25).F'î'-^ 

ce  qui  donne 

FM_  (^'-^^+0'(^'-a5+2).(l+25-l).(l+25)    p^,,,^^ 

4.25.(25— l) 

d'où  Ton  tire  en  intégrant  et  faisant,  comme  on  le  peut,  F^*^=i, 

P(,)_    .     (|~25+l). (1-25+2)  (l+25) 

2".1.2.3....25 

le  signe  -+-  a  lieu  si  s  est  pair,  et  le  signe  —  s'il  est  impair.  L'ex- 
pression précédente  de  F'^'"*^  donne 

p'w^(iz2M±ii±l)  F« 
2.(25+1) 

On  aura  ainsi 

9«  =  A.S.[^,.sin.(zH.Ô)-+.  ^.cos.(zH-Ô)]. 

TOME   T.  J2 
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i  étant  ici  un  nombre  entier  positif,  cette  valeur  de  q^^  nest  com- 
posée que  d'un  nombre  fini  de  termes.  Pour  en  exclure,  comme 
on  doit  le  faire,  ceux  qui  deviennent  infinis  lorsque  r  est  nul, 
q^^  étant  toujours  fini,  même  au  centre,  il  faut  faire  d  nul,  si  i 

est  pair,  et  0=  -  si  i  est  impair,  tt  étant  la  demi-circonférence 

dont  le  rayon  est  l'unité. 

L'équation  (a)  donne  à  la  surface  où  nous  supposerons  que  r 
devient  a 

En  désignant  ay/nîpar  e,  et  nommant  Z  et  Z'  les  coefficients  de 
A.sin.z,  et  de  A.cos.z,  dans  lesquels  on  change  z  en  e,  on  aura 


=,i„...[_^+i.(4£)_i.z' 

-t-cos.e.[/Z'+f(4^)-t-l.Z 


W 


Cette  équation  est  transcendante  :  elle  donne  pour  e,  et  par  con- 
séquent pour  n,  une  infinité  de  valeurs  auxquelles  correspondent 
autant  de  fonctions  de  la  forme  Y^'\  et  qui  sont  déterminées  par 
l'état  initial  de  la  chaleur  du  globe. 

L'équation  précédente  a  pour  une  de  ses  racines  e=:=o,  et  la 
valeur  correspondante  de  (j^^  est  jSr',  |3  étant  une  constante  arbi- 
traire. 

Si  l'on  développe  la  partie  de  la  fonction  /  de  l'équation  (a), 
qui  est  indépendante  du  temps,  dans  une  suite  de  la  forme 

Y'(o)-f-Y'^'î-t-Y'(^'-+-etc. 

Y'^'^  étant  assujetti  à  la  même  équation  aux  différences  partielles 
que  Y^'\  l'équation  (2)  donnera,  en  comparant  les  fonctions  sem- 
blables. 


ce  qui  donne 
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YW — Y'^'^ 


ainsi  la  partie  de  la  chaleur  V  d'un  point  du  globe,  indépendante 
du  temps,  et  qui  finit  par  être  sa  température  finale,  est 

¥'«•)  H — '— .  ^.  r«^)  H — '—.  -' .  rw  -h  etc. 

1     a  2    a' 

On  peut  observer  ici  que  cette  partie  de  V  varie  très-lentement 
pour  la  terre  près  de  la  surface,  à  cause  de  la  grandeur  du  rayon 
a.  Sa  variation  est  insensible  dans  les  mines  les  plus  profondes  : 
ainsi  Taccroissement  observé  dans  la  chaleur  des  mines  à  mesure 
que  l'on  y  descend  n'en  dépend  point,  et  paraît  indiquer  que  le 
globe  terrestre  n'est  point  encore  parvenu  à  son  état  final  de 
température. 

On  représente  assez  bien  la  température  moyenne  des  climats 
en  la  faisant  proportionnelle  au  produit  de  vingt-sept  degrés 
centésimaux  par  le  carré  du  cosinus  de  la  latitude.  En  supposant 
donc  que  la  valeur  de  Y^*^  relative  à  la  chaleur  initiale  de  la  terre 
a  déjà  disparu,  en  sorte  qu'il  n'y  ait  de  sensible  maintenant  que 
la  fonction  de  ce  genre  relative  à  la  chaleur  solaire,  on  aura 

Y'<.)=.ar.(i-ft'). 

La  grandeur  du  rayon  terrestre  réduit  à  très-peu  près  l'équa- 
tion (4)  à  celle-ci, 

O  .-:::=  Z.  siu.  S  -f-  Z'.  COS.  S. 

En  y  supposant  successivement  i=o,  i=i,  1  =  2 ,  etc.  on  verra 

facilement  que  la  plus  petite  valeur  de  e  autre  que  e=o,  est  tt 

12. 
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dans  le  cas  de  i  nul^  tt  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre  :  elle  est  comprise  entre  tt  et  ^tt  dans  le  cas  de  i=i; 
entre -f-TT  et  2  7r  lorsque  1  =  2;  entre  2ir  et  -f-Tr  lorsque  i=3, 
et  ainsi  du  reste.  Pour  une  même  valeur  de  i,  les  exponentielles 
c""'*'  disparaîtront,  par  Taccroissement  du  temps,  les  unes  après 
les  autres;  Texponentielle  correspondante  à  la  plus  petite  valeur 
de  n  et  de  e  disparaissant  la  dernière.  Pareillement,  tous  les  termes 
correspondants  à  ces  plus  petites  valeurs  disparaîtront  dans  rordre 
de  grandeur  de  i,  en  sorte  qu'avant  rétablissement  de  la  tempé- 
rature finale,  il  ne  restera  de  sensible  que  le  terme 

Je  supposerai  ici  la  terre  parvenue  à  cet  état,  e  est,  comme  on 
Ta  vu,  égal  à  tt;  mais  l'équation  (4)  donne  plus  exactement 


d'où  l'on  tire 


et 

V=  — .r-^.sin.-.ir.l  1 7). 

r  a        \        af) 

Cette  équation  donne  à  la  surface,  où  r=a,  la  partie  de  la  cha- 
leur relative  à  Fexponentielle  c~"',  égale  à 


^r-»'. 


L'accroissement  de  la  chaleur  à  la  profondeur  z  au-dessous  de 
la  surface  est,  par  le  théorème  de  Taylor,  —z  (^— )  >  et  en  vertu 
de  l'équation  (2),  ce  terme  devient /z'.V,  en  ne  considérant  dans 
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la  valeur  de  V  à  la  surface  que  la  partie  de  la  chaleur  qui  est 
indépendante  de  Faction  des  causes  échauffantes  à  l'extérieur.  Il 
est  remarquable  que  cet  accroissement  fz.y  de  la  chaleur  soit 
indépendant  du  rayon  du  globe,  et  de  la  manière  dont  il  est 
échauffé  intérieurement,  et  qu'il  ne  dépende  que  de  la  chaleur 
des  couches  voisines  de  la  surface,  et  de  la  manière  dont  elles 
perdent  leur  chaleur.  Dans  le  cas  présent,  si  l'on  nomme  h  la 
valeur  de  V,  à  l'origine  du  temps  f,  à  la  surface,  on  aura 

et  par  conséquent 

v=  i^.r^-('""^)  .sin. L.^L  j.y 

Tf.r  a         \       af) 

Au  centre,  où  r  est  nul,  cette  expression  donne,  à  fort  peu  près, 

la  température  est  donc  à  ce  point  incomparablement  plus  grande 
qu'à  la  surface.  L'accroissement  de  température  à  une  petite  pro- 
fondeur z,  comptée  de  la  surface,  est 

f£.h.c    ••*"^'    "/^ 

J'observerai  ici  que  l'analyse  par  laquelle  je  viens  d'intégrer 
l'équation  (3)  s'applique  aux  équations  générales  du  mouvement 
des  fluides,  et  que  c'est  ainsi  que  j'ai  déterminé,  dans  le  qua- 
trième livre,  les  oscillations  d'un  fluide  qui  recouvre  une  sphère 
immobile,  et  qui  est  attiré  par  un  astre  en  mouvement. 

Les  valeurs  de  Y^'^  Y^*\  Y^"\  etc.  sont  déterminées  par  l'état 
initial  de  la  chaleur  de  la  sphère.  Je  vais  donner,  pour  cet  objet, 
une  méthode  simple  et  qui  peut  s'étendre  à  beaucoup  d'autres  cas. 
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Je  suppose  que  Tétat  initial  de  la  chaleur  soit  exprimé  par  la 
fonction 

UC)-HU<*JH-U^^...-4-U«-f-etc. 


U^'^  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  (jl,\/i— (x*.  sin.tsr, 
et  \/i— (JL*. COS. «,  assujettie  à  la  même  équation  aux  différences 
partielles  que  Y^*\  c'est-à-dire  telle  que  Ton  ait 


o^i 


,  ^    '^  M-f-  -^^ /■  -hi.i-hi.Uw, 

dii  i  —  ft* 


les  coefficients  arbitraires  de  U'"  étant  ici  des  fonctions  de  r. 
Soit  <p  (r)  un  de  ces  coefficients,  et  r(p  (r)  =9',  on  aura  par  ce 
qui  précède, 


d\q'     ,    ,    ,   ,        i.i+i.o' 


r' 


En  supposant  f  nul  dans  Texpression  de  V,  il  est  facile  de  voir 
que  l'on  aura 

r.  9  (r)  =  k^'K  9  î«)  -^  k^'K  f'^  -h  A^.  q'^*'  -+-  etc. 

(l'^'\  (l'^'\  ^'^*,  etc.  étant  les  valeurs  de  q'  correspondantes  aux 
diverses  racines  de  l'équation  (4);  A^"\  \^'\  etc.  sont  les  arbitraires 
qui  multiplient  ces  valeurs,  et  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Pour 
cela,  on  multipliera  l'équation  précédente  par  dr.q^''\  et  Ton 
prendra  l'intégrale  depuis  r  nul  jusqu'à  r=a,  ce  qui  donne 

fdr.q^'^r(^  [r]  =k^'Kfq^'^*dr^k^'Kfq^'^  q^'^  dr^  etc. 
Maintenant  on  a 
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Pour  le  faire  voir,  nous  observerons  que  Ton  a,  9'^'^  et  q^'^  étant 
nuls  avec  r, 


Çfq'^'Kddq'^'^  _  q'^'Kddq'^')\  _  q'^'K  dq'^ 
J  \       dr  dr       )  dr 


(0  /ï'(0  'rf/,'C) 


q'^^ldq' 
dr 


Le  premier  membre  de  cette  équation  devient,  en  y  substituant, 
pour  -j-2 —  et  -j-2 — ,  leurs  valeurs  qui  résultent  de  Téquation 
différentielle  en  q^ 

n^'^  et  n^'^  étant  les  valeurs  de  n  relatives  aux  racines  de  l'équa- 
tion (4)  correspondantes  à  9^*^  et  q^'K  De  plus,  à  laTsurface,  on  a 

q'^'Kdq'^'^  q'^'Kdq'^'^  _ 

d?  d7~—^' 

car  Téquation  à  la  surface 

donne  les  deux  suivantes 

r=(7-/)-."-.  ^HT--^h"-' 

on  a  donc 

o  =/9'w  9'w.  dr.  (ftnw  —  itnW). 

De  là  il  est  aisé  de  voir  que  Ton  a 

AC)./<y'w  q'i»)  dr=fdr.  rf\  <p  (r) , 
ce  qui  donne 

At.,_/^>'.ry^M.(p(r) 

les  intégrales  étant  prises  depuis  r=  o  jusqu'à  T=^a.  En  chan- 
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géant  9'^*^  en  q^'\  9  ^'s  elc.  on  aura  les  valeurs  de  A^*^  A^"\  etc.  d'où 
Ton  tire  le  théorème  suivant  : 
Si  Ton  forme  la  quantité 

n^'^  n étant  point  nul,  et  les  intégrales  étant  prises  depuis  r  nul 
jusqu'à  r  égal  au  rayon  a  de  la  sphère;  si  l'on  désigne  ensuite 
par  Q^'^  la  somme  de  toutes  les  quantités  correspondantes  à  5=0, 
5=1,  etc.  jusqu'à  s  infini;  l'expression  de  la  chaleur  V,  après  un 
temps  quelconque  t,  sera  la  somme  des  valeurs  de  Q^*^  correspon- 
dantes à  1  =  0,  1=1,  etc.  jusqu'à  i  infini. 

Dans  le  cas  où  l'état  initial  de  la  chaleur  ne  dépend  que  de  r, 
U^'^  est  nul  lorsque  i  est  égal  à  l'unité  ou  plus  grand;  l'expression 
de  la  chaleur  se  réduit  alors  à  Q^'^ ,  et  l'on  a  le  résultat  intéressant 
que  M.  Fourier  a  donné  le  premier  pour  ce  cas. 

J'ai  supposé  l'état  initial  de  la  chaleur  développé  sous  la  forme 
ll^'^-hU^*^-+-  etc.  ce  développement  est  aussi  naturel  à  admettre 
que  tout  autre.  Il  est  facile  d'ailleurs,  par  le  procédé  du  n"*  16  du 
troisième  livre,  de  donner  cette  forme  à  toute  fonction  rationnelle 
et  entière  des  coordonnées  orthogonales.  On  pourrait  aisément, 
par  l'analyse  de  ce  troisième  livre,  obtenir  cette  forme  au  moyen 
d'intégrales  définies;  mais  comme  cela  ne  conduit  à  aucun  résultat 
utile,  nous  nous  abstiendrons  de  nous  en  occuper. 

On  aura  ainsi  égard  à  la  partie  de  l  de  l'équation  (2),  qui  est 
indépendante  des  fonctions  périodiques  du  temps,  et  que  nous 
avons  exprimée  par  Y'^'^ -+- Y'^*^ -1-  etc.  On  a  vu  qu'il  en  résulte 
dans  la  température  finale  la  chaleur 

Y'c)  -i-  - . h  — . 4-  etc. 

a  1  a'  2 
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Il  est  facile  d'en  conclure,  par  Tanalyse  précédente,  que  si  Ion 
forme  la  quantité 

c        .  ^./o'w  dr.  rU'" ^   •     ■  J 

fW'ydr 

w''  n'étant  point  nul,  et  les  intégrales  étant  prises  depuis  r  nul 
jusqu'à  r  égal  au  rayon  a  de  la  sphère;  si  l'on  désigne  ensuite 
par  Q^'^  la  somme  de  toutes  les  quantités  correspondantes  à  5=0, 
s  =  i,  etc.  jusqu'à  s=  infini,  l'expression  de  la  chaleur  V,  après 
un  temps  quelconque,  sera  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de 

correspondantes  à  i-:=o,  /=i,  etc.  jusqu'à  i  infini. 

J'ose  espérer  que  les  géomètres  verront  avec  quelque  inlérêt 
cette  nouvelle  application  de  l'analyse  par  laquelle  j'ai  déterminé 
la  figure  des  corps  célestes  et  la  loi  de  la  pesanteur  à  leur  surface. 

10.  Je  vais  maintenant  considérer  la  diminution  de  la  durée 
du  jour,  due  au  refroidissement  de  la  terre  :  pour  cela,  je  suppo- 
serai que  la  densité  des  couches  terrestres  croît  de  la  surface  au 
centre,  et  que  cependant  leurs  propriétés,  pour  contenir  et  pour 
émettre  la  chaleur,  sont  les  mêmes  que  si  elles  étaient  homogènes, 
en  sorte  que  l'expression  précédente  de  V  leur  soit  applicable. 
Je  supposerai  de  plus  ces  couches  fluides,  ou  du  moins  assez 
molles  pour  qu'elles  prennent  sans  résistance  la  figure  que  la 
compression  tend  à  leur  donner.  La  masse  de  la  couche  dont  p 
est  la  densité,  dont  r  est  le  rayon  et  dr  l'épaisseur  à  l'origine  du 
temps  t,  est  proportionnelle  k  pfdr.  Après  le  temps  f,  elle  sera 
proportionnelle  à 

(p-f-Sp).(^-■~S^)^rf(^-4-eJ^), 
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]a  caractéristique  h  servant  à  exprimer  les  variations  relatives  au 
temps.  En  égalant  ces  deux  expressions  de  la  masse  de  la  couche, 
ef  négligeant  le  carré  de  â,  on  aura 

Pour  avoir  la  valeur  de  âp,  je  supposerai  que  pour  un  degré  cen- 
tigrade de  diminution  dans  la  température,  pris  pour  unité  de 
température,  la  densité  p  de  la  couche  augmente  de  ip,  i  étant 
une  très-petite  fraction,  que  je  supposerai  la  même  à  toutes  les 
températures  et  pour  toutes  les  couches  terrestres.  En  exprimant 
par  ^V  la  diminution  de  la  chaleur  de  la  couche  après  le  temps  t, 
on  aura 

on  aura  donc 

et  en  intégrant 

r*5r==— i./SV.r^/r. 

Maintenant,  si  Ton  désigne  par  ^  la  vitesse  angulaire  de  rota- 
tion de  la  terre  à  Torigine  du  temps,  la  somme  des  aires  décrites 
par  toutes  ses  molécules,  pendant  une  unité  de  temps,  sera  pro- 
portionnelle à  (^fpr'dr;  sa  variation  sera  donc  proportionnelle  à 
la  variation 

^(pjpî^dr-^  (p.fSp.  r'dr-^-  k<pfpr^^  ^r.  dr-r  (pfpr'd.Sr. 

En  substituant  pour  5r  et  dhr  leurs  valeurs  tirées  des  équations 
précédentes,  cette  variation  devient 

S<p.fpr'dr  -    2i(^.f{prdr..fê\.r'dr) 
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En  égalant  à  zéro  cette  fonction,  en  vertu  du  principe  de  l'égalité 
des  aires,  on  aura 

S^_'2  i.f{prdr.fS\.r^dr)  .  . 

(p   ~  fpr^dr  •  V^^ 

J'adopterai  pour  p  l'expression  la  plus  simple  d'une  densité 
variable,  celle  d'une  densité  croissante  en  progression  arithmé- 
tique, ce  qui  donne 


p=z(p).^i-f-e— ^j, 


e  étant  une  constante  et  (p)  étant  la  densité  à  la  surface.  On  a, 
par  ce  qui  précède, 

,v=i^.[._r-('-^)'].si„.,.^.(.-A). 

ou,  à  fort  peu  près, 

8\z=L—.t.sin.-'jf.{i ^V 

kr  a       \         af) 

On  a  ensuite,  en  intégrant  depuis  r  nul  jusqu'à  rz=a, 

ifiprdrpV.r'dr)  =  [i-he)  (p)a'./5V.  r*dr 
-(n-e;(p).  /SV.r'ir 

On  a  généralement,  à  fort  peu  près. 


/r'dr     '      r      /         i\      *  /        5.5—1      5.5—1.5—2.5—3  \ 

—  .sm.-.ir^i-^j=-.^i-.-^4- etcj; 


13. 
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cela  posé,  la  formule  (5)  devient 


-(-^■)l. 


S^ lo.ihf.t 

ainsi  la  valeur  de  -^  est  plus  petite  que  dans  le  cas  de  e  nul,  ou 

d'une  densité  constante. 

Essayons  présentement  de  déterminer  les  constantes  de  cette 
valeur  :  en  prenant  un  milieu  entre  les  résultats  des  observations 
thermométriques  faites  dans  un  grand  nombre  de  mines  pro- 
fondes, je  trouve  que  la  température  augmente  d'un  degré  cen- 
tésimal pour  32  mètres  de  profondeur;  ce  qui  donne,  en  faisant 
t  nul  à  l'époque  actuelle, 

J'ai  déterminé  la  valeur  de  k  au  moyen  de  la  diminution  de  la 
variation  annuelle  de  la  chaleur,  à  mesure  que  l'on  pénètre  dans 
la  première  couche  terrestre,  phénomène  dont  M.  Fourier  a  établi 
les  lois,  et  dont  on  a  ainsi  l'expression  la  plus  simple.  Pour  cela, 
je  représente  la  variation  de  l'action  de  la  chaleur  solaire  à  la 
surface  par  ê.sin.mf,  mt  étant  la  longitude  moyenne  du  soleil. 
En  nommant  donc  z  la  distance  d'un  point  intérieur  de  la  terre 
à  sa  surface,  l'équation  (i)  donnera,  en  observant  que  z  est  très- 
petit  par  rapport  au  rayon  a, 

(ddy\     ,(dr\ 

V  étant  la  partie  de  la  chaleur,  due  au  terme  précédent  de  l'ac- 
tion solaire.  L'équation  (2)  à  la  surface  donne 


(s^')=/v-/«- -"-»'■ 
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On  satisfait  à  ces  deux  équations  par  les  deux  suivantes  : 

\=- .c         *       .sin.{mt—z.\/ 7  1, 

/T^  \  V   2         / 

tang.e^     ^    ^ . 

^         I  km 

Pour  avoir  la  valeur  de  km,  j'ai  fait  usage  des  expériences  de 
M.  de  Saussure,  que  ce  savant  a  consignées  dans  le  n*"  1422  de 
son  Voyage  dans  les  Alpes.  11  résulte  de  ces  expériences  qu  à  la 
profondeur  de  g^^'^G  le  coefficient  de  la  variation  annuelle  est 
réduit  au  douzième  environ  de  sa  valeur  à  la  surface,  ce  qui 
donne 


\2 


et 


,      /logarithme  hyperboliquo  de  1  aV 


La  valeur  précédente  de  -^  devient  ainsi 


('-^)! 


^  _     \o.i.mt      (g^^G)*  ( 

(f>  32"**. a. w*  ■^.(log.  hyp.  12)*'  i+T^      ~~' 

Pour  une  année,  mt  est  à  fort  peu  près  égal  à  2ir.  Dans  la  sup- 
position de  la  terre  homogène,  où  e  est  nul,  en  évaluant  a  en 
mètres  et  en  supposant  i  égal  à  o,oooo3,  on  aura,  après  un 
intervalle  de  mille  ans, 

S^ _j_ 

(p  -^  474' 


I 
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ce  qui  donne,  en  secondes  centésimales,  la  variation  de  la  durée 

du  jour,  en  deux  mille  ans,  égale  à  7^. 

On  a  vu  précédemment  que  pour  satisfaire  à  Tensenible  des 
phénomènes,  e  ne  doit  pas  être  supposé  nul,  mais  qu*il  est  à  ibrt 
peu  près  égal  à  2,3^9;  alors  la  variation  de  la  durée  du  jour 

est  moindre  que  la  précédente  et  égale  à  — — . 

Je  reprends  Téquation 

h  exprime  la  température  que  le  terme  dépendant  de  la  chaleur 
propre  de  la  terre  ajoute  à  la  température  de  sa  surface.  Cet 
accroissement  de  température  est  donc 

h 


Pour  déterminer  /,  j'observe  que  le  maximum  de  la  chaleur 
annuelle  n'a  lieu  qu'après  le  solstice  d'été.  A  l'époque  de  ce  mcuri- 
mumy  on  a 

sin.  [mt  —  6)  --- 1; 
ce  qui  donne 

mt=-  -hd. 

'2 

L'ensemble  des  observations  thermomé triques  faites  chaque 
jour  à  Paris,  pendant  quinze  années  consécutives,  donne  à  fort 
peu  près 

tang.0=rro,6. 
L'équation 
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donnera  donc 

,.       2       I  km 

Substituant  pour  y  /  —  sa  valeur,      -',tV>.     ,  on  aura  pour  / 
une  valeur  qui  donne 

A—    '" 


LIVRE   DOUZIÈME. 

DE  L'ATTRACTION  ET  DE  LA  REPULSION  DES  SPHERES,  ET    DBS    LOIS 
DE  L'ÉQUILIBRE  ET  DU  MOUVEMENT  DES  FLUIDES  ELASTIQUES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

NOTICE  HISTORIQUE  DES  RECHERCHES  DES  GÉOMÈTRES  SUR  CET  OBJET. 


1 .  Newton  considéra  le  premier  rallractlon  des  corps  sphé- 
riques.  Il  démontra  dans  son  ouvrage  des  Principes  mathéma- 
tiques de  la  Philosophie  naturelle,  publié  en  1687,  ces  deux 
propriétés  remarquables  de  la  loi  d'attraction  réciproque  au  carré 
de  la  distance;  Tune,  que  la  sphère  attire  un  point  situé  au  dehors, 
comme  si  toute  sa  masse  était  réunie  à  son  centre;  l'autre,  qu'un 
point  situé  au  dedans  d'une  couche  spliérique,  et  même  d'une 
couclie  elliptique  dont  la  surface  intérieure  est  semblable  à  la 
surface  extérieure,  et  semblablement  située,  est  également  attiré 
de  toutes  parts,  ou  ne  reçoit  aucun  mouvement  des  attractions 
qu'il  éprouve.  Il  paraît,  par  une  lettre  de  Newton  à  Halley,  que 
ce  fut  en  i685  qu'il  découvrit  ces  propriétés.  Ses  premières 
réflexions  sur  le  système  du  monde  remontent  à  l'année  1666. 
En  étendant  jusqu'à  la  lune  la  pesanteur  terrestre,  et  en  la  sup- 
posant diminuée,  à  cette  distance,  dans  le  rapport  du  carré  du 
rayon  de  l'orbe  lunaire  au  carré  du  rayon  de  la  terre,  il  la  com- 
para avec  la  force  centrifuge  du  mouvement  de  la  lune;  mais, 
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trompé  par  une  fausse  mesure  du  degré  terrestre,  il  trouva  ces 
deux  forces  inégales,  et  il  en  conclut  que  d'autres  forces  devaient 
se  joindre  à  la  pesanteur  pour  retenir  la  lune  dans  son  orbite.  En 
considérant  la  pesanteur  comme  la  résultante  des  attractions  de 
toutes  les  molécules  de  la  terre,  il  pouvait  soupçonner  que  la  loi 
d'attraction  réciproque  au  carré  de  la  distance,  quoique  vraie  à 
très-peu  près,  à  une  distance  aussi  considérable  que  celle  de  la 
lune,  était  modifiée  à  la  petite  distance  des  points  de  la  surface 
de  la  terre  à  son  centre;  et  c'est  ce  qui  a  lieu,  en  effet,  pour 
d'autres  lois  d'attraction.  Mais  on  ne  voit  pas  que  Newton  ait  fait 
cette  réflexion,  et  ce  n'est  que  vers  i685  qu'il  s'occupa  de  la 
pesanteur  à  la  surface  et  dans  l'intérieur  de  la  terre.  Il  fit  voir 
qu'au-dessus  de  la  surface  elle  suit  la  loi  inverse  du  carré  de  la 
distance,  mais  que,  loin  de  suivre  cette  loi  dans  l'intérieur  de  la 
terre,  comme  on  le  supposait,  elle  diminue  à  mesure  que  l'on 
approche  du  centre,  où  elle  devient  nulle. 

J'ai  fait  voir,  dans  le  second  livre,  que  parmi  toutes  les  lois 
d'attraction  décroissante  à  l'infini  par  la  distance,  la  loi  de  la 
nature  est  la  seule  qui  jouisse  des  deux  propriétés  que  Newton  lui 
a  reconnues  :  dans  toute  autre  loi  l'attraction  des  sphères  est 
modifiée  par  leurs  dimensions.  Pour  déterminer  ces  modifica- 
tions, je  suis  parti  des  formules  que  j'ai  données  dans  le  livre 
cité,  sur  l'attraction  des  couches  sphériques.  J'en  ai  déduit  sous 
une  forme  très-simple  les  expressions  générales  de  l'attraction  des 
sphères  sur  des  points  placés  au  dedans  ou  au  dehors,  et  les  unes 
sur  les  autres.  La  comparaison  de  ces  expressions  conduit  à  ce 
théorème,  qui  donne  l'attraction  d'une  sphère  sur  les  points  inté- 
rieurs lorsqu'on  a  son  attraction  sur  les  points  situés  au  dehors, 
et  réciproquement,  quelle  que  soit  la  loi  de  l'attraction  : 

«  Si  l'on  imagine  dans  l'intérieur  d'une  sphère  une  petite 
«  sphère  qui  lui  soit  concentrique,  l'attraction  de  la  grande  sphère 
«  sur  un  point  placé  à  la  surface  de  la  petite  est  à  l'attraction  de 
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«la  petite  sphère  sur  un  point  placé  à  la  surface  de  la  grande, 
«  comme  la  grande  surface  est  à  la  petite  surface.  Ainsi  les  actions 
ce  de  chacune  des  sphères  sur  la  surface  entière  de  Tautre  sont 
«  égales.  » 

Les  mêmes  expressions  s  appliquent  évidemment  aux  sphères 
dont  les  molécules  se  repoussent  et  sont  contenues  par  des  enve- 
loppes. Newton  a  supposé  entre  les  molécules  d*air  une  force 
répulsive  réciproque  à  leur  distance.  Mais,  en  appliquant  à  ce 
cas  mes  formules,  je  trouve  que  la  pression  à  l'intérieur  et  à  la 
surface  suit  une  loi  bien  différente  de  la  loi  générale  des  fluides 
élastiques,  suivant  laquelle  la  pression,  à  températures  égales, 
est  proportionnelle  à  la  densité.  Aussi  Newton  n  admet-il  la  répul- 
sion qu'une  molécule  doit  exercer  ainsi  sur  les  autres  que  dans 
une  très -petite  étendue;  mais  l'explication  qu'il  donne  de  ce 
défaut  de  continuité  est  bien  peu  satisfaisante.  Il  faut  sans  doute 
admettre  entre  les  molécules  de  l'air  une  loi  de  répulsion  qui  ne 
soit  sensible  qu'à  des  distances  imperceptibles.  La  difficulté  con- 
siste à  déduire  de  ce  genre  de  forces  les  lois  générales  que  pré- 
sentent les  fluides  élastiques.  Je  crois  y  être  parvenu  en  appli- 
quant à  cet  objet  les  formules  dont  je  viens  de  parier. 

Je  suppose  que  les  molécules  des  gaz  sont  à  une  distance  telle 
que  leur  attraction  mutuelle  soit  insensible:  ce  qui  me  paraît  être 
la  propriété  caractéristique  de  ces  fluides,  et  même  des  vapeurs, 
de  celles  du  moins  qu'une  légère  compression  ne  réduit  point,  en 
partie,  à  l'état  liquide.  Je  suppose  ensuite  que  ces  molécules 
retiennent  par  leur  attraction  le  calorique,  et  que  leur  répulsion 
mutuelle  est  due  à  la  répulsion  des  molécules  du  calorique,  répul- 
sion évidemment  indiquée  par  l'accroissement  du  ressort  des  gaz 
quand  leur  température  augmente.  Je  suppose  enfin  que  cette 
répulsion  n'est  sensible  qu'à  des  distances  imperceptibles.  Je  fais 
voir  que  dans  ces  suppositions,  la  pression  dans  l'intérieur  et  à 
la  surface  d'une  sphère  formée  d'un  pareil  fluide  est  égale  au 
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produit  du  carré  du  nombre  de  ses  molécules  contenues  dans 
un  espace  donné,  pris  pour  unité,  par  exemple,  d'un  litre, 
par  le  carré  du  calorique  renfermé  dans  une  quelconque  de 
ces  molécules,  et  par  un  facteur  constant.  Ce  résultat  étant  in- 
dépendant du  rayon  de  la  sphère,  il  est  facile  d'en  conclure 
qu'il  a  lieu ,  quelle  que  soit  la  figure  de  l'enveloppe  qui  contient 
le  gaz. 

J'imagine  ensuite  l'espace  pris  pour  unité,  à  une  température 
donnée,  et  contenant  un  gaz  à  la  même  température.  Il  est  clair 
qu'une  molécule  quelconque  de  ce  gaz  sera  atteinte  à  chaque 
instant  par  les  rayons  caloriques  émanés  des  corps  environnants. 
Elle  éteindra  une  partie  de  ces  rayons,  mais  il  faudra,  pour  le 
maintien  de  la  température,  qu'elle  remplace  ces  rayons  éteints 
par  son  rayonnement  propre.  La  molécule,  dans  tout  autre 
espace  à  la  même  température,  sera  atteinte  à  chaque  instant  par 
la  même  quantité  de  rayons  caloriques  :  elle  en  éteindra  la  même 
partie  qu'elle  remplacera  par  son  rayonnement.  Cette  quantité  est 
donc  une  fonction  de  la  température  indépendante  de  la  nature 
des  corps  environnants,  et  l'extinction  sera  le  produit  de  cette 
fonction  par  une  constante  dépendante  de  la  nature  de  la  molé- 
cule ou  du  gaz.  J'observerai  ici  que  la  quantité  de  rayons  calo- 
riques émanés  des  corps  environnants  et  qui  forme  la  chaleur 
de  l'espace  est,  à  cause  de  l'extrême  vitesse  que  l'on  doit  suppo- 
ser à  ces  rayons,  une  partie  insensible  de  la  chaleur  contenue 
dans  les  corps,  comme  on  l'a  reconnu  d'ailleurs  parles  expériences 
faites  pour  condenser  cette  chaleur.  Maintenant  j'observe  que 
chaque  molécule  du  gaz  étant  supposée  retenir  par  l'attraction 
son  calorique,  le  rayonnement  de  ce  calorique  ne  peut  être  dû 
qu'à  la  répulsion  du  calorique  des  molécules  qui  l'environnent. 
Quelle  que  soit  la  manière  dont  cette  répulsion  détache  des  par- 
celles du  calorique  de  la  molécule  et  la  fait  rayonner,  il  est  visible 
que  ce  rayonnement  sera  en  raison  composée  du  calorique  con- 

14. 
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tenu  dans  les  molécules  environnantes  et  du  calorique  propre  à 
la  molécule.  D'ailleurs  cette  raison  composée  est,  comme  on  le 
verra  dans  la  suite,  proportionnelle  à  la  pression  qu'éprouve  ce 
dernier  calorique,  pression  à  laquelle  il  est  naturel  de  supposer 
le  rayonnement  de  la  molécule  proportionnel  \  Le  calorique  con- 
tenu dans  les  molécules  environnantes  est  proportionnel  au  pro- 
duit du  calorique  de  chacune  d'elles  par  leur  nombre.  Ainsi  le 
rayonnement  d'une  molécule  du  gaz  est  proportionnel  au  produit 
du  nombre  des  molécules  de  ce  gaz  contenues  dans  l'espace  pris 
pour  unité,  par  le  carré  de  son  calorique.  En  égalant  ce  rayon- 
nement à  l'extinction  qui,  comme  on  vient  de  le  voir,  est  le  pro- 
duit d'une  constante,  par  la  fonction  de  température  dont  j'ai 
parlé,  on  voit  que  le  nombre  des  molécules  du  gaz  multiplié  par 
le  carré  du  calorique  d'une  quelconque  de  ces  molécules,  est  pro- 
portionnel à  cette  fonction.  Maintenant  si,  dans  l'expression  don- 
née ci-dessus  de  la  pression  du  gaz,  on  substitue  au  produit  du 
nombre  des  molécules  par  le  carré  du  calorique  propre  à  chaque 
molécule,  la  fonction  de  la  température  multipliée  par  un  facteur 
constant,  on  aura  cette  pression  proportionnelle  au  produit  de 
cette  fonction  par  le  nombre  des  molécules  de  gaz  renfermées 
dans  l'espace  pris  pour  unité. 

Cette  proportionnalité  donne  les  deux  lois  générales  des  gaz. 
On  voit  d'abord  que  la  température  restant  la  même,  la  pres- 
sion est  proportionnelle  au  nombre  des  molécules  du  gaz,  et 
par  conséquent  à  sa  densité;  ce  qui  est  la  loi  de  Mariote.  On 
voit  ensuite  que,  la  pression  restant  la  même,  ce  nombre  est  réci- 

*  Dans  un  état  d^immobilité  parfaite  des  molécules  du  gaz  supposées  sphériqueft,  les 
molécules  de  leur  calorique  seraient  pareillement  immobiles.  Mais  cet  état,  mathématique- 
ment possible,  me  paraît  aussi  impossible,  physiquement,  que  Téquilibre  d'une  aiguille 
verticale  appuyée  sur  sa  pointe  :  dans  un  fluide  aussi  mobile  qu'un  gaz,  la  plus  légère 
agitation  doit  troubler  Téquilibrc  des  molécules  et  de  leur  calorique.  Alors  des  parcellos  du 
calorique  de  chaque  molécule  ne  doivent-elles  pas  s'en  détacher  à  chaque  instant  ?  Lo  figure 
des  molécules  peut  encore  avoir  sur  leur  rayonnement  une  grande  influence. 
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proque  à  la  fonction  de  température  dont  il  s  agit,  fonction  qui, 
comme  on  Ta  vu,  est  indépendante  de  la  nature  du  gaz;  d'où 
il  résulte  la  belle  loi  que  MM.  Dalton  et  Gay-Lussac  nous  ont  fait 
connaître,  et  suivant  laquelle,  sous  la  même  pression,  le  même 
volume  des  divers  gaz  se  dilate  également  par  un  accroissement 
égal  de  température. 

On  peut  se  demander  ici  ce  que  Ion  doit  entendre  par  le  mot 
température.  Si  l'on  imagine  un  espace  vide  dont  l'enveloppe  soit 
partout  et  constamment  à  la  même  température,  tous  les  points 
de  la  surface  intérieure  de  cette  enveloppe  se  renverront  récipro- 
quement des  rayons  caloriques  qui  rempliront  l'espace  vide  d'un 
fluide  calorique  très-rare  et  mû  suivant  toutes  les  directions.  On 
prouve  facilement  que  la  densité  de  ce  calorique  est  la  même 
dans  tous  les  points  de  l'espace.  Cette  densité  croît  avec  la  tem- 
pérature de  l'enveloppe,  elle  est  la  fonction  de  température  dont 
nous  venons  de  parier.  Il  est  naturel  de  la  prendre  pour  la  tem- 
pérature elle-même,  dont  on  aura  ainsi  une  idée  claire  et  simple. 
Sous  une  pression  constante,  la  densité  d'un  gaz  étant,  comme 
on  l'a  vu,  réciproque  à  cette  fonction  de  la  température,  son 
volume  est  proportionnel  à  cette  fonction ,  et  par  conséquent  à  la 
densité  du  calorique  de  l'espace;  la  température  est  alors  repré- 
sentée par  ce  volume,  et  ses  variations  sont  représentées  par  les 
variations  du  volume  d'un  gaz  soumis  à  une  pression  constante. 
Le  thermomètre  à  air  devient  ainsi  le  vrai  thermomètre  qui  doit 
servir  de  module  aux  autres,  du  moins  dans  les  limites  de  pres- 
sion et  de  densité,  où  ce  fluide  obéit  très -sensiblement  aux  lois 
générales  des  fluides  élastiques. 

Un  corps  en  équilibre  de  température  dans  un  espace,  et  trans- 
porté dans  un  autre  espace  où  la  densité  du  calorique  est  la 
même,  y  conservera  la  même  température.  Si  le  nouvel  espace 
a  une  densité  difiîérente  de  calorique,  la  température  du  corps 
changera  jusqu'à  ce  que  le  calorique  qu'il  rayonne  soit  égal  au 
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calorique  qu  îl  absorbe.  En  général,  la  température  d'un  corps  est 
la  densité  du  calorique  de  Tespace  où  cette  égalité  a  lieu. 

Suivant  les  expériences  de  M.  Gay-Lussac,  si  Ton  prend  pour 
unité  le  volume  d'un  gaz  à  zéro  de  température  ou  à  la  tempéra- 
ture de  la  glace  fondante,  ce  volume  devient  i^SyS  à  la  tempé- 
rature de  100**,  ou  à  la  température  de  l'eau  bouillante  sous  la 
pression  barométrique  o",76.  La  densité  du  calorique  de  Tespace, 

à  zéro  de  température,  est  donc  représentée  par  — 5—^  ou  par 

266^.  '     ■ 

Chaque  molécule  d'un  corps  est  soumise  à  Taction  de  ces  trois 
forces  :  1**  l'attraction  des  molécules  environnantes;  2®  l'attraction 
du  calorique  des  mêmes  molécules,  plus  leur  attraction  sur  son 
calorique;  3°  la  répulsion  de  son  calorique  par  le  calorique  de 
ces  molécules.  Les  deux  premières  forces  tendent  à  rapprocher 
les  molécules  entre  elles,  la  troisième  tend  à  les  écarter.  Les  trois 
états,  solide,  liquide  et  gazeax,  dépendent  de  l'efficacité  respective 
de  ces  forces.  Dans  l'état  solide,  la  première  force  est  la  plus 
grande  :  l'influence  de  la  figure  des  molécules  est  très-considé- 
rable, et  elles  sont  unies  dans  le  sens  de  leur  plus  grande  attrac- 
tion. L'accroissement  du  calorique  diminue  cette  influence  en 
dilatant  les  corps;  et  lorsque  cet  accroissement  devient  tel  que 
cette  influence  soit  très-petite  ou  nulle,  la  seconde  force  prédo- 
mine et  le  corps  prend  l'état  liquide.  Les  molécules  intérieures 
sont  alors  mobiles  entre  elles;  mais  l'attraction  de  chaque  molé- 
cule par  les  molécules  qui  l'environnent  et  par  leur  calorique 
retient  leur  ensemble  dans  le  même  espace,  à  l'exception  des 
molécules  de  la  surface,  que  le  calorique  enlève  sous  la  forme  de 
vapeurs,  jusqu'à  ce  que  la  pression  de  ces  vapeurs  arrête  cet  effet. 
Enfin  quand,  par  un  nouvel  accroissement  du  calorique,  la  troi- 
sième force  l'emporte  sur  les  deux  autres,  toutes  les  molécules 
du  liquide,  à  l'intérieur  comme  à  la  surface,  s'écartent  entre  elles; 
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le  liquide  prend  subitement  un  volume  et  une  force  expansivc 
très-considérables,  et  il  se  dissiperait  en  vapeurs  s*il  n  était  pas 
fortement  contenu  par  les  parois  du  vase  ou  du  tube  qui  le  ren- 
ferme. C'est  à  cet  état  de  gaz  très-comprimé  que  M.  Cagniard- 
Latour  a  réduit  Teau,  Talcool,  Téther,  etc.  Dans  cet  état,  les  deux 
premières  forces  sont  encore  sensibles,  mais  la  densité  du  fluide 
ne  satisfait  point  à  la  loi  de  Mariote.  On  verra,  dans  la  suite,  que 
pour  y  satisfaire,  ainsi  qu  à  la  loi  de  MM,  Dalton  et  Gay-Lussac, 
il  est  nécessaire  que  le  fluide  soit  réduit  à  Tétat  aéiiforme,  dans 
lequel  la  troisième  force  devient  la  seule  sensible*.  Dans  cet  état, 
la  densité  du  gaz  contenu  dans  un  vase  est  partout  la  même, 
excepté  dans  les  points  très-voisins  des  parois,  à  une  distance 
égale  ou  plus  petite  que  le  rayon  de  la  sphère  d'activité  sensible 
des  forces  attractives  et  répulsives. 

On  doit  faire  ici  une  remarque  importante.  Les  phénomènes 
de  chaleur  que  présentent  les  passages  des  corps  de  l'état  solide 
à  l'état  liquide,  et  de  l'état  liquide  à  l'état  de  vapeurs,  ont  fait 
distinguer  dans  les  molécules  deux  espèces  de  chaleur  :  l'une 
libre,  ou  sensible  au  thermomètre;  l'autre  insensible  au  thermo- 
mètre, ou  latente.  Une  quantité  considérable  de  calorique  est 
absorbée  dans  ces  passages  et  devient  latente,  mais  elle  reparaît 
dans  le  retour  des  vapeurs  à  l'état  liquide,  et  de  l'état  liquide  à 
l'état  solide.  Le  calorique  absolu  d'un  corps  est  la  somme  de  son 
calorique  libre  et  de  son  calorique  latent.  C'est  uniquement  au 
calorique  libre  ou  qui  exerce  une  action  sur  le  thermomètre, 
qu'il  faut  attribuer  les  résultats  dont  j'ai  parlé.  On  sait  que  la 
température  des  gaz  augmente  par  leur  compression,  et  Ton  con- 

*  Ne  peul-OD  pas  admettre  avec  vraisemblance  que  le  calorique  des  molécules  aériennes 
exerce  sur  le  calorique  des  molécules  d*un  corps  réduit  en  parties  très-fines  une  force 
répulsive  d*autant  plus  grande ,  que  ces  molécules  se  rapprochent  plus  de  la  ténuité  des 
molécules  de  Tair,  ce  qui  doit  contribuer  à  soulever  ces  parties  et  à  les  retenir  pendant 
longtemps  dans  r atmosphère?  N'est-ce  pas  ainsi  que  les  vapeurs  vésiculaires,  qui  forment 
les  nuages,  s*y  maintiennent  suspendues? 
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çoît  que  cela  doit  être;  car  le  rayonnement  d'une  molécule  de 
gaz  étant,  comme  on  l'a  vu,  proportionnel  au  produit  de  la  den- 
sité du  gaz,  par  le  carré  du  calorique  libre  de  la  molécule,  ce 
rayonnement,  et  par  conséquent  la  température  de  l'espace  dans 
lequel  la  molécule  serait  en  équilibre  de  température,  doit  croître 
avec  cette  densité.  Mais  la  vitesse  observée  du  son,  et  les  expé- 
riences sur  le  calorique  abandonné  par  l'air  sous  diverses  pres- 
sions en  se  refroidissant,  indiquent  un  accroissement  de  calorique 
latent,  par  le  seul  eflPet  de  la  compression.  Il  faut  donc  ajouter 
aux  suppositions  que  nous  avons  faites  la  considération  de  la 
chaleur  latente.  En  modifiant  ainsi  les  hypothèses  d'après  Texpé- 
rience,  on  peut  découvrir  la  loi  générale  des  phénomènes  et  la 
soumettre  au  calcul. 

Dans  le  mélange  de  divers  gaz  qui  n'exercent  point  d'action 
d'affinité  les  uns  sur  les  autres,  leurs  molécules  finissent  par  être 
mêlées  de  manière  que  la  plus  petite  portion  du  mélange  renferme 
chacun  de  ces  gaz  dans  la  même  proportion  que  le  mélange  entier. 
Chaque  molécule  de  gaz  étant  suspendue  dans  l'espace  par  Fac- 
tion répulsive  du  calorique  des  molécules  environnantes  sur  son 
propre  calorique,  et  cette  action  étant  alors  égale  dans  tous  les 
sens,  elle  est  dans  un  état  stable  d'équilibre.  Je  donne  l'expression 
analytique  de  la  pression  que  le  gaz  composé  exerce  sur  les  parois 
de  l'espace  qui  le  contient,  et  celle  du  rayonnement  de  chaque 
molécule  de  gaz.  Il  en  résulte  qu'à  températures  égales  la  pression 
de  ce  mélange  est,  comme  pour  un  gaz  simple,  proportionnelle  à 
sa  densité.  Il  en  résulte  encore  que  l'accroissement  de  son  volume 
par  un  accroissement  de  température,  la  pression  restant  la  même, 
est  égala  celui  d'un  gaz  simple.  Enfin,  la  pression  que  le  mélange 
exerce  sur  les  parois  est,  à  températures  égales,  la  somme  des 
pressions  que  chacun  des  gaz  exercerait  séparément  s'il  existait 
seul  dans  le  même  espace.  On  peut  donc  concevoir  le  mélange 
comme  un  gaz  simple  dont  chaque  molécule  serait  un  groupe 
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infiniment  petit  de  molécules  des  divers  gaz,  mêlées  dans  la  même 
proportion  que  dans  le  mélange  total.  Cette  manière  de  consi- 
dérer le  mélange  dans  Tétat  d'équilibre  peut  encore  s'étendre  à 
l'état  de  mouvement. 

En  appliquant  les  considérations  précédentes  au  mouvement 
des  gaz,  je  donne  les  équations  diflPérentielles  de  ce  mouvement. 
Elles  diffèrent  essentiellement  des  formules  connues  en  ce  qu'elles 
contiennent  les  forces  qui  résultent  du  développement  de  la  cha- 
leur par  l'accroissement  de  densité  des  diverses  parties  des  gaz 
en  mouvement.  Ces  forces  n'ont  aucune  influence  sensible  sur 
les  mouvements  de  l'air  considéré  en  masse,  tels  que  ses  oscilla- 
tions produites  par  les  attractions  du  soleil  et  de  la  lune  sur 
l'atmosphère;  maïs  elles  ont  une  influence  considérable  sur  ses 
vibrations.  Dans  le  mélange  de  plusieurs  gaz,  les  molécules  d'un 
gaz  ne  sont  pas  assujetties  aux  mêmes  forces  que  les  molécules 
d'un  autre  gaz;  mais  ces  molécules  s'entraînent  mutuellement, 
comme  si  le  gaz  composé  était  formé  d'une  infinité  de  groupes 
dans  lesquels  les  molécules  des  gaz  seraient  en  même  proportion 
que  dans  le  mélange,  et  de  plus  liées  fixement  entre  elles.  Il 
arrive  ici  la  même  chose  que  pour  un  corps  solide  formé  de  subs- 
tances magnétiques  et  non  magnétiques  :  l'adhérence  mutuelle 
des  molécules  fait  que  les  molécules  non  magnétiques  sont  en- 
traînées par  l'action  d'un  aimant,  avec  les  molécules  magnétiques. 
On  a  vu  que  dans  le  mélange  des  gaz  les  molécules  de  chaque 
gaz  tendent,  par  la  répulsion  réciproque  de  leur  calorique,  à  se 
répandre  également  dans  toutes  les  parties  de  l'espace.  Cette  ten- 
dance d'un  ordre  de  forces  très-supérieur  à  celui  des  forces  qui 
font  vibrer  les  molécules  des  gaz  les  empêche  de  se  séparer  dans 
leurs  mouvements. 

L'application  la  plus  importante  que  l'on  ait  faite  des  équations 
du  mouvement  des  fluides  élastiques  est  relative  à  la  vitesse  du 
son  dans  l'atmosphère.  Newton  est  le  premier  qui  s'en  soit  occupé 

TOME   T.  15 
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dans  son  ouvrage  des  Principes  niathémaliques  de  la  philosophie 
naturelle:  sa  théorie,  quoique  imparfaite,  est  un  monument  de 
son  génie.  Il  considère  une  ligne  indéfinie  de  molécules  aériennes, 
et  en  la  supposant  primitivement  ébranlée  dans  une  petite  éten- 
due, il  détermine,  dans  une  hypothèse  particulière  d*ébranle- 
ment,  la  manière  dont  cet  ébranlement  se  propage,  et  le  temps 
qu  il  emploie  à  parvenir  à  une  distance  quelconque  de  son  origine; 
ce  qui  lui  donne  la  vitesse  horizontale  du  son  ou  lespace  quil 
parcourt  dans  une  seconde  sexagésimale,  espace  quil  trouve  égal 
à  la  racine  carrée  du  produit  du  double  de  la  hauteur  dont  la 
pesanteur  fait  tomber  les  corps,  dans  la  première  seconde;  par 
la  hauteur  d'une  colonne  d'air  qui  ferait  équilibre  à  la  colonne 
de  mercure  du  baromètre,  et  qui  aurait  partout  la  même  densité 
qu  au  bas  de  la  colonne.  Le  raisonnement  par  lequel  Newton 
établit  ce  théorème  a  paru  généralement  obscur  aux  géomètres. 
Quelques-uns  même  Tout  trouvé  inexact,  parce  qu'en  l'appliquant 
à  des  ébranlements  primitifs  physiquement  impossibles,  ils  sont 
parvenus  à  la  même  expression  de  la  vitesse.  Mais  Lagrange  a  fait 
voir  que  cela  tenait  aux  fonctions  arbitraires  introduites  par  l'in- 
tégration des  équations  aux  différences  partielles  du  mouvement 
de  l'air,  fonctions  d'une  telle  nature  qu'il  en  résulte  la  même 
expression  de  la  vitesse  du  son.  Ainsi  l'objection  faite  au  raison- 
nement de  Newton ,  loin  d'en  montrer  l'inexactitude ,  en  prouvait 
la  généralité.  Lagrange  est  le  premier  qui  ait  déduit  cette  expres- 
sion ,  des  équations  analytiques  aux  différences  partielles  de  ce 
mouvement.  Euler  et  lui  ont  étendu  leurs  recherches  au  caa  où 
l'air  a  trois  dimensions,  et  ils  ont  trouvé  que  la  vitesse  est  la 
même  que  dans  le  cas  d'une  seule  dimension.  J'ai  reconnu  que 
le  cas  où  Tair  n'aurait  que  deux  dimensions  donne  encore  la 
même  vitesse,  quoique  dans  ce  cas  l'intégration  des  équations 
différentielles  soit  impossible.  Mais  la  comparaison  de  la  formule 
newtonienne  de  la  vitesse  du  son,  avec  les  observations,  en  a 
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prouvé  rinexactitude.  La  difiFérence,  qui  s'élève  au  sixième  de  la 
vitesse  totale,  indique  évidemment  que  deux  forces  jusqu'alors 
ignorées  influent  sur  la  vîtesse  du  son.  Newton  et  les  géomètres 
qui  Font  suivi  attribuaient  cette  différence  aux  molécules  étran- 
gères que  l'air  tient  en  suspension.  Mais  il  est  facile  de  voir  que 
ces  molécules  elles-mêmes  entrent  en  vibration  comme  si  elles 
faisaient  partie  de  l'atmosphère.  Le  progrès  de  la  physique  et  de 
la  chimie  nous  a  fait  connaître  une  force  qui  se  développe  dans 
les  vibrations  des  gaz  et  qui  augmente  leur  ressort.  Cette  force 
est  la  chaleur,  et  j'ai  remarqué  le  premier,  qu'en  y  ayant  égard 
on  avait  l'explication  véritable  de  la  différence  observée.  M.  Poisson 
a  développé  ma  remarque  dans  un  savant  mémoire  sur  la  théorie 
du  son,  inséré  dans  le  Journal  de  l'Ecole  polytechnique.  Enfin  je 
suis  parvenu  au  théorème  suivant,  que  j'ai  publié  dans  les  Annales 
de  physique  et  de  chimie  de  l'année  1816: 

a  La  vitesse  du  son  est  égale  au  produit  de  la  vitesse  que  donne 
«la  formule  newtonienne,  par  la  racine  carrée  du  rapport  de  la 
«  chaleur  spécifique  de  Fair  sous  une  pression  constante,  à  sa  cha- 
«  leur  spécifique  sous  un  volume  constant.  » 

La  première  de  ces  deux  chaleurs  spécifiques  surpasse  la 
seconde  :  il  faut  employer  une  plus  grande  quantité  de  calorique 
pour  élever  d'un  degré  la  température  d'un  volume  d'air  lorsqu'il 
reste  soumis  à  la  même  pression  que  lorsqu'il  est  contenu  dans 
le  même  espace;  et  c'est  la  raison  pour  laquelle  il  développe  du 
calorique  par  le  seul  effet  de  la  compression.  Ainsi  le  rapport 
précédent  surpassant  l'unité,  il  augmente  la  vitesse  du  son  conclue 
de  la  formule  de  Newton.  Pour  déterminer  par  l'expérience  ce 
rapport,  il  faut  se  rapprocher  le  plus  qu'il  est  possible  de  ce  qui 
a  lieu  dans  les  vibrations  aériennes.  La  durée  de  la  vibration 
d'une  molécule  d'air  est  au-dessous  d'une  tierce  sexagésimale. 
Dans  ce  court  intervalle  le  calorique  absolu  de  la  molécule  peut 
être  supposé  constant,  car  il  ne  peut  se  perdre  que  par  le  rayon- 


15. 
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nement  de  la  molécule  ou  par  sa  communication  aux  molécules 
voisines;  et  pour  rendre  celle  perte  sensible,  il  faut  un  temps 
beaucoup  plus  long  qu'une  tierce.  MM.  Clément  et  Desormes  ont, 
les  premiers,  par  un  procédé  ingénieux,  imité  ce  qui  se  passe  à 
cet  égard  dans  les  vibrations  de  l'air.  Ensuite  MM.  Gay-Lussac  et 
Welter  ont  fait,  par  un  moyen  encore  plus  précis,  un  grand 
nombre  d'expériences  de  ce  genre,  qui  donnent  le  rapport  des 
deux  chaleurs  sj)écifiques  égal  à  i,375o.  Ainsi  le  produit  de  la 
formule  newtonienne  par  la  racine  carrée  de  ce  nombre  est  la 
vitesse  du  son. 

Pour  comparer  cette  vitesse  à  la  nature,  il  fallait  en  répéter 
l'expérience  d'une  manière  très-précise  et  en  ayant  égard  à  la 
pression  de  l'atmosphère,  à  sa  température  et  à  son  état  hygro- 
métrique; car  si  les  observations  précises  font  naître  les  théories, 
la  précision  des  théories  provoque  à  son  tour  la  précision  des 
observations.  L'expérience  faite  en  1788  par  les  académiciens 
français,  quoique  la  meilleure,  laissait  beaucoup  à  désirer  sous 
ces  rapports.  Le  Bureau  des  longitudes  a  bien  voulu,  sur  ma 
proposition,  répéter  cette  expérience,  dont  le  résultat  ne  diffère 
que  de  trois  mètres  de  celui  de  ma  formule. 

Les  nombreuses  expériences  de  MM.  Gay-Lussac  et  Welter 
s'étendent  depuis  la  température  de — 10°,  jusqu'à  celle  de  4o% 
et  depuis  la  pression  de  deux  atmosphères  jusqu'à  la  pression 
d'un  vingtième  de  l'atmosphère:  elles  donnent  le  rapport  des  deux 
chaleurs  spécifiques  de  l'air  à  très-peu  près  constant  dans  ces 
grands  intervalles.  Par  la  nature  de  ces  expériences,  le  rapport 
qu'elles  déterminent  est  toujours  un  peu  moindre  que  le  véritable, 
et  la  différence  doit  augmenter  quand  la  pression  diminue.  De 
nouvelles  expériences  feront  connaître  s'il  faut  attribuer  à  cela 
les  anomalies  observées.  Mais  si  la  constance  de  ce  rapport  n'est 
pas  rigoureuse,  elle  est  du  moins  fort  approchée,  et  l'on  peut 
l'adopter,  sans  erreur  sensible,  dans  les  calculs  sur  l'action  de  la 
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chaleur  de  Tair  et  des  gaz.  11  en  résulte  que  ma  formule  de  la 
vitesse  du  son  s'étend  à  toutes  les  élévations  au-dessus  du  niveau 
de  la  mer,  et  c  est  ce  que  confirme  l'expérience  de  cette  vitesse 
faîte  par  les  savants  français  et  espagnols  envoyés  au  Pérou 
en  1740,  pour  y  mesurer  un  degré  du  méridien.  Ils  ont  trouvé 
à  Quito,  élevé  de  2800  mètres  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  la 
vitesse  du  son  que  l'on  a  déterminée  à  ce  niveau. 

Si  l'on  suppose  le  rapport  des  deux  chaleurs  spécifiques  des 
gaz  rigoureusement  constant,  on  obtient  la  chaleur  absolue  de 
leurs  molécules  exprimée  par  une  fonction  arbitraire  dont  la 
forme  la  plus  simple  est  une  constante,  plus  une  autre  constante 
divisée  par  la  densité  du  gaz,  et  multipliée  par  sa  pression  élevée 
à  une  puissance  égale  au  rapport  de  la  chaleur  spécifique  de  ce 
gaz  sous  un  volume  constant,  à  sa  chaleur  spécifique  sous  une 
pression  constante.  Cette  expression  fort  simple  satisfait  à  très- 
peu  près  aux  diverses  expériences  que  Ton  a  faites  jusqu'à  présent 
sur  les  phénomènes  de  chaleur  des  gaz,  dans  leur  compression 
et  dans  leur  refroidissement,  et  des  vapeurs  en  passant  à  l'état 
liquide. 

Les  principes  précédents  appliqués  aux  atmosphères  donnent 
les  lois  de  leur  équilibre  et  de  leur  pression  aux  diverses  hau- 
teurs, ainsi  que  la  vitesse  du  son  dans  toutes  les  directions.  Les 
molécules  atmosphériques  sont  contenues  par  l'attraction  du  corps 
qu'elles  environnent.  Elles  s'étendent  au-dessus  de  sa  surface  jus- 
qu'à une  limite  qu'il  est  impossible  d'assigner,  et  qui  dépend  du 
poids  de  chaque  molécule,  de  la  force  répulsive  de  son  calorique, 
et  du  décroissement  de  la  température.  Mais  on  conçoit  facilement 
l'existence  de  cette  limite.  Si  l'on  considère  la  lumière  du  soleil 
comme  produite  par  les  vibrations  qu'il  excite  dans  une  atmos- 
phère qui  l'entoure,  mes  formules  donnent  sa  vitesse,  qui  n'est 
pas  un  sept-centième  de  celle  que  Ton  observe.  Il  faut  donc,  si 
la  lumière  consiste  dans  les  vibrations  d'un  fluide  éthéré,  que 
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ce  fluide  soit  comprimé  dans  les  espaces  célestes  par  des  forces 
bien  supérieures  à  celles  qui  retiennent  les  atmosphères.  Nous 
ne  voyons  rien  dans  ces  espaces  qui  puisse  produire  une  sem- 
blable compression. 

Les  physiciens  qui  se  sont  occupés  avec  le  plus  de  succès  de 
la  théorie  de  la  chaleur  ont  admis  l'émission  du  calorique  par 
les  molécules  des  corps.  Us  ont  expliqué  par  là,  d'une  manière 
heureuse,  l'égalité  de  température  dans  tous  les  points  d*un  espace 
dont  toutes  les  parties  de  l'enveloppe  sont  à  la  même  tempéra- 
ture, et  la  réflexion   du  froid  par  les  miroirs  concaves.  Us  ont 
déterminé  les  lois  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  les  corps 
solides.  Les  phénomènes  les  ont  conduits  à  distinguer  deux  espèces 
de  chaleur,  l'une  libre  et  l'autre  latente.  La  théorie  précédente 
ajoute  à  ces  suppositions  celle  du  calorique  retenu  dans  chaque 
molécule  par  l'attraction  de  cette  molécule,  et  celle  de  la  répul- 
sion de  ce  calorique  par  le  calorique  des  molécules  environnantes. 
Ces  deux  suppositions  me  paraissent  évidemment  indiquées  par 
la  force  répulsive  des  gaz  et  par  l'augmentation  que  cette  force 
reçoit  d'un  accroissement  de  température.  Ma  théorie  étend  aux 
molécules  des  gaz  le  rayonnement  admis  par  les  physiciens.  Mais 
pour  satisfaire  aux  lois  de  Mariote  et  de  MM.  Dalton  et  Gay- 
Lussac,  ce  rayonnement  doit  être  proportionnel  à  la  compression 
que  le  calorique  libre  d'une  molécule  de  gaz  éprouve  de  la  force 
répulsive  du  calorique  libre  des  molécules  qui  l'environnent.  Il 
paraît  donc  naturel  d'admettre,  conlbrmément  à  ma  théorie,  cette 
force  répulsive  comme  la  cause  du  rayonnement  des  molécules 
des  corps.  Au  moyen  de  ces  suppositions,  les  phénomènes  de 
l'expansion  de  la  chaleur  et  des  vibrations  des  gaz  sont  ramenés 
à  des  forces  attractives  et  répulsives  qui  ne  sont  sensibles  qu'à  des 
distances  imperceptibles.  Dans  ma  théorie  de  l'action  capillaire, 
j'ai  ramené  à  de  semblables  forces  les  eflets  de  la  capillarité.  Tous 
les  phénomènes  terrestres  dépendent  de  ce  genre  de  forces  comme 
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les  phénomènes  célestes  dépendent  de  la  gravitation  universelle. 
Leur  considération  me  paraît  devoir  être  maintenant  le  principal 
objet  de  la  philosophie  mathématique.  Il  me  semble  même  utile 
de  l'introduire  dans  les  démonstrations  de  la  mécanique,  en  aban- 
donnant les  considérations  abstraites  de  lignes  sans  masse,  flexibles 
ou  inflexibles,  et  de  corps  parfaitement  durs.  Quelques  essais 
m'ont  fait  voir  qu'en  se  rapprochant  ainsi  de  la  nature,  on  pou- 
vait donner  à  ces  démonstrations  autant  de  simplicité  et  beaucoup 
plus  de  clarté  que  par  les  méthodes  usitées  jusqu'à  ce  jour. 
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CHAPITRE  II. 

SUR  L'ATTRACTION  DES  SPHÈRES,  ET  SIR  LA  REPULSION  DES  FLUIDES 

ÉLASTIQUES. 

2.  Newion  a  démontré  ces  doux  propriétés  remarquables  de  la 
ioi  d'altraction  réciproque  au  carré  de  la  distance  :  Tune,  que  la 
sphère  attire  un  point  situé  au  dehors,  comme  si  toute  sa  masse 
était  réunie  à  son  centre;  Tautrc,  qu'un  point  situé  au  dedans 
d'une  couche  spliérique  ne  reçoit  de  son  attraction  aucun  mou- 
vement. J'ai  fait  voir,  dans  le  second  livre,  que  parmi  toutes  les 
lois  d'attraction  décroissante  à  l'infini  par  la  distance ,  la  loi  de 
la  nature  est  la  seule  qui  jouisse  de  ces  propriétés  :  dans  toute 
autre  loi  d'attraction,  l'action  des  sphères  est  modifiée  par  leurs 
dimensions.  Pour  déterminer  ces  modifications,  je  partirai  des 
formules  que  j'ai  données  dans  le  n°  12  du  second  livre,  en 
conservant  les  mêmes  dénominations.  J'ai  trouvé  Tattraction 
d'une  couche  sjohérique  dont  u  est  le  rayon,  et  r  est  la  distance 
d'un  point  extérieur  à  son  centre,  égale  à  la  diiïérentielle  prise 
par  rapport  à  r,  et  divisée  par  dr  de  la  fonction 


'ÀTTU 


^{r-^n) ^(/— u). 


Dans  cette  fonction,  ir  est  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre, \f/  (r)  est  frdr.  Ç> ^[r) ,  et  (p^(r)  est  fdr.  ^(r),  (p[r)  exprimant 
la  loi  de  l'attraction.  Enfin  l'attraction  de  la  couche  est  supposée 
dirigée  vers  son  centre. 

Désignons  fdr.y\/[r)  par  '^,{r),  fdr.'^^r)  par  >|^^(r),  et  ainsi  de 
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suite.  La  fonction  précédente  multipliée  par  du,  et  intégrée  depuis 
u=zo  jusqu'à  a=R,  R  étant  le  rayon  de  la  sphère,  devient 

ou 


27r.R'      d 

r       dR 


4>,.(r+R)-^,(r-R)) 


R 


La  différentielle  de  cette  fonction ,  prise  par  rapport  à  r  et  divi- 
sée par  dr,  donne  pour  l'attraction  d'une  sphère  de  la  densité  p 

Si  Ton  suppose  la  loi  d'attraction  ^  (r)  égale  à  r-'-*,  cette  for- 
mule devient,  en  désignant  par  M  la  masse  de  la  sphère, 

3M  ((r+R)^H^-R)3 -«^(3-a)[(r-fR)'-«+(r-R)>-«].R r]       ,^. 


9.r*h 


(i  +  a).(l-a).(3-a) 


Si  le  point  attiré  est  à  la  surface,  on  a  r=R,  et  cette  fonction 
devient 

M.'j^«.R"-^^« 

{.-a).(i~|«)- 

A  une  grande  distance  r,  la  même  fonction  devient  M.r-^-*;  ce 
nest  donc  que  dans  les  deux  cas  de  a=o  et  de  a  =  —  3,  que 
l'attraction  à  la  surface  de  la  sphère  est  à  l'attraction  à  une  grande 
distance,  dans  le  rapport  donné  par  la  loi  de  l'attraction,  c'est-à- 
dire  dans  le  rapport  de  R*"^"*  à  r"^"-«. 

Lorsque  Newton  voulut  reconnaître  l'identité  de  la  force  qui 
retient  la  lune  dans  son  orhite  avec  la  pesanteur,  il  supposa  que 
la  pesanteur  d'un  corps  qui  s'élève  successivement  de  la  surface 

TOME   V.  16 
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de  la  terre  diminue  suivant  le  rapport  des  distances  donné  par  la  loi 
d'attraction  de  la  nature.  L'exactitude  de  celte  supposition ,  que 
ce  grand  géomètre  a  démontrée  depuis,  lui  aurait  fait  voir  cette 
identité  s'il  n'avait  pas  employé  une  mesure  fautive  de  la  terre. 

Dans  le  cas  de  a=^  — i ,  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 
la  formule  (B)  deviennent  nuls,  et  l'on  trouve,  par  les  méthodes 
connues,  que  celte  formule  devient 

SrW^"^^^'   ■     iG.r^R^^  "^  ^ ^^ë-^^r+RJ- 

Considérons  présentement  ratlraction  d'une  couche  spliérique 
sur  un  point  placé  au  dedans,  à  la  distance  r  de  son  centre,  R 
et  r  étant  les  rayons  des  surfaces  extérieure  et  intérieure  de  la 
couche.  L'attraction  d'une  couche  dont  u  est  le  rayon,  du  l'épais- 
seur et  p  la  densité,  est,  par  le  n"  12  du  second  livre, 

2%.pudu.-r-\  — ^ ^ ^ ^  . 

*  ar  {  r  \ 

Il  faut  intégrer  cette  quantité  depuis  a  =  r  jusqu'à  u:^- R.  On 
trouvera,  par  l'analyse  précédente,  que  cette  intégrale  est 


2ir^R'    ^^    (f,(R+r)-^„(R-r) 


,,    dd    ht  (r+r)—4i  Ir—r)] 
•^      ardr  rr 


(C) 


En  comparant  cette  formule  à  la  formule  (A),  on  voit  que  l'at- 
traction de  la  couche  sphérique  sur  le  point  intérieur  est  la  dif- 
férence des  produits  des  attractions  de  la  sphère  intérieure  dont 
le  rayon  est  r,  sur  deux  points  placés  aux  surfaces  extérieui^  et 

intérieure  de  la  couche,  multipliées  respectivement  par  —  et 

r'* 

—  ;  ce  qui  donne  l'attraction  de  la  couche  sur  un  point  intérieur. 


LIVRE  DOUZIEME.  123 

lorsque  Foq  a  rattraclion  de  la  sphère  sur  les  points  extérieurs. 
Si  Ton  suppose  le  point  attiré  à  la  surface  intérieure  de  la 
couche,  r  devient  r:  en  ajoutant  à  la  formule  (C)  l'attraction  de 
la  sphère  dont  le  rayon  est  r,  sur  un  point  placé  à  sa  surface,  la 
formule  (C)  deviendra 


c'est  l'expression  de  l'attraction  de  la  sphère  dont  le  rayon  est  R, 
sur  un  point  de  son  intérieur  placé  à  la  distance  rdu  centre.  La 
comparaison  de  cette  formule  avec  la  formule  (A)  donne  le  théo- 
rème suivant  : 

«  L'attraction  d'une  sphère  sur  un  point  de  la  surface  d'une 
«  petite  sphère  intérieure  concentrique  à  la  première  est  à  l'at- 
«  traction  de  la  petite  sphère  sur  un  point  de  la  surface  de  la 
«  grande,  comme  la  grande  surface  est  à  la  petite.  » 

De  là  il  suit  que  l'attraction  entière  d'une  sphère  sur  la  surface 
de  l'autre  est  la  même  pour  chacune  d'elles. 

Je  vais  maintenant  considérer  l'attraction  mutuelle  de  deux 
sphères  l'une  sur  l'autre.  Soient  R  et  R'  leurs  rayons,  p  et  p  leurs 
densités,  et  r  la  distance  de  leurs  centres.  On  peut  considérer  la 
première  sphère  comme  si  sa  masse  était  réunie  à  son  centre  et 
attirait  les  points  extérieurs  suivant  une  loi  d'attraction  expri- 
mée par  la  formule  (A).  En  vertu  de  l'égalité  de  l'action  à  la 
réaction,  un  point  attire  une  sphère  comme  il  en  est  attiré;  ainsi, 
pour  avoir  l'action  de  la  seconde  sphère  sur  la  première,  il  faut 
supposer  la  loi  d'attraction  exprimée  par  la  fonction  (A).  En 
désignant  donc  cette  fonction  par  '^  (r),  on  aura 

'0  r^^_  ^^PR^     d  (4.^(R+r)^^^(r-R) 

10. 
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ce  qui  donne  frdr.'<p^{r),  que  nous  désignerons  par'>^  (r),  égala 


^^P^'dR}  R 


Si  Ton  substitue  cette  valeur  de  ^f^(r)  au  Heu  de  '^{r)  dans  la 
formule  (A),  cette  formule  donnera  pour  l'attraction  de  la  se- 
conde sphère  sur  la  première, 

Air»  pp  IV  nv— iL_  i^  ^.(r-R+lV)+>^.(r^R-^R-)  (,        .     . 

ce  sera  aussi  l'attraction  de  la  première  sphère  sur  la  seconde; 
c  est-à-dirc  que  l'on  peut  supposer  les  deux  sphères  réunies  res- 
pectivement à  leurs  centres,  et  agissant  Tune  sur  l'autre  suivant 
une  loi  d'attraction  exprimée  par  la  fonction  (E) ,  divisée  par  le 
produit  des  masses  ou  par 

9        '  ^ 

Dans  les  sept  intégrations  qui  déterminent  ^^^^(0'  ^^  "®  ^oî* 
point  s'inquiéter  de  l'origine  de  chaque  intégrale.  Cette  origine 
peut  être  diiTérente  à  chaque  intégration  sans  qu'il  en  résulte 
aucun  changement  dans  la  formule  (E).  En  effet,  un  changement 
arbitraire  d'origine  à  chaque  intégration  introduit  dans  la  fonc- 
tion >|^^(r)  dérivée  de  9(0»  ^^  fonction 

A  .  r'-4-A^'^  r^-f-A^»'.  r^-f-A^-'^  r'-h\^'K  r'-{-A^'h^V'\ 

A,  A^'\  etc.  étant  des  constantes  arbitraires;  et  il  est  facile  de  voir 
que  cette  fonction  substituée  pour  >|^r(^)  dans  la  formule  (E)  la 
rend  identiquement  nulle. 
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Si  l'on  suppose  <p[r)=—,  on  aura 
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et  la  formule  (E)  devient 


ff.r* 


1.2.3.4.5.6' 


c'est-à-dire  que  les  deux  sphères  s  attirent  comme  si  leurs  masses 
étaient  réunies  à  leurs  centres;  ce  qui  est  conforme  à  ce  que 
Newton  a  démontré. 

3.  Les  formules  précédentes  s'appliquent  évidemment  à  la 
répulsion  des  fluides  élastiques  contenus  dans  des  enveloppes 
sphériques,  pourvu  que  la  densité  du  fluide  soit  partout  la  même. 

Si  Ton  nomme  p  la  pression  du  fluide,  et  si  Ton  désigne  par 
(p  la  force  répulsive  d'une  sphère  fluide  dont  R  est  le  rayon  et  p 
la  densité,  sur  un  point  placé  à  la  distance  r  de  son  centre  et 
qui  éprouve  la  pression  p,  on  aura,  par  le  n**  17  du  premier  livre, 

dp  =  p.<pdr, 

dr  étant  l'élément  de  la  direction  de  la  force  répulsive  qui  agit 
en  sens  contraire  de  la  force  attractive.  9  ^st  la  fonction  (D); 
/^  dr  est  donc  cette  fonction  dans  laquelle  on  supprime  la  difie- 
rentiation  par  rapport  à  r;  et  alors  on  a 


p= constante  -1-  a  ir  .p*.  — .  ^ 


R«     d  (^.(R+r)-t(R-r) 


R 


(F) 


Newton  a  supposé  entre  les  molécules  de  l'air  une  force  répulsive 
réciproque  à  leur  distance^  ce  qui  revient  à  supposer  ^  (r)=  -. 
Cette  supposition  donne 
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Cette  valeur  substituée  dans  la  ionction  (F)  est  loin  de  représen- 
ter les  observations  qui  donnent  p  constant;  aussi  ce  grand  géo- 
mètre ne  donne-t-il  à  cette  loi  de  répulsion  qu'une  sphère  d'ac- 
tivité d'une  étendue  insensible.  Mais  la  manière  dont  il  explique 
ce  défaut  de  continuité  est  bien  peu  satisfaisante.  11  faut  sans 
doute  admettre  entre  les  molécules  de  l'air  une  force  répulsive 
qui  ne  soit  sensible  qu'à  des  distances  imperceptibles  :  la  diffi- 
culté consiste  à  on  déduire  les  lois  (|ue  présentent  les  fluides  élas- 
tiques. C'est  ce  que  l'on  peut  faire  par  les  considérations  sui- 
vantes. 

J'observe  d'abord  qu'une  molécule  de  gaz  ou  de  fluide  élastique 
contenue  dans  une  enveloppe  spbérique,  n'étant  point  en  contact 
avec  les  molécules  voisines,  elle  doit  être  en  équilibre,  en  vertu 
de  toutes  les  forces  répulsives  qu'elle  éprouve,  en  sorte  que  ^ 
doit  être  nul  dans  l'équation 

dp^=p<pdr; 

ce  qui  donne  la  pression  p  constante  dans  toute  f  étendue  du  fluide. 
En  supposant  donc,  conformément  à  l'expérience,  la  pression  p 
fonction  de  la  densité  dans  les  fluides  élastiques  à  une  tempéra- 
ture constante,  on  voit  que  la  densité  p  doit  être  supposée  la 
même  dans  toutes  les  parties  du  fluide.  iNous  démontrerons  ci- 
après  ce  résultat  de  l'expérience  pour  tous  les  points  du  fluide 
placés  à  une  distance  de  l'enveloppe  plus  grande  que  le  rayon 
de  la  sphère  d'activité  sensible  de  la  force  répulsive. 

Maintenant  je  suppose  les  molécules  des  gaz  à  une  distance 
réciproque  telle  que  leur  attraction  mutuelle  soit  insensible,  ce 
qui  me  paraît  être  la  propriété  caractéristique  de  ces  fluides,  et 
même  des  vapeurs,  de  celles  du  moins  qui,  par  une  légère  com- 
pression, ne  se  réduisent  point,  en  partie,  à  l'état  liquide.  Je  sup- 
pose ensuite  que  ces  molécules  retiennent  par  leur  attraction  la 
chaleur,  et  que  leur  répulsion  mutuelle  soit  due  à  la  répulsion 
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des  molécules  de  la  chaleur,  répulsion  dont  je  suppose  l'étendue 
de  la  sphère  d'activité  insensible. 

Soit  c  la  chaleur  contenue  dans  chaque  molécule  de  gaz,  la 
répulsion  de  deux  molécules  sera  évidemment  proportionnelle  à 
c\  En  nommant  donc  rieur  distance  mutuelle,  nous  exprimerons 
la  loi  de  répulsion  de  deux  molécules  de  gaz  par  Hc*.  ^  (r),  (p[r) 
devenant  insensible  lorsque  r  a  une  valeur  sensible.  H  est  une 
constante  qui  dépend  de  la  force  répulsive  de  la  chaleur,  et  qui 
semble  ainsi  devoir  être  la  même  pour  tous  les  gaz;  mais,  pour 
plus  de  généralité,  je  la  supposerai  seulement  constante  pour 
le  même  gaz.  J'imagine  présentement  une  enveloppe  sphérique 
remplie  d'un  gaz  quelconque.  On  vient  de  voir  que  la  pression  et 
la  densité  seront  les  mêmes  dans  tous  les  points  de  cette  sphère 
placés  à  une  distance  sensible  de  l'enveloppe.  Je  conçois  ensuite 
une  sphère  intérieure  concentrique  à  l'enveloppe,  dont  R  soit  le 
rayon  à  très-peu  près  égal  à  celui  de  l'enveloppe,  de  manière 
cependant  que  la  densité  de  la  couche  du  gaz  qui  recouvre  cette 
sphère  puisse  être  censée  constante  dans  une  étendue  égale  ou 
supérieure  à  celle  de  la  sphère  d'activité  sensible  de  la  force 
répulsive  de  la  chaleur.  Si  l'on  nomme  r  le  rayon  d'une  molécule 
de  cette  couche,  la  formule  (A)  du  n°  2  donnera 


_,^Hc«P  R«-^  ii^iî^)! 


pour  la  force  répulsive  que  la  sphère  exerce  sur  cette  molécule 
de  la  couche.  En  effet,  la  nature  des  forces  qui  ne  sont  sensibles 
qu'à  des  distances  insensibles,  rend  '^^[r)  insensible  lorsque  r  a 
une  valeur  sensible.  Sur  quoi  j'observerai  qu'en  vertu  de  cette 
nature,  ^|/fr)  est  incomparablement  supérieur  à  ^|^,(r);  >f^,(r)  est 
incomparablement  supérieur  à  '^„[r),  et  ainsi  de  suite.  TafiFecte 
l'expression  précédente  du  facteur  Hc*,  parce  que  (p[r)  a  ce  fac- 
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teur.  La  fonction  précédente  devient  encore,  par  les  mêmes  con- 
sidérations, 

Il  faut  multiplier  cette  fonction  par  l^irpr^dr,  pour  avoir  Faction 
répulsive  de  la  sphère  intérieure  sur  la  couche  extérieure  dont  p 
est  la  densité,  rie  rayon,  et  dr  l'épaisseur.  Soit  r — R=5,  s  étant 
une  quantité  imperceptible;  la  fonction  précédente  devient  à  très- 
peu  près,  en  observant  que  r  est  supposé  difierer  extrêmement 
peu  de  R, 

Il  faut  ensuite,  pour  avoir  l'action  entière  de  la  sphère  îatérieure 
sur  la  couche  qui  la  recouvre,  intégrer  cette  différentielle  depuis 
s  nul  jusqu'à  5  infini;  en  nommant  donc  K  l'intégrale  fds  ^  (5) 
prise  dans  ces  limites,  on  aura,  pour  cette  action. 

Concevons  maintenant  toutes  les  molécules  du  gaz  liées  fixe- 
ment entre  elles,  et  que  la  couche  qui  recouvre  la  sphère  soit 
divisée  en  parties  finies  qui  puissent  se  soulever  par  Faction 
répulsive  de  la  sphère,  mais  qui  soient  retenues  par  une  pression 
P  exercée  sur  chaque  point  de  l'enveloppe.  Cette  pression  sur 
l'enveloppe  entière  sera  A'ïtR'.  P,  à  très-peu  jDrès,  et  elle  doit 
faire  équilibre  à  l'action  répulsive  de  la  sphère,  ce  qui  donne 

Pr=i2'7r.Hc'jO\K. 

Cette  valeur  de  P  est  indépendante  du  rayon  U  de  la  sphère; 
ce  qui  tient  à  ce  que  l'action  répulsive  de  la  chaleur  ne  s'exer- 
çant  qu'à  des  distances  insensibles,  on  peut  ne  considérer  que 
les  parties  du  gaz  extrêmement  voisines  du  point  de  Tenveloppe 
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qui  éprouve  la  pression  P.  De  là ,  et  de  ce  que  la  pression  p  dans 
l'intérieur  du  gaz  est  constante,  la  force  (p  qu'éprouve  chaque 
molécule  étant  nulle  dans  l'équation 

dp=p.<pdr, 

il  est  facile  de  conclure  que,  quelle  que  soit  la  forme  de  l'enve- 
loppe, la  pression  P  du  gaz  est  toujours 

P  =  2irHKp'c\  (i) 

4.  Imaginons  cette  enveloppe  à  une  température  u,  et  conte- 
nant un  gaz  à  la  même  température.  Il  est  clair  qu'une  molécule 
quelconque  de  ce  gaz  sera  atteinte,  à  chaque  instant,  par  des 
rayons  caloriques  émanés  des  corps  environnants.  Elle  éteindra 
une  partie  de  ces  rayons;  mais  il  faudra,  pour  le  maintien  de  la 
température ,  qu'elle  remplace  ces  rayons  éteints  par  son  rayon- 
nement propre.  La  molécule,  dans  tout  autre  espace  à  la  même 
température,  sera  atteinte  à  chaque  instant  par  la  même  quantité 
de  rayons  caloriques  :  elle  en  éteindra  une  même  partie  qu'elle 
rendra  par  son  rayonnement.  La  quantité  de  rayons  caloriques 
qu'une  surface  donnée  reçoit  à  chaque  instant  est  donc  une  fonc- 
tion de  la  seule  température,  et  indépendante  de  la  nature  des 
corps  environnants  :  je  la  désignerai  par  n(u).  L'extinction  sera 
donc  ^.n(a),  ^  étant  un  facteur  constant  dépendant  de  la  nature 
de  la  molécule  ou  du  gaz.  J'observerai  ici  que  la  quantité  de 
rayons  émanés  des  corps  environnants,  et  qui  forme  la  chaleur 
libre  de  l'espace,  est,  à  raison  de  l'extrême  vitesse  que  l'on  doit 
supposer  à  ces  rayons,  une  partie  insensible  de  la  chaleur  con- 
tenue dans  les  corps,  comme  on  l'a  reconnu  d'ailleurs  par  les 
expériences  que  l'on  a  faites  pour  condenser  cette  chaleur.  Main- 
tenant, quelle  que  soit  la  manière  dont  la  chaleur  des  molécules 
environnantes  agit  par  sa  répulsion  sur  la  chaleur  de  la  molécule 
du  gaz  pour  en  détacher  une  partie  et  pour  faire  rayonner  cette 

TOME  r.  17 
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molécule,  il  est  clair  que  ce  rayonnement  sera  en  raison  composée 
de  la  chaleur  et  de  la  densité  du  gaz  environnant  la  molécule, 
ou  de  pc  et  de  la  chaleur  c  contenue  dans  la  molécule;  il  sert 
donc  proportionnel  à  pc*;  pc*  est  donc  proportionnel  à  Textinc- 
tion  ^.n(u),  et  nous  pourrons  supposer 

pc-3(/'.n(«),  (2) 

q'  étant  un  facteur  constant  dépendant  de  la  nature  du  gaz,  et 
n(«)  étant  une  fonction  de  la  température,  indépendante  de 
cette  nature. 

Les  équations  (1)  et  (2)  renferment  les  lois  générales  des  fluides 
élastiques.  Elles  donnent 

P--i>.n(«),  (3) 

en  désignant  par  i  le  facteur  2  7r  HK.^',  qui  dépend  de  la  nature 
du  gaz.  Cette  équation  donne,  en  supposant  la  température  cons- 
tante, P  proportionnel  àp,  ce  qui  est  la  loi  de  Mariote.  En  sup- 
posant ensuite  P  constant,  la  température  u  devenant  u,  et  la 
densité  p  devenant  p,  on  a 

Le  second  membre  de  cette  équation  étant  indépendant  de  la 

nature  du  gaz,  on  voit  que  la  fraction  —  est  la  même  pour  tous 

les  gaz,  lorsque  la  température  u  se  change  en  u;  ce  qui  est  la 
loi  que  MM.  Dalton  et  Gay-Lussac  nous  ont  fait  connaître,  et 
suivant  laquelle  le  même  volume  v  des  divers  gaz  se  change  pour 
tous  dans  le  même  volume  v,  par  le  même  changement  de  la 
température  u  en  u;  car  on  a  évidemment 

p'    «  ' 

5.   Les  considérations  et  l'analyse  précédentes  s'appliquent 
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facilement  au  mélange  des  gaz  et  des  vapeurs,  qui  dans  ce  mé- 
lange n'exercent  point  d'affinité  les  unes  avec  les  autres.  On  sait 
qu'à  la  longue  la  diffusion  de  ces  gaz  les  répand  en  proportions 
égales  dans  toutes  les  parties  du  mélange.  Je  vais  donc  considérer 
le  mélange  de  deux  gaz  dans  cet  état.  Je  le  suppose  dans  une 
enveloppe  sphérique.  On  voit  d'abord  que  chaque  molécule  de  ce 
mélange  étant  en  équilibre  au  milieu  de  toutes  les  forces  répul- 
sives qu'elle  éprouve,  la  pression  doit  être  la  même  dans  toutes 
les  parties  du  mélange.  Si  l'on  conçoit,  comme  ci-dessus,  une 
sphère  intérieure  concentrique  à  l'enveloppe,  et  d'un  rayon  R  à 
très-peu  près  égal  à  celui  de  cette  enveloppe,  on  aura  l'action 
répulsive  de  cette  sphère  sur  la  couche  très-mince  de  gaz  qui  la 
recouvre,  en  considérant  la  sphère  et  la  couche  comme  deux 
sphères  et  deux  couches  formées  des  deux  gaz.  Soient  p  et  ç!  les 
densités  de  ces  gaz;  l'action  de  la  sphère  du  premier  gaz  sur  la 
couche  du  premier  gaz  sera,  par  ce  qui  précède,  2  7r.HKc*p% 
ou  Lc*p*,  en  désignant  stt.HK  par  L;  c  est  la  chaleur  contenue 
dans  chaque  molécule  du  premier  gaz,  et  L  dépend  de  la  nature 
de  ce  gaz  ou  de  la  manière  dont  ses  molécules  se  repoussent  mu- 
tuellement en  vertu  de  la  force  répulsive  de  la  chaleur  qu'elles 
contiennent.  Il  résulte  encore  de  l'analyse  précédente,  que  l'ac- 
tion répulsive  du  premier  gaz  sur  la  couche  du  second  gaz  peut 
être  exprimée  par  N.cc.pp',  c  étant  la  chaleur  contenue  dans 
une  molécule  du  second  gaz,  et  N  étant  une  constante  qui  dépend 
de  la  manière  dont  deux  molécules  du  premier  et  du  second  gaz 
se  repoussent  mutuellement  par  la  force  répulsive  de  leur  cha- 
leur. L'action  de  la  sphère  du  second  gaz  sur  la  couche  du  pre- 
mier gaz  sera  pareillement  Ncc.pp.  Enfin,  l'action  de  la  sphère 
du  second  gaz  sur  la  couche  du  second  gaz  peut  être  exprimée 
par  L'.c*p'*.  En  réunissant  toutes  ces  actions,  dont  la  somme  doit 
être  égale  à  la  pression  P  du  mélange,  on  aura 
P  =  L.c*p'-f-2N.cc'.pp'-f-L'.c''p\ 
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On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  celte  valeur  de  P  a  lieu  quelle 
que  soit  la  figure  de  Tenveioppe. 

Considérons  maintenant  le  rayonnement  de  chaque  molécule 
du  gaz  mélangé.  Le  rayonnement  d'une  molécule  du  premier 
gaz,  et  produit  par  l'action  répulsive  de  la  chaleur  de  ce  gaz, 
sera,  par  ce  qui  précède,  proportionnel  à  Lc'p.  Le  rayonnement 
de  la  même  molécule  par  Faction  du  second  gaz  sera  dans  le 
même  rapport  avec  Nccp'.  En  égalant  la  somme  de  ces  rayonne- 
ments à  l'extinction,  par  la  molécule,  des  rayons  quelle  reçoit, 
et  qui  est  proportionnelle  à  la  fonction  Tl[u)  de  la  température  n, 
on  aura 

Lc'p-t-Nccp  =ï.n(M), 

/  étant  un  facteur  dépendant  de  la  manière  dont  les  molécules 
du  premier  gaz  éteignent  les  rayons  caloriques.  On  aura  pareil- 
lement, en  considérant  le  rayonnement  d'une  molécule  du  second 
gaz, 

Lcy-hNccp=i.n[u). 

Ces  deux  équations,  multipliées  respectivement  par  p  et  p',  donnent, 
en  les  ajoutant, 

L.  cy-h  2N.  cc.pp-^v.c'p'  =  i.  p.  ii(ii)  -^  i.p.  n{tt). 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  la  pression  P  du 
mélange  à  la  température  u.  La  fonction  ip.Tl{u)  serait,  par  ce 
qui  précède,  la  pression  du  premier  gaz,  s'il  existait  seul  dans 
l'enveloppe,  et  ip.  Il  (a)  serait  la  pression  du  second  gaz  s'il  était 
seul.  En  nommant  donc  p  etp  ces  pressions,  on  aura 

Il  est  facile  de  voir  que  la  pression  P  d'un  nombre  quelconque 
de  gaz  dont  les  pressions  partielles  seraient  p,  p,  p\  etc.  sera 

V=zp-\-p^p"  -i^  etc. 
ce  qui  est  donné  par  l'expérience. 
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Cette  équation  ayant  lieu,  quelle  que  soit  N,  elle  subsistera 
en  faisant,  comme  M.  Dalton,  N  nul,  c est-à-dire  en  supposant 
nulle  l'action  répulsive  réciproque  de  deux  gaz  différents.  Mais 
cette  hypothèse  est  bien  peu  naturelle:  elle  est  d'ailleurs  contraire 
à  plusieurs  phénomènes. 

L'équation  (3)  donne  pour  un  même  gaz 

"(0  _  p> 

n(a)-p7' 

si  l'on  nomme  v  et  v  les  volumes  du  gaz,  aux  températures  u  et 

II,  on  aura  ^  =  —;  on  aura  donc 

P        ^ 

II(a2_PV 

n(a)  "~  ?v  • 

En  supposant  P  =  P',  II. (a)  sera  proportionnel  à  v;  la  fonction 
n(a)  sera  donc  exprimée  par  le  thermomètre  d'un  gaz  maintenu 
à  une  pression  constante. 

Mais  que  doit-on  entendre  par  la  température  u,  et  quelle  est 
sa  mesure?  Il  paraît  naturel  de  prendre  pour  cette  mesure  la 
densité  même  du  calorique  produit  dans  uu  espace  par  le  rayon- 
nement des  corps  environnants  :  alors  n(a)  devient  u,  et  cette 
densité  est  mesurée  par  les  degrés  du  thermomètre  à  air,  ou  par  v. 
Pour  un  degré  d'accroissement  de  température,  en  partant  de  la 
température  de  la  glace  fondante,  v  croît  de  0,00376.1;',  suivant 
les  expériences  de  M.  Gay-Lussac,  la  valeur  de  r  à  cette  tem- 
pérature étant  exprimée  par  v;  d'où  il  suit  que  la  densité  du 
calorique  de  l'espace  dont  la  température  est  celle  de  la  glace 
fondante  est  représentée  par  266''  -f. 

Une  supposition  qu'il  paraît  très-naturel  d'admettre  est  que 
l'action  du  calorique  d'une  molécule  des  gaz,  sur  le  calorique 
d'une  autre  molécule,  ne  dépend  point  de  la  nature  de  ces  molé- 
cules, ce  qui  donne 

L  =  L'=N. 
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Alors  ou  â  les  équations  suivantes  relatives  au  mélange  d'un 
nombre  quelconque  de  gaz  renfermés  dans  un  litre,  par  exemple, 
mélange  qui  n'est  dans  un  état  stable  d'équilibre  qu'autant  que 
chacune  de  ses  plus  petites  portions  contient  les  molécules  des 
divers  gaz  en  même  rapport  que  le  mélange  total: 

P  =  /c.(pc-î-  pV  +  pV   î   etc.)', 
/îpc.  (pc-HpV-+-pV  r  etc.)"  ^pn,    I 
fcp  c.(pc-hpc -hp  c -i-etc.j  .zz(jpu,f  (Aj 

kp  c  .[pc-^pc  -{-p  c    -etc.):— ^  P  "  »  I 
etc. 

P  est  la  pression  du  mélange;  k  est  une  constante  dépendante 
de  l'intensité  de  la  force  répulsive  mutuelle  des  particules  du 
calorique;  c,  c,  c\  etc.  sont  les  quantités  de  chaleur  contenues 
dans  un  gramme  du  premier  gaz,  du  second,  du  troisième,  etc. 
p,  p,  p",  etc.  sont  les  nombres  des  grammes  de  ces  gaz  dans  un 
litre  du  mélange;  u  est  la  température  du  mélange,  et^,  q,  q",  etc. 
sont  des  constantes  dépendantes  de  la  nature  de  chaque  gaz. 
Les  équations  (A)  donnent 


pC  qp  pC  vp 


on  a  donc 


pc-h p'c  -h pV H-  etc.  =  [pq-{-p' q'-h-  p'q  -+-  etc.).  — . 


Ainsi,  en  faisant 


P7-4-pY-hpY-+-etc-  =  (7).(p), 
p-h  p'  -f-  p'  -f-etc.  =  (p), 


9     ' 
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les  équations  (A)  donneront 

P=ft.(p)\CS  (5) 

fc.(p).C'=(9).«.  (6) 

Ces  équations  sont  les  mêmes  que  les  équations  (3)  et  (4),  rela- 
tives à  un  fluide  simple.  Elles  reviennent  à  considérer  comme 
molécules  du  fluide  composé  un  groupe  infiniment  petit  dans 
lequel  les  molécules  des  divers  gaz  entrent  dans  le  même  rapport 
que  dans  le  mélange  entier.  C  est  le  calorique  contenu  dans  un 
gramme  de  ce  mélange,  (p)  est  le  poids  d'un  litre  du  mélange. 

L'air  atmosphérique  est,  comme  on  sait,  composé  de  quatre 
difi'érents  gaz,  savoir,  l'azote,  l'oxigène,  la  vapeur  aqueuse  et  un 
peu  d'acide  carbonique;  on  peut  donc  appliquer  à  ce  fluide  com- 
posé les  équations  (5)  et  (6).  On  peut  encore,  dans  les  vibrations 
aériennes,  considérer  l'air  comme  formé  de  groupes  pareils  à 
ceux  que  je  viens  d'imaginer.  A  la  vérité,  chaque  molécule  d'un 
de  ces  groupes  étant  sollicitée  par  des  forces  différentes,  les  molé- 
cules devraient,  dans  leurs  mouvements,  se  séparer;  mais  les 
obstacles  que  les  autres  groupes  opposent  à  cette  séparation 
suffisent  pour  les  retenir  ensemble,  en  sorte  que  le  centre  de 
gravité  de  chaque  groupe  se  meut  comme  si  ces  molécules  étaient 
liées  fixement  entre  elles;  et  c'est  ainsi  que  nous  les  envisagerons 
dans  la  suite. 

Les  équations  (5)  et  (6)  donnent 

P={<j).{p).u; 

ainsi,  la  température  restant  la  même,  la  pression  d'un  fluide 
quelconque,  simple  ou  composé,  est  proportionnelle  à  sa  densité; 
ce  qui  est  la  loi  de  Mariote. 

Les  mêmes  équations  donnent  encore,  pour  un  autre  fluide 
simple  ou  composé, 

P=(,').((.').«; 
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(p')  étant  la  densité  du  second  fluide ,  et  (^')  étant  la  valeur  de 
[q)  relative  à  ce  fluide;  on  a  donc,  quelles  que  soient  la  pression 
P  et  la  température  u, 

Le  rapport  des  densités  des  deux  fluides  reste  donc  toujours  le 
même  ;  ce  qui  est  la  loi  de  MM.  Dalton  et  Gay-Lussac. 

REMARQUE. 

Nous  devons  faire  ici  une  remarque  importante.  La  chaleur 
que  nous  avons  désignée  par  c  est  la  chaleur  libre  ou  sensible 
d'une  molécule,  celle  qui  exerce  une  action  sensible  sur  le  ther- 
momètre. Les  physiciens  ont  été  conduits,  par  les  phénomènes, 
à  distinguer  dans  la  chaleur  absolue  d'une  molécule  deux  par- 
ties. Tune  sensible  sur  le  thermomètre,  l'autre  latente  ou  qui 
n'exerce  sur  lui  aucune  action.  En  désignant  donc  par  i  cette 
chaleur  latente,  la  chaleur  absolue  sera  c-f-i. 

6.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  le  calorique 
d'une  molécule  y  était  retenu  par  l'attraction  de  cette  molécule, 
qui  n'éprouvait  d'action  sensible  que  par  la  force  répulsive 
qu'exerce  sur  ce  calorique  celui  des  molécules  environnantes. 
Cependant  chaque  molécule  d'un  corps  est  soumise  à  l'action  de 
ces  trois  forces-:  i°  la  force  répulsive  de  son  calorique  par  le 
calorique  des  autres  molécules;  2°  l'attraction  de  son  calorique 
par  ces  molécules;  3°  l'attraction  de  la  molécule  elle-même,  soit 
par  le  calorique  de  ces  molécules ,  soit  par  les  molécules  mêmes. 
Sans  doute  dans  l'état  aériforme  la  première  de  ces  forces  l'em- 
porte beaucoup  sur  les  autres,  mais  il  est  utile  de  connaître  leur 
influence. 

Pour  cela  j'imagine  un  parallélipipède  vertical  d'une  longueur 
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et  d'une  largeur  indéfinies.  Je  le  conçois  rempli  d'un  gaz  en 
équilibre.  En  le  divisant  par  une  section  horizontale,  je  puis 
supposer  toutes  les  molécules  du  gaz  au-dessus  de  cette  section 
liées  fixement  entre  elles  :  je  considère  une  de  ces  molécules,  que 
je  désigne  par  A,  élevée  de  la  hauteur  r  au-dessus  de  la  section  : 
son  calorique  sera  repoussé  par  le  calorique  d'une  molécule  B 
placée  au-dessous  de  la  section.  Soit  y*  la  distance  mutuelle  des 
deux  molécules,  r  la  distance  de  la  molécule  B  à  la  section,  et  s 
la  distance  horizontale  des  deux  molécules.  Soit  c  le  calorique 
contenu  dans  chaque  molécule,  et  p  la  densité  du  gaz.  Il  est  facile 
de  voir  que  l'ensemble  du  calorique  des  molécules  pour  lesquelles 
r,fei  s  sont  les  mêmes  que  pour  la  molécule  B,  exercera  sur  le 
calorique  de  la  molécule  A  une  force  répulsive  qui,  décomposée 
suivant  la  verticale,  sera 


,^.c^i:i!^.H.9{/), 


/ 

H.  (p  [f)  étant  la  loi  de  répulsion  du  calorique  à  la  distance/.  Il 
faut  multiplier  cette  fonction  par  pdsdr,  et  pour  avoir  l'action 
entière  répulsive  du  gaz  inférieur  à  la  section  sur  la  molécule  A , 
il  faut  prendre  l'intégrale  de  ce  produit  depuis  s  nul  jusqu'à  s 
infini,  et  depuis  r  nul  jusqu'à  r  infini.  On  a 

ainsi,  en  ne  faisant  varier  que/ et  s,  on  aura 

fdf=sds; 
le  produit  précédent  devient  donc 

27r.H.  pc\  [r-hr).  df.  9  {f).dr. 
Nommons  <Pi[f)  l'intégrale /cjf.^  (/)  prise  de  manière  que  9i(/) 

TOME   ▼.  18 
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soit  uul,  iorsquc/est  infini.  En  intégrant  ce  produit  depuis  j 
nul  jusqu'à  s  infini,  on  aura 

—  2TÇ.E.  pc\[r-\~r).(lr.Çi,{r-{-r). 

Désignons  par  \|/  [f)  Yiniégrah  ffdf.  (p,  [f]  prise  de  manière  que 
\|/  [f)  soit  nul  lorsque  f  est  infini.  La  fonction  précédente  inté- 
grée depuis  r  nul  jusqu'à  r  infini  sera 

2  7r.  H.  pc*.\|/(r): 

c'est  l'expression  de  la  force  répulsive  que  le  calorique  du  gaz 
inférieur  à  la  section  exerce  dans  le  sens  vertical  sur  le  calorique 
de  la  molécule  A.  Soit  Q  la  surface  de  la  section  horizontale  dont 
nous  avons  parlé;  il  est  facile  de  voir  que  faction  verticale  du 
calorique  du  gaz  inférieur  sur  le  calorique  du  gaz  supérieur,  et 
tendante  à  le  soulever,  sera 

2  7r.Q.H.pV./V/r.\|/(r), 

fintégrale  étant  prise  depuis  r  nul  jusqu'à  r  infini. 

L'intégrale  fdr.-^^r)  est  ce  que  nous  avons  ci-dessus  nommé 
K;  ainsi  le  gaz  supérieur  est  soulevé  par  le  gaz  inférieur  par  une 
lorce  égale  à 

2  7r.Q.H.  K.pV. 

Mais  le  calorique  du  gaz  inférieur,  par  fattraction  qu'il  exerce 
sur  les  molécules  du  gaz  supérieur,  produit  une  force  contraire. 
Si  l'on  désigne  par  M.n(/)  la  loi  de  cette  attraction,  il  est  facile 
de  voir,  par  ce  qui  précède,  qu'en  nommant  K'  ce  que  devient  K 
lorsqu'on  change  ^  (/)  dans  II  (/) ,  la  force  résultante  de  l'at- 
traction des  molécules  supérieures  du  gaz  par  le  calorique  des 
molécules  inférieures  sera 

aTT.Q.M.K'.p^r: 
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cest  aussi  la  force  résuitanle  de  TattractioD  du  calorique  supé- 
rieur par  les  molécules  du  gaz  inférieur.  Enfin ,  si  Ton  désigne 
par  N.  T[f)  la  loi  de  l'attraction  des  molécules  du  gaz  les  unes 
sur  les  autres,  on  aura 

2  7r.Q.N.r.p' 

pour  la  force  verticale  du  gaz  supérieur,  résultante  de  Tattraction 
réciproque  des  molécules;  K''  étant  ce  que  devient  K  lorsqu'on 
change  ^  (/)  dans  r(/). 

Par  la  réunion  de  ces  diverses  actions,  le  gaz  supérieur  tend 
à  être  soulevé  par  une  force  égale  à 

2ir.Q,p\(HK.c'  — 2MK'c  — Nr). 

En  désignant  donc  par  QP  la  pression  nécessaire  pour  contenir 
ce  gaz,  on  aura 

P=27r•p^(HK.c«— îMK'c— Nr). 

Considérons  maintenant  le  rayonnement  d'une  molécule  Â 
d'un  gaz.  L'action  du  calorique  d'une  molécule  B  sur  le  calorique 
de  A  sera,  par  ce  qui  précède,  Hc*-  <p  [r),  et  l'attraction  qu'exerce 
la  molécule  B  sur  ce  même  calorique  sera  Mc.n(r)-  Ainsi,  par 
ces  deux  actions  réunies,  la  répubion  du  calorique  de  A  sera 

Hc\9(r)— Mc.n(r). 

En  considérant  donc  A  comme  le  centre  d'une  sphère  indéfinie, 
la  compression  de  son  calorique  par  11  es  attractives  et 

répulsives  des  molécules  environnantes  se 
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les  intégrales  étant  prises  depuis  r  nul  jusqu'à  r  infini  ;  ce  qui 
donne  pour  cette  fonction 

87r.p.[Hc\>|/(o)  — Mc.>j;(o)], 

^[r)  étant  ce  que  devient  '^  [r)  lorsque  l'on  change  ^  (r) 
dans  n(r). 

Si  Ton  considère,  ainsi  que  nous  le  Taisons,  cette  compression 
comme  cause  du  rayonnement  de  la  molécule  A,  ce  rayonne- 
ment devant  être  supposa  proportionnel  à  la  température  ou  à 
la  densité  u  du  calorique  de  l'espace,  on  aura 

IIc*p.  \|/  (o)  —  Me.  p.  -^(o)  ==  L.  a, 

L  étant  une  constante. 

Par  la  loi  de  Mariote,  on  a 

P=r.  (jp.n. 

On  aura  donc,  en  substituant  poui*  P  sa  valeur  précédente, 

tiKc^—2M.K'c  —  ^K"  =  &.[Hc\y^{o)  —  Mc.yj^{o)], 

ê  étant  une  constante.  Cette  équation  devant  subsister,  quel  que 
soit  c,  on  voit  d'abord  que  NK"  est  nul,  ou  du  moins  insensible, 
c'est-à-dire  que  dans  l'état  de  gaz  la  force  attractive  des  molécules 
disparaît  devant  la  force  répulsive  de  leurs  caloriques.  On  voit 
ensuite  que  l'on  doit  avoir 

>Ko)_4^(q) 

si  dans  l'état  de  gaz  l'attraction  d'une  molécule  sur  le  calorique 
d'une  autre  molécule  est  sensible.  Or  il  est  visible  que  cette 
équation  n'a  pas  lieu  si  (p  (r)  est  égal  à  n  (r),  ou  si  la  loi  de 
cette  attraction  est  la  même  que  la  loi  de  répulsion  du   calo- 
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rique;  ce  qui  devient  évideot  en  mettant  Téquation  précédente 
sous  cette  forme, 

^o)     ^       Mo) 
/dr.>f/(r)         ^fdr.^r) 

les  intégrales  étant  prises  depuis  r  nul  jusqu'à  r  infini.  D'ailleurs 
il  n'est  pas  naturel  de  supposer,  dans  tous  les  gaz,  ^(r)  et  II (r) 
tels  qu'ils  satisfassent  à  cette  équation.  Il  est  donc  extrêmement 
probable  que  la  force  attractive  du  calorique  d'une  molécule  par 
une  autre  molécule  est  insensible  dans  l'état  de  gaz,  et  qu'il  n'y 
a  de  sensible  dans  cet  état  que  la  force  répulsive  du  calorique. 

Nous  avons  dit  précédemment  que  la  densité  d'un  gaz  contenu 
dans  un  vase  pouvait  être  supposée  la  même  dans  toute  son  éten- 
due, à  l'exception  des  parties  extrêmement  voisines  des  parois 
du  vase.  Pour  le  faire  voir,  nous  observerons  que,  par  ce  qui 
précède,  la  force  répulsive  du  gaz  inférieur  à  la  section  horizon- 
tale, sur  le  gaz  supérieur,  est 

—  2  TT.  li.Q.fdrdr.  p^c^.  pV.(rH-r).^i(r-t- r  ) , 

pi,  c,  se  rapportant  aux  molécules  du  gaz  supérieur;  p',  c  se  rap- 
portant aux  molécules  du  gaz  inférieur.  Les  intégrales  doivent 
être  prises  depuis  r  et  r  nuls  jusqu'à  r  et  r  infinis.  Il  est  visible 
que  si  l'on  suppose  les  variations  de  p  et  de  c  incomparablement 
moins  rapides  que  celle  de  9(^)'  comme  elles  le  sont  lorsque 
les  molécules  du  gaz  sont  à  une  distance  sensible  des  parois,  les 
termes  dus  à  ces  variations  sont  insensibles,  et  l'on  peut  supposer 
cette  intégrale  égale  à  2  7r.Q.  H.K.  pV;  p  et  c  se  rapportant  aux 
molécules  contiguës  à  la  section  horizontale.  Cette  force  répul- 
sive doit  balancer  la  pression  PQ  de  la  surface  supérieure  du 
vase,  plus  le  poids  du  gaz  supérieur,  que  je  désignerai  par  mQ; 
ainsi  l'on  aura 

2  7r.HK.pV  =  P-hm. 
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Lorsque  le  vase  a  une  petite  hauteur,  m  est  incomparablement 
moindre  que  P;  on  peut  donc  alors  supposer,  dans  toute  Tétendue 
du  gaz,  pc  constant.  Le  rayonnement  d'une  molécule  Â  contiguë 
à  la  section  horizontale  donne,  par  ce  qui  précède, 

La  température  u  étant  donc  supposée  la  même  dans  toutes  les 
parties  du  gaz,  c  doit  être  constant,  ainsi  que  pc;  donc  aussi  p 
peut  être  supposé  le  même  dans  toutes  ces  parties,  pourvu  qu  elles 
soient  à  une  distance  sensible  des  parois. 
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CHAPITRE   m. 

DE  LA  VITESSE  DU  SON  ET   DU  MOUVEMENT  DES  FLUIDES  ÉLASTIQUES. 

m 

E  7.  Considérons,  pour  plus  de  simplicité,  un  cylindre  horizon- 

i>  tal  étroit,  creux,  rempli  d'un  gaz,  et  d'une  longueur  indéfinie. 
Soit  X  la  distance  d'une  molécule  A  de  gaz,  placée  dans  l'axe  du 
cylindre,  à  l'origine  de  cet  axe;  p  la  densité  du  gaz  correspon- 
dante à  cette  molécule  dont  c  soit  la  chaleur  libre.  Soient  p  et  c 
les  expressions  des  mêmes  quantités  relatives  à  une  molécule  B, 
placée  sur  l'axe,  à  la  distance  x-^s.  Il  résulte  de  ce  que  nous 
venons  de  dire  à  la  fin  du  chapitre  précédent,  que  la  force  ré- 
pulsive du  calorique  c  de  la  molécule  A,  par  le  calorique  du  gaz 
entier,  est,  dans  le  sens  horizontal, 

—  2  7r.Hc./pV.5ck.^,  (5), 
l'intégrale  étant  prise  depuis  s  égal  à  — c»  jusqu'à  s  =  00.  On  a 

pc  =pc-hs.—-j' h  etc. 

On  peut  ici  ne  considérer  que  les  deux  premiers  termes  du  dé- 
veloppement de  pc  ;  alors  l'intégrale  précédente  devient 

l'intégrale  étant  prise  depuis  s  nul  jusqu'à  s  infini;  ce  qui  donne 
Ainsi  le  gaz  entier  produit  dans  la  molécule  A  une  force  répulsive 


d.pc 
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dirigée  vers  Toriginc  des  x,  et  égale  à  4'yr-HKc.  "^J^  ;  ce  qui 
donne,  en  nommant  dt  Télément  du  temps, 

d.pc 


(^)  =  -4..HK. 


dx 


Soit  X  la  coordonnée  horizontale  de  la  molécule  A  dans  Télal 
d'équilibre,  et  faisons  x=\-^z,  z  étant  une  quantité  très-petite 
par  rapport  à  X.  Supposons 

W:^_(,..._g).ifW. 

En  nommant  (p)  la  densité  du  gaz  dans  l'état  d'équilibre,  on 
aura 


9  =  [P)- 


d\  +  dz' 


En  négligeant  le  carré  de  dz,  et  observant  que  (^)  est  égal  à 


on  aura 


On  a  ensuite 


on  aura  donc 


(è)=-w(S)- 

(ddx\  _  (ddz\ 
\dl^}-\dt^p 


équation  dans  laquelle  on  peut  supposer  que  c  se  rapporte,  ainsi 
que  (p),  à  l'état  d'équilibre,  puisque  Ion  néglige  les  termes  de 
l'ordre  z\  La  pression  du  gaz  dans  l'état  d'équilibre  étant  expri- 
mée par  P,  on  a,  par  le  chapitre  précédent, 

P=:21^.H.K.{p)^c^ 


fif 
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on  aura  donc 

[ddz\       aP  ,        ^.  (ddz\ 

Ainsi  la  vitesse  du  son  ou  Tespace  qu'il  parcourt  dans  une  seconde 
étant,  comme  Ton  sait  et  comme  il  est  facile  de  le  conclure  de 

l'équation  précédente,  la  racine  carrée  du  coefficient  de  (^vt)» 


celte  vitesse  sera 


v/ 


Pour  appliquer  cette  formule  à  l'air  atmosphérique,  soit  h  la 
hauteur  d'une  atmosphère  de  la  densité  (p),  et  e  la  hauteur  dont 
la  pesanteur  fait  tomber  les  corps  dans  une  seconde;  cette  vitesse 
sera 

V/4/te.(i— ê). 

Les  géomètres,  en  étendant  ces  principes  et  cette  analyse  au  cas 
où  l'air  a  trois  dimensions,  trouveront  facilement  que  dans  ce 
cas  la  vitesse  du  son  a  la  même  expression. 

La  formule  de  Newton  donne  yjihe  pour  l'expression  de  cette 
vitesse.  En  partant  des  valeurs  connues  de  e  et  de  A,  elle  serait 
de  2  83™^*',4  dans  une  seconde  sexagésimale,  à  la  température 
de  7°, 5.  L'expérience  faite  en  lySS  par  les  académiciens  français 
a  donné  à  cette  température  3  3  7"^**,  2.  Il  est  donc  bien  certain 
que  la  formule  de  Newton  donne  un  résultat  trop  faible.  Si  la 
valeur  de  i  était  nulle ,  ce  qui  rendrait  c  constant  et  par  consé- 
quent ê  nul,  la  formule  trouvée  ci-dessus  donnerait  4oo"**-,4 
pour  la  vitesse  du  son;  résultat  trop  considérable.  Il  est  donc 
bien  prouvé  par  cette  expérience  qu'il  existe  une  chaleur  latente 
I  dans  les  molécules  des  gaz. 

Je  vais  maintenant  déterminer  la  valeur  de  1— ê,  dont  dépend, 

TOME   T.  19 
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comme  on  Ta  vu,  la  vitesse  du  son  dans  l'atmosphère.  Pour  cela 
j'observe  que  pendant  la  courte  durée  d'une  vibration  aérienne, 
la  chaleur  absolue  c  -f-  /  d'une  molécule  d'air  vibrante  peut  être 
supposée  constante;  car  cette  chaleur  ne  pouvant  se  dissiper  que 
par  le  rayonnement  ou  par  sa  communication  aux  molécules 
voisines,  il  faut,  pour  avoir  ainsi  une  perte  sensible ^  un  temps 
beaucoup  plus  grand  que  la  durée  d'une  vibration,  durée  qui 
n'excède  pas  une  tierce.  Il  n'en  est  pas  de  même  de  la  chaleur 
libre  c,  qui  se  perd  non-seulement  par  le  rayonnement,  mais 
encore  par  sa  combinaison  due  à  la  variation  de  la  densité  p.  On 
peut  donc,  dans  le  cas  présent,  supposer  de  ou  d[c'}-i —  i  )  égal 
à  — di. 

La  température  n  de  l'espace  ou  la  densité  du  fluide  discret 
qui  la  représente  peut  aussi  être  supposée  constante  pendant  la 
durée  d'une  vibration  aérienne.  Elle  varie  dans  le  point  de  l'es- 
pace occupé  par  une  molécule  aérienne  vibrante,  à  raison  de  la 
variation  de  densité  de  l'air  qui  l'environne;  mais  cette  densité 
n'est  variable  que  dans  l'étendue  de  la  vibration,  étendue  très- 
petite  par  rapport  à  l'espace  environnant  :  la  variation  de  a  étant 
de  l'ordre  du  produit  de  cette  étendue  par  la  variation  de  la  den- 
sité de  l'air,  on  voit  qu'elle  peut  être  négligée.  Maintenant  la 
chaleur  absolue  c-Hi  de  la  molécule  ne  peut  dépendre  que  de 
ces  trois  choses  :  la  chaleur  libre  c,  la  température  u  de  Tespace, 
la  densité  p  de  l'air.  On  pourrait  y  ajouter  la  température  v  de 
la  molécule;  mais  cette  température  étant  celle  de  l'espace  dans 
lequel  la  molécule  serait  en  équilibre  de  chaleur,  elle  est  donnée 
par  l'équation 

kpc'~qv; 

elle  est  ainsi  fonction  de  p  et  de  c.  De  la  relation  qui  existe  entre 
les  trois  choses  dont  je  viens  de  parler  on  conclut  que  c-+-i  est 
fonction  de  kp*c\  p  et  u.  Désignons  par  V  cette  fonction,  et  par 
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P  la  quantité  ApV;  les  suppositions  de  c-hi  et  de  a  constants 
donneront 

On  aura  ensuite 

i.d.pC_dP_  dp    ^'\dp) 

Mais  nous  avons  désigné  ■  '^     par  (i — €)•  — ;  on  a  donc 


1— ê=-- 


"  m 


La  vitesse  du  son,  que  nous  avons  trouvée  égaleà\/4Ae.(i — ê), 
devient  ainsi 


—m  est  le 


Il  est  facile  de  s'assurer  que  la  fraction 71^  ®^*  ^^  rapport 

de  la  chaleur  spécifique  de  Tair  lorsqu'il  est  soumis  à  une  pression 
constante,  à  sa  chaleur  spécifique  lorsque  son  volume  est  cons- 
tant. En  effet,  en  élevant  d'un  degré  la  température  u  d'une 
masse  d'air  soumise  à  une  pression  constante,  on  augmente  sa 
chaleur  absolue  €-+-(,  de  la  quantité 

10. 
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(ip  étant  la  diminution  de  densité  que  cet  accroissement  de  tem- 
pérature produit  dans  la  masse  d*air,  et  (i  étant  un  coefficient 
qui,  suivant  les  expériences  de  M.  Gay-Lussac,  est  0,00875  à  la 
température  de  la  glace  fondante.  Si  Ton  suppose  le  volume  de 
la  masse  constant,  la  chaleur  nécessaire  pour  accroître  d*un  degré 
sa  température  sera 

Ces  deux  quantités  de  chaleur  sont  ce  que  Ton  nomme  chaleurs 
spécifiques,  dont  le  rapport  est  ainsi 

-p-(f) 

Krp)- 

De  là  il  suit  que  Ion  aura  la  vitesse  du  son  en  multipliant  )a 
formule  newtonienne  par  la  racine  carrée  du  rapport  de  ces  cha- 
leurs spécifiques;  ce  qui  est  le  théorème  que  j'ai  donné,  sans 
démonstration,  dans  les  Annales  de  physique  et  de  chimie  de 
Tannée  1816. 

Pour  comparer  ce  résultat  à  l'expérience,  je  vais  faire  usage 
d'une  expérience  très-intéressante  de  MM.  Desormes  et  Clément, 
que  ces  savants  physiciens  ont  consignée  dans  le  Journal  de 
physique  du  mois  de  novembre  1819.  Ils  ont  rempli  d'air  atmos- 
phérique un  ballon  de  verre  dont  la  capacité  était  de  2  8***~^4o. 
La  pression  de  l'air,  tant  à  l'extérieur  qu'à  l'intérieur,  était  alors 
représentée  par  une  hauteur  du  baromètre  égale  à  7 66™"-, 5.  La 
température  était  12°,  5  :  cette  température  et  la  hauteur  du 
baromètre  extérieur  ont  été  constantes  pendant  la  durée  de  Tex- 
périence ,  condition  indispensable.  Ils  ont  ensuite  extrait  du 
ballon  une  petite  quantité  d'air,  et  ils  font  fermé  au  moyen  d'un 
robinet.   Après  le   temps   nécessaire  pour  que  la    température 
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intérieure  fût  redevenue  la  même  que  l'extérieure,  ils  ont  observé 
la  difFérence  de  pression  du  dedans  au  dehors ,  au  moyen  d'un 
manomètre  adapté  au  ballon ,  et  ils  ont  trouvé  la  pression  inté- 
rieure moindre  que  l'extérieure  de  i3"^-,8i.  En  ouvrant  ensuite 
le  robinet,  l'air  extérieur  est  entré  dans  le  ballon  :  lorsqu'il  a 
cessé  de  s'y  introduire,  ce  qu'ils  ont  jugé,  soit  par  la  cessation 
du  bruit  que  l'air  faisait  en  y  entrant,  soit  par  le  manomètre  qui 
était  revenu  au  niveau,  ils  ont  promptement  fermé  le  robinet, 
en  sorte  que  l'intervalle  entre  son  ouverture  et  sa  fermeture  n'a 
pas  été  y  de  seconde.  Le  manomètre  ensuite  a  remonté,  et  lors- 
qu'il a  été  stationnaire  ou  lorsque  la  température  intérieure  est 
redevenue  la  même  que  l'extérieure,  il  a  indiqué  une  pression 
intérieure  plus  petite  que  l'extérieure  de  3"^*-,6ii.  Cette  expé- 
rience, la  meilleure  de  soixante  expériences  de  ce  genre  qu'ils 
ont  faites,  en  est  le  résultat  moyen.  On  peut  voir  dans  le  journal 
cité  une  description  plus  étendue  de  l'appareil  et  des  précautions 
qui  ont  été  prises. 

Dans  cette  expérience ,  la  chaleur  absolue  c  -f-  i,  de  chaque  mo- 
lécule d'air  intérieur,  et  la  température  u  de  l'espace,  peuvent  être 
supposées  sensiblement  constantes,  comme  dans  le  son,  pendant 
la  courte  durée  de  l'ouverture  du  robinet.  Mais  en  désignant  par 
F  la  pression  intérieure  immédiatement  avant  l'ouverture  du 
robinet,  l'air  intérieur  pendant  l'ouverture  du  robinet  a  passé  de 
cette  pression  à  la  pression  P  de  l'atmosphère,  puisque  au  moment 
de  la  fermeture  du  robinet  il  faisait  équilibre  à  cette  dernière  pres- 
sion. En  nommant  ensuite  p  la  densité  de  l'air  atmosphérique,  p 
celle  de  la  masse  de  l'air  intérieur  immédiatement  avant  l'ouver- 
ture du  robinet,  et  p"  la  densité  de  cette  masse  au  moment  de  la 
fermeture  du  robinet,  les  suppositions  de  c-t-i  et  de  u  constants 
donneront 
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V\  P\  p  étant  ce  que  deviennent,  pour  Tair  du  ballon  avant 
Touverturc  du  robinet  les  quantités  V,  P,  p  relatives  à  Tair  atmos- 
phérique. Il  est  facile  de  voir  que  la  densité  p'  est  à  trës-pea 
près  celle  de  Tair  intérieur  à  la  un  de  Texpérience,  à  cause  delà 
très-petite  quantité  d*air  introduite  dans  le  ballon  pendant  rou- 
verture  du  robinet.  Cette  densité  est  donc  proportionnelle  à  la 
pression  intérieure  à  la  fin  de  Texpérience,  pression  que  nous 
désignerons  par  P^  ce  qui  donne 


-f     '       P^— F 


P-P  ._ 


on  a  donc 


M- 

/  j\rf\    — 


"m 


P-F 
F"-?' 


Ainsi,  la  température  de  ratmosplière  étant  supposée  de  douze 
degrés  et  demi  centigrades,  et  sa  pression  étant  P',  ou  752™^-,69, 
la  vitesse  du  son  sera,  d'après  cette  expérience, 


^- 


,      i3'"'"-,8i 
2fte.  — îsx 


lO" 


199 


parce  que  Ton  a 


P  — Fr=i3-\8i, 


Le  rapport  des  deux  chaleurs  spécifiques  de  l'air  est  donc,  sui- 
vant cette  expérience,  égal  à  i,354  lorsque  la  hauteur  du  baro- 
mètre est  752"*"-,69  et  lorsque  sa  température  est  i2%5. 

Les  expériences  sur  l'air  donnent  à  cette  température  y/aie 
égal  à  286™, i;  d'où  il  résulte  la  vitesse  du  son  égal  à  SSa^^g.  Les 
académiciens  français  l'ont  obser\ée  de  3 3  7™, 2  à  la  température 
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'        de  7°, 5.  Il  faut  Taugmenter  de  3™, 2  pour  la  faire  correspondre  à 

*  une  température  de  i2%5,  ce  qui  donne  34o°',4;  résultat  qui  ne 

*  surpasse  celui  de  la  théorie  que  de  y'^^ô. 

''  MM.  Gay-Lussac  et  Welter  ont  bien  voulu  me  communiquer 

une  des  nombreuses  expériences  qu'ils  ont  faites  sur  cet  objet, 

*  par  un  moyen  qui  paraît  encore  plus  précis ,  tant  par  la  brièveté 
1         de  l'intervalle  pendant  lequel  Fair  intérieur  communique  avec 

l'air  extérieur,  intervalle  qui  n'est  pas  d'un  sixième  de  seconde , 
que  par  les  précautions  prises  pour  s'assurer  que  le  manomètre 
indique  à  la  fin  de  cet  intervalle  la  même  pression  à  l'intérieur 
qu'au  dehors.  Au  lieu  de  raréfier  l'air  intérieur,  comme  MM.  Clé- 
ment et  Desormes  l'avaient  fait,  ils  le  compriment  de  manière 
qu'avant  la  communication  avec  l'atmosphère,  la  pression  inté- 
rieure surpasse  l'extérieure.  Dans  l'expérience  citée,  cet  excès 
était  de  16""", 3644.  Après  cette  communication  et  lorsque  l'air 
intérieur  eut  repris  la  température  extérieure,  la  pression  inté- 

I         rieure  ne  surpassait  plus  celle  de  l'atmosphère  que  de  4°^s44o9. 

I  Cette  dernière  pression  a  été,  pendant  la  durée  de  l'expérience, 
égale  à  yôy™"*,  et  la  température  extérieure  a  été  de  i3**.  On  a 
donc  eu,  dans  cette  expérience, 

Pr-zyÔy™",     P  — Pr:..i6""",3644,     P'' - P -^  4"'" ,44o9 ; 

ce  qui  donne 

p_p' 

py— p,  ~-  1,37244. 


C'est  le  rapport  des  deux  chaleurs  spécifiques  de  l'air,  rapport 
qui,  par  l'expérience  précédente,  est  i,354-  On  voit  ainsi  que 
les  résultats  des  deux  expériences  faites  à  peu  près  à  la  même 
pression  et  à  la  même  température  diffèrent  peu  entre  elles,  ce 
qui  en  prouve  la  justesse.  La  vitesse  du  son,  conclue  de  l'expé- 
rience de. MM.  Gay-Lussac  et  Welter,  est  3 3 5", 2.  Elle  rapproche 


t 
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la  théorie  de  2™, 3  du  résultat  de  Tobservation.  D'autres  expé- 
riences des  mêmes  savants  donnent  un  résultat  encore  plus  rap- 
proché de  celui  de  l'observation.  Mais  ces  expériences  ont  été 
faites  sur  de  Tair  desséché,  ce  qui  peut  produire  une  légère  dîflTé- 
rence  entre  ces  résultats.  D'ailleurs  l'observation  des  académiciens 
français,  consignée  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences 
de  l'année  lySS,  doit  être  répétée  avec  plus  de  soin  et  en  y  em- 
ployant toutes  les  précautions  suggérées  par  les  progrès  de  la 
physique. 

Celte  considération  me  fit  proposer  au  Bureau  des  Longitudes 
la  répétition  de  cette  expérience.  Elle  donne  S^o^^SSg  à  la  tem- 
pérature do  l5^9  centésimaux:  la  hauteur  du  baromètre  était 
755,6.  Pour  comparer  à  cette  expérience  ma  formule  de  la  vitesse 
du  son,  j'ai  conclu  la  valeur  de  h  des  expériences  de  MM.  Biot  et 
Arago  sur  le  rapport  de  la  densité  de  l'air  à  celle  du  mercure. 
J'ai  déduit  la  valeur  de  e  de  l'expérience  du  pendule  par  Borda, 
et  l'ensemble  des  nombreuses  expériences  de  MM.  Gay-Lussac  et 
Welter  m'a  donné  1,8748  pour  le  rapport  des  deux  chaleurs 
spécifiques  de  l'air.  J'ai  trouvé  ainsi  3 87™,  1 44  pour  la  vitesse  du 
son  à  i5°,9  de  température.  On  doit  faire  à  ce  résultat  une  petite 
correction  dépendante  de  l'état  hygrométrique  de  l'air.  Toutes 
les  expériences  de  MM.  Biot,  Arago,  Gay-Lussac  et  Welter 
ont  été  faites  sur  un  air  privé  d'humidité.  La  vapeur  aqueuse 
répandue  dans  l'air  atmosphérique  étant  plus  légère  que  ce  fluide, 
il  doit  en  résulter  dans  la  vitesse  du  son  un  effet  analogue  à  celui 
de  la  chaleur.  Dans  la  nouvelle  expérience,  les  hygromètres  à 
cheveu  indiquaient  72°.  En  partant  des  expériences  de  M,  Gay- 
Lussac  sur  cet  hygromètre  et  sur  la  densité  de  la  vapeur  aqueuse, 
je  trouve  0^,571  pour  l'efiFet  hygrométrique  de  l'air:  en  rajou- 
tant à  la  vitesse  précédente,  on  aura  337^,71 5,  ce  qui  ne  di£Père 
du  résultat  34o°*,889  que  de  3°',i74.  Cette  différence  me  paraît 
être  dans  les  limites  des  petites  erreurs  dont  la  nouvelle   expé- 
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rience  et  les  éléments  du  calcul  dont  j'ai  fait  usage  sont  encore 
susceptibles. 

Les  savants  français  et  espagnols  envoyés  au  Pérou  pour  me- 
surer un  degré  du  méridien  ont  fait  à  Quito  l'observation  de  la 
vitesse  du  son,  qu'ils  ont  trouvée  la  même  à  fort  peu  près  que  l'on 
avait  observée  à  Paris ,  quoiqu'il  y  ait  une  grande  diflPérence  entre 
les  pressions  de  l'atmosphère  dans  ces  deux  villes,  la  hauteur 
moyenne  du  baromètre  n'étant  à  Quito  que  de  544"^'*-  Cette 
observation  fournit  le  moyen  de  vérifier  le  théorème  que  j'ai 
donné  pour  corriger  la  formule  newtonienne  sur  la  vitesse  du 
son.  La  vérité  de  ce  théorème  exige  que  C  désignant  la  chaleur 
spécifique  de  l'air,  lorsque  la  pression  est  constante,  et  C^  dési- 
gnant cette  chaleur  spécifique,  lorsque  le  volume  est  constant,  le 

C 

rapport  t-t  soit  à  peu  près  le  même,  sous  les  deux  pressions  baro- 

métriques  544°"^^  et  760"*''*  :  c'est  en  effet  ce  que  MM.  Gay-Lussac 
et  Welter  ont  trouvé  par  l'expérience. 

La  fonction  V  est  inconnue,  et  l'avantage  des  expériences  pré- 
cédentes est  de  donner  le  rapport  des  deux  chaleurs  spécifiques 
de  l'air,  sans  faire  aucune  supposition  sur  cette  fonction.  Il  serait 
cependant  bien  intéressant  de  la  connaître,  pour  la  théorie  des 
phénomènes  de  pression  et  de  chaleur  de  l'air  atmosphérique. 
Pour  y  parvenir,  j'observe  que  depuis  la  pression  représentée 
par  144""'"  jusqu'à  la  pression  i46o"^*-,  et  depuis  la  température 
—  20°  jusqu'à  la  température  4o%  intervalles  dans  lesquels 
MM.  Gay-Lussac  et  Welter  ont  étendu  jusqu'ici  leurs  expériences, 
les  résultats  de  ces  expériences,  comparés  à  mon  analyse,  donnent 

Q 

TT  constant  et  à  très-peu  près  égal  à  1,8748.  En  supposant  cette 
quantité  rigoureusement  constante,  on  a 
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d'où  Ton  tire  en  intégrant 


\|/  étant  ici  le  signe  d'une  fonction  arbitraire.  La  valeur  la  plus 
simple  de  V,  comprise  dans  cette  équation ,  est 


p 
Fh-H.- 

P 


F  et  H  étant  des  constantes.  En  y  substituant,  au  lieu  de  p,  sa 
valeur  donnée  par  l'équation 

V  étant  la  température,  on  aura 

V^F-hH^v-P"-       . 

Dans  cette  supposition,  la  chaleur  absolue  d'une  molécule  d'air 
croît,  sous  une  pression  constante,  comme  la  température  v,  ce 
qui  est  conforme  aux  phénomènes. 

Cette  expression  de  V  satisfait  à  la  vitesse  du  son  et  aux  expé- 
riences de  MM.  Gay-Lussac  et  Welter.  Voyons  comnfient  elle 
représente  les  expériences  sur  la  chaleur  que  l'air  abandonne  en 
passant  d'une  température  élevée  v  à  une  température  inférieure 
V,  sous  une  pression  déterminée  P.  La  chaleur  abandonnée  par 
une  molécule  d'air  sera,  d'après  l'expression  précédente  de  V^ 


Eq.{v'  -v).P 


cf-» 


et  la  chaleur  abandonnée  par  un  volume  d'air  à  cette  pression 
sera  proportionnelle  à  cette  quantité  multipliée  par  P,  parce  qu'il 
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y  a  d'autant  plus  de  molécules  d'air  dans  ce  volume,  que  P  est 
plus  considérable.  En  prenant  donc  pour  unité  cette  chaleur 
abandonnée,  celle  qu'abandonnera  un  égal  volume  d'air  dans  les 
mêmes  circonstances,  mais  sous  la  pression  P',  sera 

c. 


iW- 


MM.  Laroche  et  Bérard  ont  consigné  deux  expériences  de  ce 
genre  dans  leur  Mémoire  sur  la  chaleur  spécifique  des  gaz.  Dans 
ces  expériences  F  était  égal  à  ioo5"'*"-,8  et  P  était  égal  à  y^o"""  ,5. 
lis  ont  trouvé,  dans  une  première  expérience,  1,2127  pour  le 
rapport  des  chaleurs  abandonnées,  et  1,2 665  dans  une  seconde 

expérience.  La  fraction  précédente,  en   y  substituant  1,3748 

C 
pour  jr,  donne  1,249;  ce  qui  tient  à  peu  près  le  milieu  entre 

les  résultats  des  deux  expériences. 

Les  suppositions  de  V  et  a  constants  donnent 

^    dP       r.  dp 

Ainsi  P  étant  Lp^c",  on  aura 

de ^P    (  G  \ ,. 

C 
Tant  que  tt  sera  plus  petit  que  2 ,  la  compression  qui  fait  néces- 
sairement croître  la  densité  p  diminuera  la  chaleur  libre  c  de  la 
molécule  aérienne  et  augmentera  sa  chaleur  latente  i. 

Si  l'on  nomme  R  le  rayonnement  de  la  molécule,  on  aura  R 
p 
proportionnel  à  -  ;  on  aura  donc 


fHl-n 


20. 
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La  compression  augmentera  donc  le  rayonnement  de  la  molé- 
cule tant  que  p-  surpassera  l'unité;  elle  le  diminuera  dans  le  cas 

contraire.  Dans  le  premier  cas,  il  y  aura  augmentation  de  tem- 
pérature par  la  compression,  et  production  du  froid  par  la  dila- 
tation; dans  le  second  cas,  il  y  aura  production  de  froid  par  la 
compression,  et  augmentation  de  température  par  la  dilatation. 

La  tliéorie  newton ienne  sur  le  son  est  fondée  sur  les  deux 
équations  suivantes  : 

(ddx\  __  dV 

\dV)'^       pdX' 

P— (/pv, 

V  étant  la  température,  et  P  étant  la  pression.  La  première  de 
ces  équations  est  inexacte  parce  que  l'air  n'agit  point  sur  une 
couche  aérienne  d'une  épaisseur  infiniment  petite,  par  une  simple 
difiFérence  de  pression,  comme  il  agirait  sur  un  plan  d'une  épais- 
seur sensible.  De  plus,  la  seconde  équation  n'est  vraie  que  dans 
l'état  d'équilibre  de  l'air.  Cependant  il  est  remarquable  que  ces 
équations  soient  exactes,  pourvu  que  P,  au  lieu  d'exprimer  la 
pression  comme  dans  l'état  de  mouvement,  exprime  la  quantité 
fcpV,  qui  ne  représente  la  pression  que  dans  l'état  d'équilibre: 
cela  donne 

(ddx\ aP     d.pc    2P    /        gv      dp 
7F)  —  ~yj^:dX  —  ~'J'^^~^f'  pdX' 

d'où  l'on  tire,  en  substituant  pour  —  sa  valeur, 
/ddz\       -jP  ,        ..  /diz\ 

équation  identique  avec  celle  qui  résulte  de  notre  analyse* 
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Équations  générales  du  mouvement  des  fluides  élastiques. 

8.  On  peut  déduire  de  cette  analyse  les  équations  générales 
du  mouvement  des  fluides  élastiques.  Si  Ton  considère  une  molé- 
cule A  du  fluide,  son  calorique  c  sera  repoussé  par  le  calorique  c, 
des  molécules  qui  forment  l'élément  dxdydz  du  même  fluide. 
En  nommant  y  la  distance  de  cet  élément  à  la  molécule  A,  p»  la 
densité  du  même  élément,  et  représentant  par  H.  (p  [J]  la  loi  de 
répulsion  du  calorique^  l'action  répulsive  du  calorique  de  l'élé- 
ment sur  le  calorique  de  la  molécule  A  sera 

H.  (^  (y*  ) .  p,  c,  c.  dx  dy  dz. 

En  la  multipliant  par  la  variation  êf  de  sa  direction ,  le  produit 
sera 

H.  (p  [f) .  p,  c,  c.  âf.  dx  dy  dz. 

Soient  X,  Y,  Z  les  trois  coordonnées  orthogonales  de  la  molécule 
A,  et  X,  y,  z,  celles  de  l'élément;  on  aura 

/=V/{^-X)'  +  (j-Y)«  +  (z-X)', 

ce  qui  donne 

5f=_  [(3^-X).  ^X+(/-Y) SY+{z-Z)  SZ] 
^  f  " 

L'action  entière  répulsive  du  calorique  dii  gaz^  sur  le  calorique 

de  la  molécule  A,  multipliée  par  l'élément  de  sa  direction,  sera 

ainsi 

la  triple  intégrale  étant  prise  depuis  les  valeurs  infinies  négatives 
de  X,  j,  z,  jusqu'à  leurs  valeurs  infinies  positives.  On  a  ensuite 

p,c,  =  pc+ (x-X).(^')  +  {/-Y)-(^')  +  (^  -Z)-(^')  +  «te. 


158  MECANIQUE  CELESTE. 

p  étanl  la  densité  du  fluide  correspondante  aux  coordonnées  X, 
Y  et  Z.  Soit 

X  —  X==a;',     y  —  V=y,     z  —  Z=iz  ; 
la  fonction  précédente  deviendra 

--///[p-^'-(4f)-/-(4f)-^'-(4f)]-^x 

[x'hX  -hyâ\-\-z'êZ).dx'(fy'dz'. 

Par  la  nature  de  la  fonction  9(/)  '  on  a  entre  les  limites  infinies 
positives  ot  négatives, 


ÇCÇx'.'^.dx'dy'dz'=o, 
fffy.  ^.dx'(fy'dz'  =  o, 

Cff  z'.  ^.dx'dydz'==o, 

fffocy.  ^ .  da:'  dy'  dz'  =  o , 


etc. 


JJJ^^  îUj,dx'  <fy'd^'=fffy''^-  dx'dydz'==fj'Jz\  ^^.dx'dyt: 
ainsi  la  fonction  précédente  devient 

-«"•///[(4f)-'''-(4f)-«^- 

Concevons  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  des  X,  à  la  distance 
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X-{-x;  menons  au  point  d'intersection  de  ce  plan  avec  Taxe 
des  X  une  droite  à  la  molécule  dont  les  coordonnées  sont 
X-hx,  Y-h-y,  Z-+-z'.  Soit  $  cette  droite,  et  lar  Tangle  qu'elle 
forme  avec  le  plan  des  X  et  des  Y.  On  pourra  substituer  à  Télé- 
ment  dx'.  dy.  dz  l'élément  dx.  sdsd'us.  L'intégrale  relative  à  lar  doit 
être  prise  depuis  tar  nul  jusqu'à  «r  égal  à  la  circonférence  itt. 
L'intégrale  relative  à  s  doit  être  prise  depuis  s  nul  jusqu'à  5  infini, 
et  l'intégrale  relative  à  x'  doit  êti'e  prise  depuis  x'  égal  à  moins 
infini,  jusqu'à  x  égal  à  plus  infini:  De  là  on  tirera,  par  ce  qui 
précède, 


/// 


xW.<^y.i/.f>=4,K. 


Ainsi,  en  faisant 

P=2'7rHK.pV, 

la  fonction  précédente  ou  la  somme  des  produits  des  forces  répul- 
sives du  calorique  des  molécules  du  gaz,  sur  le  calorique  de  la 
molécule  A ,  par  les  éléments  de  leurs  directions ,  sera 

S? 

9  ' 

Soient  R,  S,  T  les  autres  forces  qui  sollicitent  cette  molécule 
parallèlement  aux  axes  des  X,  des  Y  et  des  Z;  la  somme  des  pro- 
duits de  ces  forces  par  les  éléments  de  leurs  directions  sera . 

R.SX^S.SY-hT.SZ. 

Enfin,  les  produits  des  mouvements  détruits,  par  les  éléments 
de  leurs  directions,  seront 
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on  aura  donc  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles 

o= -3P-^pR.3X-hpS.<ÎY-4-pT.3Z  (L) 

-P-(^)-^x-,(-).aY-,(^).az. 

Il  faut  joindre  à  celte  équation  celle  du  rayonnement  de  la  mo- 
lécule, ot  qui  est,  en  représentant  2  7rHK  par  k, 

k.pc*  =  (].v. 

Il  faut  y  joindre  encore  l'équation  (K)  du  n°  33  du  premier  livre, 
équation  qui  est  relative  à  la  continuité  du  fluide.  On  aura  ainsi 
les  équations  générales  du  mouvement  des  fluides  élastiques. 

Du  mélange  de  plusieurs  gaz. 

9.  Si  plusieurs  gaz  soumis  à  la  pression  P  et  à  la  température 
u  sont  mêlés  ensemble  dans  un  espace  tel  qu'ils  conservent  la 
même  pression  et  la  même  température,  alors,  en  nommant  v, 
V,  etc.  les  volumes  respectifs  de  ces  gaz  avant  le  mélange,  et  U 
le  volume  total  après  le  mélange,  on  aura,  comme  il  est  facile 
de  le  démontrer  par  ce  qui  précède , 

r  =  î;-t-t;'-+-  etc. 

Les  divers  gaz  finiront  par  se  mêler  entre  eux  de  manière  que  la 
plus  petite  partie  du  mélange  renferme  dans  la  même  proportion 
les  molécules  des  divers  gaz.  Dans  cet  état,  la  chaleur  libre  c 
d'une  molécule  A  sera  la  même  qu'avant  le  mélange.  En  effet, 
les  équations  (A)  du  n**  5  donnent,  avant  comme  après  le  mélange, 

c.\fPk  =  (jii. 

La  chaleur  absolue  c-f-i  de  la  molécule  A  reste  encore  la  même. 
Car  la  molécule  A  étant  soumise,  dans  le  mélange,  à  la  même 
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pression  et  à  la  même  température  qu  avant  le  mélange  «  et  sa 
chaleur  libre  c  étant  la  même,  sa  chaleur  absolue  c+i,  qui  ne 
peut  dépendre  que  de  ces  trois  choses ,  doit  rester  la  même. 

La  chaleur  spécifique  du  mélange  sous  une  pression  constante, 
ou  sous  un  volume  constant,  est  visiblement,  p,  p',  etc.  étant  ici 
les  nombres  de  grammes  de  chaque  gaz, 

d.lc  +  i)         ,  d.lc'+i') 


p-hp-hetc. 

on  peut  donc  facilement  la  conclure  des  expériences  sur  la  cha-* 
leur  spécifique  de  chacun  des  gaz. 

Considérons  présentement  les  mouvements  des  molécules  du 
mélange  :  il  est  facile  de  conclure  de  l'analyse  précédente  que  si 
Ion  fait 

P = 2 TT . HK.  (pc -h  pV  -f-  etc.)' , 

la  somme  des  produits  des  actions  répulsives  du  cuprique  des 
molécules  du  mélange  sur  le  calorique  c  d'une  molécule  Â  du 
premier  gaz,  par  les  éléments  de  leurs  directions,  sera 


l'équation  du  mouvement  de  la  moléciule  A  sera  donc 


o  =  _c.V^^^.3P-HR.^X-hS.aY^t.3Z 

TOME   V.  21 
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Pour  une  raolécnle'A'  du  second  gaz,  infiniment  voisine  de  A, 
l'équation  du  mouvement  sera 


o  ==.  _  c'.  XÏ^ .  dP^  R'.  ÔX'-H  S'.  êY-hT.  iZ' 

et  ainsi  de  suite.  Toutes  ces  équations  sont  différentes  si  c,  c,  etc. 
sont  diiTérents.  Relativement  aux  gaz  azote  et  oxygène,  éléments 
de  notre  atmosphère,  c  et  c  sont  peu  différents.  Les  molécules 
des  divers  gaz  se  sépareraient  dans  l'état  de  mouvement  si  elles 
n'étaient  pas  retenues  par  des  forces  incomparablement  plus  puis- 
santes que  les  forces  qui  accélèrent  leurs  mouvements.  Daas  les 
corps  solides,  eeis  forces  sont  les  attractions  mutuelles  de  leurs 
molécules,  qui  font  quelles  s  entraînent  réciproquement*  Dans 
les  gaz,  ces  forces  sont  celles  qui  dépendent  des  premières  puis- 
sances de  X,  y,  z  dans  l'analyse  précédente,  et  qui  se  détruisent 
mutuellement  dans  l'état  d'équilibre  et  d'un  mélange  complet 
des  divers  gaz.  Ces  forces,  par  la  nature  de  la  fonction  <p(/), 
sont  incomparablement  plus  grandes  que  les  forces  accélératrices 
du  mouvement,  et  qui  dépendent  des  carrés  de  Xy  y,  z .  Elles 
renaîtraient  pour  peu  que  les  molécules  des  divers  gaz  se  sépa- 
lassent,  et  par  là  elles  s'opposent  à  leur  séparation,  comme  dles 
établissent  l'équilibre  stable  du  mélange,  en  répandant  les  molé- 
cules des  divers  gaz  suivant  la  même  proportion  dans  toutes  les 
parties  de  ce  mélange.  On  peut  donc,  dans  l'état  de  mouvement, 
considérer  comme  molécule  du  mélange  un  groupe  infinimtot 
petit  des  molécules  des  divers  gaz,  dans  lequel  ces  molécules 
sont  en  même  proportion  que  dans  le  mélange  total;  et  l'on  peut 
supposer  les  molécules  de  chaque  groupe  liées  fixement  entre 
elles.  C'est  aux  forces  dont  je  viens  de  parler  qu'est  due  Téqua- 
tion  de  continuité  dans  le  mouvement  des  fluides. 
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Déterminons,  d'après  ce  qui  précède ,  la  vitesse  du  son  dans 
un  mélange  de  plusieurs  gaz,  et,  pour  simplifier  les  calculs,  ne 
considérons  que  deux  gaz.  Soient  p  et  p'  les  nombres  de  grammes 
de  chaque  gaz  contenu  dans  un  litre' du  mélange,  sous  la  pres- 
sion P  et  la  température  n.  Soient,^  la  même  pression  et  à  la 
même  température,  (p)  et  (p'),  les  pombres  de  grammes  de 
chaque  gaz  renfermé  séparément  dans  un  litre  pris  pour  unité 
d'espace.  Désignons  encore  par  C  et  C,  les  deux  chaleurs  spéci- 
fiques du  premier  gaz,  et  par  C,  C»  ies  mêmes  quantités  pour  le 
second  gaz.  Ces  deux  chaleurs  relaitives  au  mélai^ge  seront 

pC+pC  pC^+p'C\ 

p+p"  '      ^  p+p'  ' 

Ainsi  Texpression  de  la  vitesse  du  son  dans  une  atmosphère  for- 
mée de  ce  mélange  sera 


V/: 


P       pC+pG 
P+p'*pCi+p'G'/ 


L'excès  du  carré  de  cette  vitesse  sur  le  carré  de  la  vitesse  du 
son,  dans  le  premier  gaz,  sera  donc 

P       pC+p^C   _  P^  C  ^ 
.  p+ p  *  pC,4- p'C,  .      (p)  '  c, ' 

on  a  ensuite,  comme  il  est  &cile  de  le  voir, 

-^-hX— 1 

(p)^¥) 

On  conclut  de  là  ce  singulier  paradoxe,  savoir,  que  dans  le 
mélange  de  deux  gaz  la  vitesse  du  son  peut  n'être  pas  inter- 
médiaire entre  les  deux  vitesses  du  son  dans  chaque  gaz  :  elle 
peut  surpasser  la  plus  grande  ou  être  inférieure  à  la  plus  petite. 

21. 
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En  supposant  égales  les  vitesses  du  son  dans  chacun  de  ces  gaz, 
ce  qui  donne 

C  C 

(p)c. -"(7)c;' 

on  trouve  Texcès  du  carré  de  la  vitesse  du  son  dans  le  mélange, 
sur  le  carré  de  la  vitesse  du  son  dans  chaque  gaz,  égal  à 

ï\p.p'.[{p')-{p)].{C'-C) . 

{pMp')-(p+p')-(pC.+p'C^)' 

ainsi,  dans  ce  cas,  la  vitesse  du  son  dans  le  mélange  surpassera 
cette  vitesse  dans  chaque  gaz,  ou  lui  sera  inférieure,  suivant  que 

[{P  )  —  (p)](C  —  ^)  ^^^^  positif  ou  négatif. 

Des  atmosphères. 

10.  Les  fluides  élastiques  ne  peuvent  exister  qu  autant  quils 
sont  contenus  par  une  cause  extérieure  qui  les  empêche  de  se 
dissiper,  telle  que  les  parois  d'un  espace  limité,  ou  par  une  force 
intérieure,  telle  que  l'attraction  d'un  grand  corps  qu'ils  envi- 
ronnent :  c'est  le  cas  des  atmosphères  de  la  terre  et  des  corps 
célestes.  Je  vais  considérer  ici  spécialement  l'atmosphère  ter- 
restre. 

Imaginons  un  tuyau  conique  très-étroit  dont  le  sommet  soit 
au  centre  de  la  terre,  et  qui  s'élève  jusqu'aux  limites  de  Tatmos- 
phère.  Représentons  par  R  le  rayon  terrestre,  et  par  s  la  hauteur, 
au-dessus  de  la  surface  de  la  terre,  d'une  molécule  aérienne 

située  sur  l'axe  du  cône  ;  sa  pesanteur  sera  /-dttt,  »  m  étant  la 

pesanteur  à  la  surface  de  la  terre.  Soit  c  la  chaleur  de  la  molé- 
cule, u  la  température  de  l'espace  ou  de  la  partie  du  tuyau  qui 
correspond  à  cette  molécule;  on  aura 

kp(f  =  (]u; 
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ensuite,  on  aura  par  ce  qui  précède,  dans  Tétat  d'équilibre, 

P  (R+5)' 

On  peut  ici  changer  8  end  parce  que  l'on  ne  doit  considérer  que 
la  seule  coordonnée  s,  et  alors  on  a 

P  est  égal  à  A;pV;  et,  dans  l'état  d'équilibre,  il  exprime  la  pres- 
sion. On  a  donc 

V  =  qpu; 
ce  qui  donne 

d'où  l'on  tire  en  intégrant 

Ç     9d' 

P=(P).c  Ji-\^')\ 

/'     gds 

(P),  (p),  (a)  étant  ce  que  deviennent  P,  p  et  a  à  la  surface  de 
la  terre,  et  c  étant  ici  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique 
est  Tunité.  Ces  deux  équations  servent  de  fondement  aux  théories 
du  baromètre  et  des  réfractions. 

Pour  déterminer  la  vitesse  du  son  dans  le  sens  vertical ,  j'ob- 
serve que  si  Ton  suppose  l'air  renfermé  dans  un  tube  vertical 
cylindrique,  ce  qui  ne  change  point  Texpression  de  la  vitesse, 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  et  si  l'on  fait  s  =  ?>+s\  S  étant 
la  hauteur  initiale  de  la  molécule,  on  aura,  par  ce  qui  précède, 

(dds'X  2P  ,       g.    dp  g 

\  de  y  — ~y ^^      ^rJTs        (R+S+57' 
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Si  Ton  développe  cette  équation ,  les  termes  indépendants  de  s 
se  détruisent  par  les  conditions  de  l'équilibre,  et  Ton  trouvera 
pour  l'expression  fort  approchée  de  la  vitesse  du  son 


v/; 


C  étant  la  chaleur  spécifique  de  l'air,  sous  une  pression  quel- 
conque P,  et  correspondante  à  la  température  u  :  Cj  est  sa  cha- 
leur spécifique  sous  un  volume  constant,  à  la  pression  P  et  à  la 
température  u.  Cette  expression  est  une  fonction  de  S;  en  la 
désignant  par  M,  on  aura,  à  très-peu  près,  pour  le  temps  t  que 
le  son  emploie  à  s'élever  à  la  hauteur  S, 


Dans  le  système  des  ondes  lumineuses,  il  faut  considérer  chaque 
molécule  de  lumière  comme  un  point  répulsif  dont  la  répulsion 
ne  s'exerce  sensiblement  qu'à  des  distances  insensibles.  Ici  la 
considération  de  la  température  devient  inutile,  et  c  doit  être 
supposé  constant  :  on  peut  le  prendre  pour  la  molécule  même; 
au  lieu  que  dans  les  gaz,  la  chaleur  qu'il  représente  est  distincte 
de  la  molécule  et  varie  avec  la  température,  ce  qui  distingue 
essentiellement  le  fluide  lumineux,  des  gaz  qui  nous  sont  connus. 
On  a,  dans  le  cas  d'équilibre. 


dP  =  — 


gpds 


P  =  ftpV, 
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et  en  intégrant 

(p)  étant  la  valeur  de  p,  lorsque  s  est  infini. 

Si  Ton  conçoit  maintenant  que  le  corps  dont  le  fluide  est  l'at- 
mosphère le  fasse  vibrer  pour  produire  la  lumière,  on  trouvera, 
par  l'analyse  exposée  ci-dessus,  que  la  vitesse  de  la  lumière  est 
à  fort  peu  près,  dans  le  sens  vertical,  \/2^pc",  ou 


v/^ 


En  supposant  donc  qu'ainsi  que  dans  les  atmosphères  de  la  terre 
et  des  astres,  (p)  soit  nul,  la  vitesse  de  la  lumière  sera  i  A 


R  +  5   ' 

elle  sera  nulle  à  une  distance  infinie,  et  à  la  surface  elle  sera 


\/i 


A  la  surface  du  soleil,  cette  vitesse  n'est  pas  la  sept-centième 
partie  de  celle  de  la  lumière  telle  qu'on  l'a  observée;  car  en  nom- 
mant e  l'espace  dont  la  pesanteur  fait  tomber  les  corps  à  cette 
surface  dans  la  première  seconde  prise  pour  unité,  on  a 


ae=^. 


ce  qui  donne 

\/ï=V^ 

Cette  dernière  quantité  est  d'environ  437810  mètres,  et  elle  n'est 
pas  la  sept-centième  partie  de  l'espace  décrit  par  la  lumière  dans 
une  seconde.  Il  faut  donc  supposer  (p)  dans  l'espace,  incompa- 
rablement plus  grand  que  l'accroissement  de  densité  du  fluide, 
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dû  à  la  pesanteur  solaire  :  nous  ne  connaissons  dans  Tespace 
céleste  aucune  force  comprimante  qui  puisse  donner  à  (p)  cette 
valeur. 

De  la  vapeur  aqueuse. 

11 .  Si  Ton  introduit  un  volume  d'eau  dans  un  vase  vide  her- 
métiquement fermé  et  placé  dans  un  espace  d'une  température 
donnée,  il  s'élèvera  de  la  surface  du  liquide  des  vapeurs  qui  con- 
tinueront de  s'élever  jusqu'à  ce  que  leur  pression  arrête  cet  effet. 
La  pression  et  la  densité  de  la  vapeur  parvenue  à  cet  état  d* équi- 
libre sont  d'autant  plus  grandes,  que  la  chaleur  de  l'espacée  est 
plus  considérable.  On  a  formé,  par  l'expérience,  des  tables  du 
rapport  entre  la  pression  et  la  température;  mais  la  loi  rigou- 
reuse de  ce  rapport  n'est  connue,  ni  à  priori,  ni  par  les  observa- 
tions. Appliquons  à  cette  vapeur  naissante  la  formule  suivante, 
que  nous  avons  donnée  dans  le  n^  7  pour  les  gaz  : 


11  est  facile  d'en  conclure  que  si  Ton  désigne  par  V  le  nombre 
de  grammes  d'eau  bouillante  sous  la  pression  barométrique  o"*,76, 
dont  la  chaleur  employée  à  former  un  gramme  de  sa  vapeur  peut 
élever  d'un  degré  la  température;  si  l'on  nomme  ensuite  6  et  6, 
les  nombres  de  grammes  de  ce  liquide ,  dont  la  température  peut 
être  élevée  d'un  degré,  par  les  chaleurs  employées  pour  élever 
d'un  degré  la  température  d'un  gramme  de  vapeurs,  lorsque  la 
pression  P  reste  constante  et  lorsque  le  volume  est  constant; 
enfin,  si  l'on  nomme  (ê)  et  [v)  ce  que  deviennent  ê  et  v  lorsque 
P  est  égal  à  la  pression  barométrique  0^,76,  on  aura 


V'=F'-;-Ç).[v.P^"'.-(v)], 
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F'  étant  une  constante,  et  P  exprimant  ici  le  nombre  de  fois  que 
la  pression  P  contient  la  pression  barométrique  o^'^yô.  Il  est  facile 
de  voir  que  F' — i  est  le  nombre  de  grammes  d'eau  à  la  tempé- 
rature de  1 00**,  dont  un  gramme  de  vapeurs  de  cette  température, 
et  sous  la  pression  o'^^yô,  réduites  en  liquide,  élèverait  d'un  degré 
la  température.  Ce  nombre,  d'après  un  grand  nombre  d'expé- 
riences, est  à  peu  près  égal  à  55o;  ainsi  un  gramme  de  vapeurs, 
en  se  réduisant  en  eau  à  la  température  de  loo^  élèverait  d'un 
degré  la  température  d'un  nombre  de  grammes  d'eau  égal  à 

55,--h(^.[t..P^"'-(v)]. 

On  aura,  par  ce  qui  précède,  les  valeurs  de  v  et  de  (v),  en  ajou- 
tant aux  températures  indiquées  par  un  thermomètre  d'air,  266**  3; 
ce  qui  donne 

(v)  =  366°|. 

Suivant  quelques  physiciens,  le  terme 

se  réduit  à  }^^  ce  qui  suppose  (ê)  =1,  c'est-à-dire  que  la  cha- 
leur spécifique  de  la  vapeur  aqueuse  est  égale  à  celle  de  l'eau 
bouillante  :  cela  suppose  encore  que  j-  est  égal  à  l'unité.  Mais 

ces  deux  suppositions  pourraient  n'être  qu'approchées,  et  repré- 
senter les  expériences  de  ces  physiciens  dans  les  limites  des 
erreurs  dont  ces  expériences  délicates  sont  susceptibles.  D'autres 
physiciens  ont  cru  trouver  ce  terme  nul  par  leurs  expériences. 
Ce  terme  ne  peut  devenir  nul  qu'en  supposant  (ê)  nul;  ce  qui 
est  impossible,  et  ce  qui  paraît  d'ailleurs  contraire  aux  expé- 
riences que  l'on  a  faites  pour  déterminer  (ê). 

TOME    V.  22 
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Considérations  sur  la  théorie  précédente  des  gaz. 

12.  Je  terminerai  ces  recherches  par  les  considérations  sui- 
vantes. 

La  théorie  précédente  du  son  est  fondée  sur  la  seule  hypo- 
thèse que  Tétat  élastique  d'un  gaz  est  dû  à  la  force  répulsive  du 
calorique  libre  c  de  chaque  molécule  du  gaz,  hypothèse  bien 
naturelle  et  qui  me  paraît  clairement  indiquée  par  Taccroisse- 
ment  du  ressort  des  gaz ,  lorsque  leur  chaleur  augmente.  Alors  on 
a,  comme  je  l'ai  fait  voir  ci-dessus, 

et  Ton  en  conclut,  par  ce  qui  précède, 

/ddx\  _        d? 
\dt^  )~     "  pdX' 

Ensuite,  le  peu  de  durée  d'une  vibration  aérienne  permet  de 
supposer  insensible  la  perte  qu'éprouve  la  chaleur  absolue  c  ~f-  ï 
de  la  molécule  vibrante  pendant  la  courte  durée  de  sa  vibration, 
durée  qui  n'excède  pas  une  tierce.  Considérant  donc  cette  cha- 
leur comme  une  fonction  V  de  la  pression  P  et  de  la  densité  p 
du  gaz,  ce  que  l'on  peut  faire  puisque,  cette  pression  et  cette  den- 
sité étant  déterminées,  la  chaleur  absolue  c-f-r  et  la  chaleur  libre 
c  sont  déterminées,  on  peut  supposer  V  constant  pendant  la  durée 
de  la  vibration  ;  ce  qui  donne 


d?  p  /rfV\    .    dp      /rfV\ 


d'où  l'on  tire  l'expression  précédente  \^he.[i  —  ê)  de  la  vitesse 
du  son,  et  le  théorème  que  j'ai  publié  dans  les  Annales  de  phy- 
sique et  de  chimie  de  1816,  suivant  lequel  il  faut,  pour  avoir 
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cette  vitesse,  multiplier  la  formule  newtonienne  y/îAe  par  la 

C 
racine  carrée  du  rapport  ^ ,  C  étant  la  chaleur  spécifique  du  gaz 

lorscpie  la  pression  est  constante,  et  Ci  étant  sa  chaleur  spécifique 
lorsque  son  volume  ou  sa  densité  sont  constants. 
Ayant  supposé  précédemment 

i±£.  =  (i_6).^, 

pc  \  '     p 

il  en  résulte 

de  g  dp 

~~~  *T' 

La  supposition  de  la  chaleur  absolue  c  +  i  constante  donne 
dc=z — di;  on  a  donc 

di  =  ê  c.  —  ; 

P 

ainsi  la  chaleur  latente  ou  combinée  i  de  Tair  saccroit  par  la 
pression,  du  moins  à  la  surface  de  la  mer.  Â  cette  surface  les 
observations  sur  le  son  donnent  à  peu  près  €  =  0,3.  Ainsi  Texis- 
tence  d'une  chaleur  latente  i  et  son  accroissement  par  la  pression 
sont  des  résultats  de  l'observation.  L'existence  d'une  chaleur 
lartente  i  est  encore  indiquée  par  les  expériences  de  MM.  Laroche 
et  Bérard  sur  la  chaleur  spécifique  de  l'air.  En  effet,  on  a 

90=  sj\- 
L'équation 

donne 

P 

on  a  donc 

qv 
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Si  la  chaleur  libre  c  était  la  chaleur  absolue  c-{-i,  ou  si  la 

chaleur  latente  i  était  nulle,  on  aurait  ^  égal  à  — .  On  aurait 

donc,  dans  Tanalyse  que  nous  avons  donnée  sur  les  expériences 
de  MM.  Laroche  et  Bérard, 


(f)'^  =  ''^73; 


et  ces  expériences  donnent,  par  un  milieu,  le  premier  membre 
de  cette  équation  égal  à  1,24. 

La  théorie  que  j'ai  proposée  sur  la  chaleur  suppose  le  rayon- 
nement du  calorique  :  la  facilité  d'expliquer  par  ce  rayonnement 
les  divers  phénomènes  de  la  chaleur  l'a  fait  admettre  par  le  plus 
grand  nombre  des  physiciens.  Mais  ma  théorie  ajoute  à  la  sup- 
position de  ce  rayonnement  celle  de  sa  production  par  la  force 
répulsive  du  calorique  libre  des  molécules  environnantes.  Cesl 
ce  que  je  vais  déduire  des  phénomènes  à  l'égard  des  gaz. 

La  loi  de  Mariote  donne 

u  étant  la  température  que  je  représente  ici  par  la  densité  du 
fluide  discret  produit  par  les  rayonnements  des  divers  corps  ren- 
fermés dans  un  espace.  Pour  un  autre  gaz,  on  a 

p  étant  la  densité  de  ce  nouveau  gaz.  Suivant  la  loi  de  M.  Gay- 
Lussac,  la  pression  P  restant  la  même,  le  rapport  de  p'  à  p  reste 
le  même,  quelle  que  soit  la  température  u;  le  rapport  de  ^  (n) 
à  \|/(m)  est  donc  constant,  quel  que  soit  u;  ce  qui  donne 

(p{u)=<,.n.{u), 
>!.(«) =7'.  n.(u), 
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q  et  q   étant  des  constantes,  et  n(tt)  étant  une  fonction  quel- 
conque de  a  commune  à  tous  les  gaz  :  alors  on  a 

?  =  (]p.Il[u)=kp'c\ 

Désignons  par  R  le  rayonnement  d'une  molécule  d'un  gaz;  ce 
rayonnement  est  égal  à  Tabsorption  du  calorique  discret  de  l'es- 
pace par  la  molécule,  en  vertu  de  l'équilibre  de  température;  et 
cette  absorption  doit  être  supposée  proportionnelle  à  n;  on  a 
donc 

R=/.u, 

/  étant  une  constante  dépendante  de  la  nature  du  gaz;  donc 
p_wpr    ^/«    _ i^Q.    ^A 

Ainsi,  en  considérant  le  rayonnement  comme  produit  par  une 
force  agissante  sur  le  calorique  c  de  la  molécule  proportionnelle- 
ment à  ce  calorique,  l'intensité  de  cette  force  sera  proportionnelle 
à  pc;  or  pc  est,  par  le  n**  6,  proportionnel  à  la  force  répulsive 
du  calorique  du  gaz;  la  force  productrice  du  rayonnement  est 
donc  proportionnelle  à  cette  force  répulsive.  La  même  chose  a 
lieu  relativement  au  mélange  de  plusieurs  gaz;  car  ce  mélange 
étant  supposé  soumis  à  la  même  pression  et  à  la  même  tempéra- 
ture que  le  gaz  dont  je  viens  de  parler,  et  que  je  suppose  entrer 
dans  ce  mélange,  le  rayonnement  d'une  molécule  A  de  ce  gaz 
sera  le  même  dans  ces  deux  cas.  Lorsque  le  gaz  est  entré  dans  le 
mélange,  les  forces  extérieures  qui  agissent  sur  la  molécule, 
savoir,  la  température  et  la  force  répulsive  du  calorique  environ- 
nant, qui  est  proportionnelle  à  pc-hpV-H-  etc.  ûu  à  i /^,  étant 

supposées  les  mêmes,  l'état  intérieur  de  la  molécule  A  doit  être 
encore  le  même  :  ainsi  la  chaleur  libre  c  de  la  molécule,  sa  cha- 
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leur  absolue  c--i,  et  son  rayonnement  R  doivent  être  les  mêmes 
dans  le  cas  où  le  gaz  existait  seul  et  dans  le  cas  où  il  entre  dans 
le  mélange.  On  a  donc  encore,  dans  ce  dernier  cas  comme  dans 
le  premier, 

Le  rayonnement  est  ainsi  proportionnel  à  la  force  répulsive  du 
calorique  du  mélange.  Il  est  donc  naturel  de  prendre  cette  force 
répulsive  pour  la  force  même  qui  fait  rayonner  le  calorique  de 
la  molécule.  Cette  force  produit  par  son  action  fétat  gazeux  dn 
fluide,  sa  pression  P,  et  le  rayonnement  R  de  ses  molécules,  en 
détachant  les  parcelles  du  calorique  quelles  tendeot  à  retenir 
par  leur  attraction.  Si,  comme  il  est  naturel  de  Tadmettre,  ce 
dernier  effet  ne  dépend,  comme  le  second,  que  du  produit  de 
cette  force  par  le  calorique  c  contenu  dans  la  molécule  A ,  alors 

î77-r  devient  une  constante.  C'est  d'ailleurs  la  manière  la  plus 

"(")  ... 

simple  de  concevoir  que  la  fonction  II  (a)  soit  commune  à  tous 

les  gaz,  et  nous  favons  adoptée.  On  voit  ainsi  que  les  hypothèses 

sur  lesquelles  ma  théorie  de  la  chaleur  est  fondée  sont  toutes 

indiquées  par  les  phénomènes. 
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DES  OSCILLATIONS  DES  FLUIDES  QUI  RECOUVRENT  LES  PLANETES. 


CHAPITRE   PREMIER. 

NOTICE  HISTORIQUE  DES  RECHERCHES  DES  GéOBfÉTRES  SUR  CET  OBJET, 
ET  SPÉCIALEMENT  SUR  LE  FLUX  ET  LE  REFLUX  DE  LA  MER. 


1.  Newton  a  donné,  le  premier,  la  vraie  théorie  du  flux  et  du 
reflux  de  la  mer,  en  la  rattachant  à  son  grand  principe  de  la 
pesanteur  universelle.  Kepler  avait  bien  reconnu  la  tendance  des 
eaux  de  la  mer  vers  les  centres  du  soleil  et  de  la  lune;  mais,  igno- 
rant la  loi  de  cette  tendance  et  les  méthodes  nécessaires  pour  la 
soumettre  au  calcul,  il  n  a  pu  donner  sur  cet  objet  qu  un  aperçu 
vraisemblable.  Galilée,  dans  ses  Dialogues  sur  le  système  du 
monde,  exprime  son  étonnement  et  ses  regrets  de  ce  qu  un  aperçu 
qui  lui  semblait  ramener  dans  la  philosophie  naturelle  les  qua- 
lités occultes  des  anciens,  eût  été  présenté  par  un  homme  aussi 
pénétrant  que  Kepler.  Il  expliqua  le  flux  et  le  reflux  par  les  chan- 
gements diurnes  que  la  rotation  de  la  terre,  combinée  avec  sa  ré- 
volution autour  du  soleil,  produit  dans  le  mouvement  absolu  de 
chaque  molécule  de  la  mer.  Son  explication  lui  parut  tellement 
incontestable  qu  il  la  donna  comme  l'une  des  preuves  principales 
du  système  de  Copernic,  dont  la  défense  lui  suscita  tant  de  per- 
sécutions. Les  découvertes  ultérieures  ont  confirmé  Taperçu  de 
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Kepler  et  détruit  l'explication  de  Galilée,  entièrement  contraire 
aux  lois  de  Téquilibre  et  du  mouvement  des  fluides.  Je  n'en  parle 
ici  que  pour  montrer  jusqu'à  quel  point  les  meilleurs  esprits  sa- 
busent  quelquefois  sur  leurs  propres  conceptions. 

La  théorie  de  Newton  parut  en  1687,  ^^"^  son  ouvrage  des 
Principes  mathématiques  de  la  philosophie  naturelle.  Ce  grand 
géomètre,  dans  le  corollaire  19  de  la  proposition  66  du  premier 
livre,  conçoit  un  canal  circulaire  environnant  la  terre,  et  rempli 
d'un  fluide  qui,  tournant  avec  elle,  est  attiré  par  un  astre.  Il 
observe  que  le  mouvement  de  chaque  molécule  fluide  doit  êlre 
accéléré  dans  ses  conjonctions  el  dans  ses  oppositions  avec  cet 
astre,  et  qu'il  doit  être  relardé  dans  ses  quadratures;  en  sorte 
que  le  fluide  doit  avoir  un  mouvement  de  flux  et  de  reflux  ana- 
logue à  celui  de  la  mer.  Mais  il  ne  donne  ni  la  loi,  ni  la  mesure 
de  ce  niouvement.  L'explication  véritable  de  ce  phénomène  est 
renfermée  dans  les  propositions  26  et  27  du  troisième  livre,  où 
Newton  détermine  les  forces  du  soleil  et  de  la  lune  pour  mouvoir 
les  eaux  de  la  mer.  Il  y  considère  la  mer  comme  un  fluide  de 
même  densité  que  la  terre  qu'il  recouvre  totalement,  et  qui  prend 
à  chaque  instant  la  figure  011  il  serait  en  équilibre  sous  TactioD 
du  soleil.  En  supposant  ensuite  que  cette  figure  est  celle  d'uD 
ellipsoïde  de  révolution  dont  le  grand  axe  est  dirigé  vers  le  soleil, 
il  détermine  le  rapport  des  deux  axes  par  le  même  procédé  qui 
lui  avait  donné  le  rapport  des  axes  de  la  terre  aplatie  par  la  force 
centrifuge  de  son  mouvement  de  rotation.  Le  grand  axe  de  Td- 
lipsoïde  aqueux  étant  dirigé  constamment  vers  le  soleil,  la  plus 
grande  hauteur  de  la  mer  dans  chaque  port,  quand  le  soleil  est 
à  Téquateur,  doit  arriver  à  midi  et  à  minuit;  le  plus  grand  abais- 
sement doit  avoir  lieu  au  lever  et  au  coucher  de  cet  astre.  L'action 
de  là  lune  produit  un  ellipsoïde  semblable,  mais  plus  allongé, 
parce  que  l'action  de  cet  astre  est  plus  puissante.  Le  peu  d'excen- 
l  ri  cité  de  ces  ellipsoïdes  permet  de  les  concevoir  superposés  l'un 
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à  Fautre,  en  sorte  que  le  rayon  de  la  surface  de  la  mer  soit  la 
somme  des  rayons  correspondants  de  leurs  surfaces,  moins  le 
rayon  correspondant  de  la  surface  d'équilibre  que  la  mer  pren- 
drait sans  l'action  des  deux  astres. 

De  là  naissent  les  principales  variétés  du  flux  et  du  reflux  de 
la  mer.  Dans  les  syzygies,  les  deux  grands  axes  coïncident,  et  la 
plus  grande  hauteur  de  la  mer  arrive  aux  instants  de  midi  et  de 
minuit.  Le  plus  grand  abaissement  a  lieu  au  lever  et  au  coucher 
des  astres.  Dans  les  quadratures,  le  grand  axe  de  l'ellipsoïde 
lunaire  et  le  petit  axe  de  l'ellipsoïde  solaire  coïncident.  La  pleine 
mer  a  donc  lieu  au  lever  et  au  coucher  des  astres,  et  elle  est  le 
minimum  des  pleines  mers;  la  basse  mer  arrive  aux  instants  de 
midi  et  de  minuit,  elle  est  le  maximum  des  basses  mers.  En  expri- 
mant donc  l'action  de  chaque  astre  par  la  différence  des  deux 
demi-axes  de  son  ellipsoïde,  qui  lui  est  évidemment  proportion- 
nelle, on  voit  que  si  le  port  est  situé  à  l'équateur,  l'excès  de  la 
plus  haute  mer  syzygie  sur  la  plus  basse  mer  syzygie  exprimera 
la  somme  des  actions  lunaire  et  solaire ,  et  l'excès  de  la  plus  haute 
mer  quadrature  sur  la  plus  basse  mer  quadrature  exprimera  la 
différence  de  ces  actions.  Si  le  port  n'est  pas  à  l'équateur,  il  faut 
multiplier  ces  excès  par  le  carré  du  cosinus  de  sa  latitude.  On 
peut  donc,  par  l'observation  des  hauteurs  des  marées  syzygies  et 
quadratures,  déterminer  le  rapport  de  l'action  de  la  lune  à  celle 
du  soleil.  Newton  conclut  de  quelques  observations  faites  à  Bristol 
que  ce  rapport  est  celui  de  six  et  un  tiers  à  l'unité.  Les  distances 
des  astres  au  centre  de  la  terre  influent  sur  tous  ces  effets,  l'ac- 
tion de  chaque  astre  étant  réciproque  au  cube  de  sa  distance. 

Quant  à  l'intervalle  des  pleines  mers  d'un  jour  à  l'autre.  New- 
ton observe  qu'il  est  le  plus  petit  dans  les  syzygies;  qu'il  croît  en 
allant  d'une  syzygie  à  la  quadrature  suivante  ;  que  dans  le  pre- 
mier octant  il  est  égal  à  un  jour  lunaire,  et  qu'il  est  à  son 
maximum  dans  la  quadrature;  qu'ensuite  il  diminue;  <]        '  )ctant 
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suivant  il  redevient  égal  au  jour  lunaire;  et  qu'enfin ^  dans  la 
syzygie,  il  reprend  son  minimam.  Sa  valeur  moyenne  est  ie  jour 
lunaire,  en  sorte  qu  il  y  a  autant  de  pleines  mers  que  de  passages 
de  la  lune  au  méridien  supérieur  et  inférieur. 

Tels  seraient,  suivant  la  théorie  de  Newton,  les  phénomènes 
des  marées  si  le  soleil  et  la  lune  se  mouvaient  dans  le  plan  de 
Téquateur.  Mais  l'observation  a  fait  connaître  que  les  plus  hautes 
mers  n  arrivent  point  au  moment  même  de  la  syzygîe,  mais  un 
jour  et  demi  après.  Newton  attribue  ce  retard  au  mouvement  d*os- 
cillation  de  la  mer  qui  se  conserverait  encore  quelque  temps  si 
l'action  des  astres  venait  à  cesser.  La  théorie  exacte  des  ondu- 
lations de  la  mer  produites  par  cette  action  fait  voir  que,  sans  les 
circonstances  accessoires,  les  plus  hautes  pleines  mers  coïncide- 
raient avec  la  syzygie,  et  que  les  pleines  mers  les  plus  basses 
coïncideraient  avec  la  quadrature.  Ainsi  leur  retard  sur  les  ins- 
tants de  ces  phases  ne  peut  être  attribué  à  la  cause  que  Newton 
lui  assigne:  il  dépend,  ainsi  que  Theure  de  la  pleine  mer  dans 
chaque  port,  des  circonstances  accessoires.  Cet  exemple  nous 
montre  combien  on  doit  se  défier  des  aperçus  même  les  plus 
vraisemblables,  quand  ils  ne  sont  point  vérifiés  par  une  rigoureuse 
analyse. 

Cependant  la  considération  de  deux  ellipsoïdes  superposés  Tun 
à  Tautre  peut  encore  représenter  les  marées,  pourvu  que  Ton 
dirige  le  grand  axe  de  l'ellipsoïde  solaire  vers  un  soleil  fictif  tou- 
jours également  éloigné  du  vrai  soleil.  Le  grand  axe  de  Tellipsoïde 
lunaire  doit  être  pareillement  dirigé  vers  une  lune  fictive  toujours 
également  éloignée  de  la  véritable ,  mais  à  une  distance  telle  que 
la  conjonction  des  deux  astres  fictifs  n'arrive  qu'un  jour  et  demi 
après  la  syzygie. 

Cette  considération  de  deux  ellipsoïdes,  étendue  au  cas  où  les 
astres  se  meuvent  dans  des  orbes  inclinés  à  l'équateur,  ne  peut  se 
concilier  avec  les  observations.  Si  le  port  est  situé  à  l'équateur, 
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elle  donne,  vers  le  maximum  des  marées,  les  deux  pleines  mers 
du  matin  et  du  soir  à  très-peu  près  égales,  quelle  que  soit  la 
déclinaison  des  astres;  seulement  Faction  de  chaque  astre  est 
diminuée  dans  le  rapport  du  carré  du  cosinus  de  sa  déclinaison 
à  Tunité.  Mais  si  le  port  a  une  latitude,  ces  pleines  mers  pour* 
raient  être  fort  différentes;  et  quand  la  déclinaison  des  astres  est 
égale  à  l'obliquité  de  Técliptique,  la  marée  du  soir  à  Brest  serait 
environ  huit  fois  plus  grande  que  celle  du  matin.  Cependant  les 
observations  très-multipliées  dans  ce  port  font  voir  qu'alors  ces 
deux  marées  y  sont  presque  égales,  et  que  leur  plus  grande  diflFé- 
rence  n  est  pas  un  trentième  de  leur  somme.  Newton  attribue  la 
petitesse  de  cette  différence  à  la  même  cause  par  laquelle  il  avait 
expliqué  le  retard  de  la  plus  haute  mer  sur  Tinstant  de  la  syzygie, 
savoir,  au  mouvement  d'oscillation  de  la  mer,  qui,  suivant  lui, 
reporte  une  grande  partie  de  la  marée  du  soir  sur  la  haute  mer 
suivante  du  matin ,  et  rend  ces  deux  marées  presque  égales.  Mais 
la  théorie  des  ondulations  de  la  mer  fait  voir  encore  que  cette 
explication  n'est  pas  exacte,  et  que,  sans  les  circonstances  acces- 
soires, les  deux  marées  consécutives  ne  seraient  égales  que  dans 
le  cas  où  la  mer  aurait  partout  la  même  profondeur. 

Newton,  dans  les  éditions  suivantes  de  son  ouvrage,  n'a  presque 
rien  ajouté  à  sa  théorie  du  flux  et  du  reflux  de  la  mer,  exposée 
dans  la  première;  seulement  il  a  eu  égard,  dans  le  calcul  de  l'ac- 
tion de  la  lune,  au  changement  de  la  distance  lunaire  produit 
par  l'inégalité  de  la  variation.  La  plus  haute  mer  suivant  d'un  jour 
et  demi  l'instant  de  la  syzygie,  il  a  cru  que  dans  le  calcul  du 
maximum  de  la  marée  l'action  du  soleil  devait  être  multipliée  par 
le  cosinus  du  double  du  mouvement  synodique  de  la  lune  pen- 
dant cet  intervalle.  Mais  cette  correction  est  fautive  parce  que  la 
marée,  dans  un  port,  n'est  pas  le  résultat  de  l'action  immédiate 
des  astres,  mais  celui  de  leur  action  antérieure  d'un  jour  et  demi. 
On  peut  assimiler  ces  marées  à  celles  qui,  étant  dues  à  faction 
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immédiate  des  astres,  emploieraient  un  jour  et  demi  à  parvenir 
dans  le  port- 

En  1738,  r Académie  des  sciences  proposa  la  cause  du  flux  et 
du  reflux  de  la  mer  pour  le  sujet  du  prix  de  mathématiques  qu  elle 
décerna  en  1740.  Quatre  pièces  furent  couronnées:  les  trois  pre- 
mières ,  fondées  sur  le  principe  de  la  pesanteur  universelle  »  étaient 
de  Daniel  BernouUi,  d'Euler  et  de  Maclaurin;  le  jésuite  Cavalleri, 
auteur  de  la  quatrième,  avait  adopté  le  système  des  tourbillons. 
Ce  fut  le  dernier  honneur  rendu  à  ce  système  par  T Académie, 
qui  se  remplissait  alors  de  jeunes  géomètres  dont  les  heureux 
travaux  devaient  contribuer  si  puissamment  aux  progrès  de  la 
mécanique  céleste. 

Les  pièces  qui  ont  pour  base  la  loi  de  la  pesanteur  universelle 
sont  des  développements  de  la  théorie  de  Newton  :  elles  s*appuient 
non-seulement  sur  cette  loi,  mais  encore  sur  l'hypothèse  adoptée 
par  ce  grand  géomètre,  savoir,  que  la  mer  prend  à  chaque  ins- 
tant la  figure  où  elle  serait  en  équilibre  sous  l'astre  qui  Tattire. 
La  pièce  de  Bernoulli  est  celle  qui  contient  les  développements 
les  plus  étendus.  L'auteur  recherche  d'abord  la  figure  d'équilibre 
de  la  mer  attirée  par  le  soleil,  dans  le  cas  où  ce  fluide  recouvri- 
rait la  terre  entière  supposée  sphérique  et  formée  de  couches 
sphériques  dont  la  densité  varie  du  centre  à  la  surface  »  suivant 
une  loi  quelconque.  Il  conçoit  deux  canaux  communiquant  en- 
semble au  centre  de  la  terre,  le  premier  étant  dirigé  vers  le  soleil, 
et  le  second  étant  perpendiculaire  au  premier.  Ces  deux  canaux 
sont  remplis  des  parties  des  couches  terrestres  et  de  la  mer  qu^ils 
traversent;  il  suppose  toutes  les  parties  fluides  dans  l'intérieur 
des  canaux,  et  il  détermine  l'allongement  de  la  colonne  dirigée 
vers  le  soleil  pour  qu'elle  soit  en  équilibre  avec  l'autre  colonne. 
La  loi  de  densité  des  couches  du  sphéroïde  terrestre  peut  être 
coordonnée  de  manière  que  la  formule  à  laquelle  on  parvient 
ainsi  donne  un  allongement  propre  à  satisfaire  aux  hauteurs 
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observées  des  marées,  pour  lesquelles  BernouUi  juge  que  la  for- 
mule de  Newton  donne  des  résultats  trop  faibles.  En  appliquant 
à  l'atmosphère  la  formule  de  BernouUi,  on  trouve  que  dans  l'in- 
tervalle de  la  haute  mer  à  la  basse  mer  suivante ,  la  hauteur  du 
baromètre  varierait  d'environ  cent  cinquante  millimètres  vers  les 
syzygies;  et  cependant  les  observations  n'indiquent  alors  aucune 
variation  sensible  dans  le  baromètre  :  ce  que  BernouUi  attribue 
au  ressort  de  l'air  qui,  suivant  lui,  rétablit  très-promptement 
l'équUibre  de  l'atmosphère.  Un  rétablissement  aussi  prompt,  dans 
une  masse  fluide  aussi  étendue ,  est  trop  contraire  aux  principes 
du  mouvement  des  fluides  pour  être  admis;  mais  d'Alembert, 
dans  ses  recherches  sur  la  cause  des  vents,  a  remarqué  le  vice  de 
la  formule  de  BernouUi  en  ce  que  le  globe  terrestre  étant  solide, 
on  ne  doit  point  étendre  jusqu'à  son  centre  l'équUibre  des  canaux, 
qui  n'a  lieu  que  pour  les  canaux  extérieurs  à  ce  globe.  Cette  for- 
mule n'est  exacte  que  dans  le  cas  où  la  densité  de  la  mer  est  égale 
à  la  densité  moyenne  de  la  terre,  et  alors  eUe  donne  le  résultat 
de  la  formule  de  Newton. 

BernouUi  détermine  les  hauteurs  et  les  heures  des  marées,  en 
supposant  d'abord  le  soleU  et  la  lune  mus  dans  le  plan  de  l'équa- 
teur.  Il  donne  les  expressions  de  ces  quantités  en  ayant  égard  aux 
variations  de  la  distance  de  la  lune  à  la  terre,  et  il  réduit  ces 
expressions  en  tables.  Il  conclut  le  rapport  des  actions  du  soleil 
et  de  la  lune  sur  la  mer,  des  retards  journaliers  des  marées, 
retards  qui  sont  à  leur  minimum  dans  les  syzygies  et  à  leur  maxi- 
mum dans  les  quadratures.  Ce  moyen  d'obtenir  ce  rapport  lui 
semble  préférable  à  la  considération  du  maximum  et  du  minimum 
des  hauteurs,  employée  par  Newton.  Cependant  l'observation  des 
hauteurs  des  pleines  mers  étant  plus  facile  et  plus  sûre  que  celle 
des  heures  de  leur  arrivée,  eUe  doit  donner  une  valeur  plus  pré- 
cise de  ce  rapport,  pourvu  qu'on  ait  égard  à  toutes  les  causes  qui 
peuvent  la  modifier.  Par  cette  raison,  j'ai  préféré  pour  cet  objet 
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la  considération  des  hauteurs  des  marées.  Quant  au  retard  des 
maxima  et  des  minima  des  marées  sur  les  instants  des  syzygies  et 
des  quadratures,  BernouUi  l'attribue,  comme  Newton,  à  Tinertie 
des  eaux  de  la  mer,  et  peut-être,  ajoute-t-il,  une  partie  de  ce 
retard  dépend  du  temps  que  l'action  de  la  lune  emploie  à  par- 
venir à  la  terre.  Mais  j'ai  reconnu  que  l'attraction  universelle  se 
transmet  entre  les  corps  célestes  avec  une  vitesse  qui ,  si  elle  n  est 
pas  infinie,  surpasse  plusieurs  millions  de  fois  la  vitesse  de  la 
lumière;  et  l'on  sait  que  la  lumière  de  la  lune  parvient  en  moins 
de  deux  secondes  à  la  terre. 

Bernoulli  considère  ensuite  le  cas  de  la  nature  dans  lequel  les 
orbes  du  soleil  et  de  la  lune  sont  inclinés  à  l'équateur.  Il  trouve 
que  l'excès  des  hauteurs  de  deux  pleines  mers  consécutives.  Tune 
sur  l'autre,  serait  très-grand  dans  nos  ports,  vers  les  syzygies 
solsticiales.  Il  explique,  comme  Newton,  le  peu  de  diflérence  que 
l'on  observe  entre  ces  hauteurs,  par  le  mouvement  d'oscillation 
de  la  mer  en  vertu  duquel  la  plus  grande  marée  donne  à  très-peu 
près,  à  la  plus  petite,  ce  qui  manque  à  celle-ci  pour  l'égaler.  Mais 
nous  avons  remarqué  ci-dessus  le  vice  de  cette  explication.  Ber- 
noulli termine  sa  pièce  par  la  recherche  du  point  fixe  auquel  il 
convient  de  rapporter  les  hauteurs  des  pleines  mers.  Il  place  ce 
point  à  la  surface  d'équilibre  que  la  mer  prendrait  si  le  soleil  et 
la  lune  cessaient  de  l'agiter;  et  il  trouve  qu'il  est  aux  deux  tiers 
de  l'intervalle  du  maximum  des  hautes  mers  au  minimum  des  basses 
mers  :  ce  qui  n'est  pas  exact ,  par  les  considérations  suivantes. 
L'expression  des  actions  du  soleil  et  de  la  lune,  développées  en 
cosinus  d'angles  proportionnels  au  temps,  est  formée  de  deux 
parties,  l'une  indépendante  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre, 
l'autre  dépendante  de  ce  mouvement.  La  première  partie  n* élève 
pas,  à  Brest,  la  mer  d'un  tiers  de  mètre  au-dessus  de  sa  surface 
d'équilibre;  elle  n'est  point  sensiblement  modifiée  parles  circons- 
tances accessoires.  L'autre  partie,  considérablement  augmentée 
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par  ces  circonstances,  élève  la  mer  autant  au-dessus  de  sa  surface 
d'équilibre  qu'elle  l'abaisse  au-dessous.  C'est  donc  à  fort  peu  près 
au  milieu  de  l'intervalle  de  la  plus  haute  à  la  plus  basse  mer  que 
le  point  dont  il  s'agit  doit  être  placé. 

Euler,  dans  sa  pièce,  conçoit  d'abord,  ainsi  que  Newton  et 
Daniel  Bernoulli,  la  mer  en  équilibre  sous  l'action  du  soleil.  Il 
détermine  la  figure  qu'elle  doit  prendre  pour  être  en  équilibre, 
par  la  condition  que  la  force  dont  chaque  molécule  est  animée , 
soit  perpendiculaire  à  cette  surface.  En  n'ayant  point  égard  à 
l'attraction  mutuelle  des  molécules  de  la  mer,  ce  qui  simplifie 
beaucoup  le  problème,  il  trouve  une  figure  elliptique  dont  l'ex- 
trémité du  grand  axe  dirigé  vers  le  soleil  s'élève  au-dessus  de  la 
surface  d'équilibre  de  la  mer  non  soumise  à  l'action  du  soleil, 
d'une  quantité  égale  à  la  masse  du  soleil  divisée  par  le  cube  de  sa 
distance  au  centre  de  la  terre,  la  masse  de  cette  planète  et  son 
rayon  étant  pris  pour  unité.  Ce  résultat  n'est  qu'environ  le  quart 
de  celui  de  Newton.  Euler  en  conclut  que  la  méthode  de  Newton 
est  erronée,  et  que  ce  grand  géomètre  n'a  pas  même  touché  la 
question.  Mais  le  peu  d'accord  de  leurs  résultats  provient  de  ces 
deux  causes  :  l'une ,  que  Newton  donne  la  différence  des  deux 
demi-axes  du  sphéroïde  aqueux,  ou  la  hauteur  de  la  pleine  mer 
au-dessus  de  la  basse  mer,  tandis  qu'Euler  ne  donne  que  la  hau- 
teur de  la  pleine  mer  au-dessus  de  sa  surface  d'équilibre,  hauteur 
qui  n'est  que  les  deux  tiers  de  la  première.  La  seconde  cause  est 
l'attraction  mutuelle  des  molécules  de  la  mer  que  Newton  suppose 
de  même  densité  que  la  terre,  et  qui  augmente  la  différence  des 
deux  demi-axes  du  sphéroïde  aqueux.  Par  la  réunion  de  ces  deux 
causes,  le  résultat  d'Euler  est  à  celui  de  Newton  dans  le  rapport 
de  quatre  à  quinze;  ainsi,  au  lieu  des  reproches  qu'Euler  fait  à  la 
méthode  de  Newton,  il  devait  plutôt  en  admirer  la  finesse.  Euler, 
s'élevant  au-dessus  de  l'hypothèse  que  la  mer  est  à  chaque  instant 
en  équilibre  sous  l'action  du  soleil,  essaye,  dans  sa  pièce,  de 
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soumettre  au  calcul  les  oscillations  de  ce  fluide.  Mais  la  théorie 
du  mouvement  des  fluides,  à  laquelle  il  a  tant  contribué  Im- 
même, n  était  pas  encore  connue.  Il  y  a  suppléé  par  la  supposi- 
tion qu'une  molécule  de  la  mer  en  mouvement  tend  à  revenir  à 
sa  position  verticale  d'équilibre  avec  une  force  proportionnelle  à 
sa  distance  verticale  de  cette  position.  En  combinant  cette  force 
avec  l'action  du  soleil,  il  parvient,  pour  déterminer  cette  distance, 
à  une  équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre.  Eoler 
donne  une  méthode  pour  intégrer  ce  genre  d'équations  qui  se 
rencontrent  si  fréquemment  dans  la  physique  céleste.  C'est  la 
chose  la  plus  remarquable  de  sa  pièce,  et  la  seule  à  laquelle  on 
reconnaît  le  grand  analyste  qui,  par  ses  découvertes  dans  toutes 
les  branches  de  l'analyse  et  par  la  perfection  qu'il  a  su  donner  à 
la  langue  analytique,  peut  être  regardé  comme  le  père  de  l'ana- 
lyse moderne. 

Je  viens  enfin  à  la  pièce  de  Maclaurin,  dont  j'ai  déjà  parlé  dans 
le  premier  chapitre  du  livre  XL  Elle  offre  peu  de  détails  sur  le 
flux  et  le  reflux  de  la  mer;  mais,  par  l'importance  et  la  nouveauté 
des  théorèmes  qu'elle  contient  sur  les  attractions  des  sphéroïdes, 
et  par  l'élégance  de  leurs  démonstrations  synthétiques,  elle  méri- 
tait au  moins  de  partager  le  prix  de  l'Académie, 

D'Alembert,  dans  son  Traité  sur  la  cause  générale  des  vents, 
qui  remporta,  en  1746,  le  prix  proposé  sur  cet  objet  par  l'Aca- 
démie des  sciences  de  Prusse,  considéra  les  oscillations  de  l'at- 
mosphère produites  par  les  attractions  du  soleil  et  de  la  lune.  En 
supposant  la  terre  privée  de  son  mouvement  de  rotation,  dont  il 
jugeait  la  considération  inutile  dans  ces  recherches,  et  supposant 
l'atmosphère  partout  également  dense  et  soumise  à  Tattraction 
d'un  astre  en  repos,  il  détermina  les  oscillations  de  ce  fluide.  Mais 
lorsqu'il  voulut  traiter  le  cas  où  l'astre  est  en  mouvement  ^  la 
difficulté  du  problème  le  força  de  recourir,  pour  le  simplifier,  à 
des  hypothèses  précaires  dont  les  résultats  ne  peuvent  pas  même 
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être  considérés  comme  des  approximations.  Ses  formules  donnent 
un  vent  constant  d'orient  en  occident,  mais  dont  l'expression 
dépend  de  l'état  initial  de  l'atmosphère;  or  les  quantités  dépen- 
dantes de  cet  état  ont  dû  disparaître  depuis  longtemps  par  toutes 
les  causes  qui  rétabliraient  l'équilibre  de  l'atmosphère  si  l'action 
des  astres  venait  à  cesser;  on  ne  peut  donc  pas  expliquer  ainsi 
les  vents  alises.  Le  traité  de  d'Alembert  est  remarquable  par  les 
solutions  de  quelques  problèmes  sur  le  calcul  intégral  aux  diffé- 
rences partielles,  solutions  dont  il  fit,  un  an  après,  l'application 
la  plus  heureuse  au  mouvement  des  cordes  vibrantes. 

Le  mouvement  des  fluides  qui  recouvrent  les  planètes  était 
donc  un  sujet  presque  entièrement  neuf,  lorsque  j'entrepris, 
en  1774,  de  le  traiter.  Aidé  par  les  découvertes  que  Ton  venait 
de  faire  sur  le  calcul  aux  différences  partielles  et  sur  la  théorie 
du  mouvement  des  fluides,  découvertes  auxquelles  d'Alembert  eut 
beaucoup  de  part,  je  publiai  dans  les  Mémoires  de  l'Académie 
des  sciences,  pour  l'année  1775,  les  équations  différentielles  du 
mouvement  des  fluides  qui  recouvrent  la  terre ,  quand  ils  sont 
attirés  par  le  soleil  et  la  lune.  J'appliquai  d'abord  ces  équations 
au  problème  que  d'Alembert  avait  tenté  inutilement  de  résoudre, 
celui  des  oscillations  d'un  fluide  qui  recouvrirait  la  terre  supposée 
sphérique  et  sans  rotation,  en  considérant  l'astre  attirant  en  mou- 
vement autour  de  cette  planète.  Je  donnai  la  solution  générale 
de  ce  problème,  quelle  que  soit  la  densité  du  fluide  et  son  état 
initial,  en  supposant  même  que  chaque  molécule  fluide  éprouve 
une  résistance  proportionnelle  à  sa  vitesse;  ce  qui  me  fit  voir  que 
les  conditions  primitives  du  mouvement  sont  anéanties  à  la  longue 
par  le  frottement  et  par  la  petite  viscosité  du  fluide.  Mais  l'ins- 
pection des  équations  différentielles  me  fit  bientôt  reconnaître  la 
nécessité  d'avoir  égard  au  mouvement  de  rotation  de  la  terre. 
Je  considérai  donc  ce  mouvement,  et  je  m'attachai  spécialement 
à  déterminer  les  oscillations  du  fluide  indépendantes  de  son  état 
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initial,  les  seules  qui  soient  permanentes.  Ces  oscillations  sont  de 
trois  espèces.  Celles  de  la  première  espèce  sont  indépendantes  du 
mouvement  de  rotation  de  la  terre,  et  leur  détermination,  offre 
peu  de  difficultés.  Les  oscillations  dépendantes  de  la  rotation  de 
la  terre,  et  dont  la  période  est  d'environ  un  jour,  forment  la 
seconde  espèce.  Enfin,  la  troisième  espèce  est  composée  des 
oscillations  dont  la  période  est  à  peu  près  d'un  demi-jour  :  elles 
surpassent  considérablement  les  autres  dans  nos  ports.  Je  déter- 
minai ces  diverses  oscillations,  exactement  dans  les  cas  où  cela 
se  peut,  et  par  des  approximations  très-convergentes  dans  les 
autres  cas.  L'excès  de  deux  pleines  mers  consécutives  Tune  sur 
l'autre,  dans  les  solstices,  dépend  des  oscillations  de  la  seconde 
espèce.  Cet  excès,  très-peu  sensible  à  Brest,  y  serait  fort  grand 
suivant  la  théorie  de  Newton.  Ce  grand  géomètre  et  ses  successeurs 
attribuaient,  comme  je  l'ai  dit,  cette  différence  entre  les  formules 
et  les  observations  à  l'inertie  des  eaux  de  l'Océan,  Maïs  Tanalyse 
me  fit  voir  qu'elle  dépend  de  la  loi  de  profondeur  de  la  mer.  Je 
cherchai  donc  la  loi  qui  rendait  nul  cet  excès,  et  je  trouvai  que 
la  profondeur  de  la  mer  devait  être,  pour  cela,  constante.  En 
supposant  ensuite  la  figure  de  la  terre  elliptique,  ce  qui  donne 
pareillement  à  la  mer  une  figure  elliptique  d'équilibre,  je  donnai 
l'expression  générale  des  inégalités  de  la  seconde  espèce,  et  j'en 
conclus  cette  proposition  remarquable,  savoir,  que  les  mouve- 
ments de  l'axe  terrestre  sont  les  mêmes  que  si  la  mer  formait  une 
masse  solide  avec  la  terre;  ce  qui  était  contraire  à  l'opinion  des 
géomètres,  et  spécialement  de  d'Alembert  qui,  dans  son  important 
ouvrage  sur  la  précession  des  équinoxes,  avait  avancé  que  la  flui- 
dité de  la  mer  lui  ôtait  toute  influence  sur  ce  phénomène.  Mon 
analyse  me  fit  encore  reconnaître  la  condition  générale  de  la 
stabilité  de  l'équilibre  de  la  mer.  Les  géomètres,  en  considérant 
l'équilibre  d'un  fluide  placé  sur  un  sphéroïde  eUiptique,  avaient 
remarqué  qu'en  aplatissant   un  peu   sa   figure  il   ne  tendait  à 
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revenir  à  son  premier  état  que  dans  le  cas  où  le  rapport  de 
sa  densité  à  celle  du  sphéroïde  serait  au-dessous  de  -f-,  et  ils 
avaient  fait  de  cette  condition  celle  de  la  stabilité  de  l'équilibre 
du  fluide.  Mais  il  ne  suffit  pas,  dans  cette  recherche,  de  considérer 
un  état  de  repos  du  fluide  très-voisin  de  Tétat  d'équilibre;  il  faut 
supposer  à  ce  fluide  un  mouvement  initial  quelconque  très-petit, 
et  déterminer  la  condition  nécessaire  pour  que  le  mouvement  restie 
toujours  contenu  dans  d'étroites  limites.  En  envisageant  ce  pro- 
blème sous  ce  point  de  vue  général ,  je  trouvai  que  si  la  densité 
moyenne  de  la  terre  surpasse  celle  de  la  mer,  ce  fluide  dérangé, 
par  des  causes  quelconques,  de  son  état  d'équilibre,  ne  s'en  écar- 
tera jamais  que  de  quantités  très^petites ,  mais  que  les  écarts  pour- 
raient être  fort  grands  si  cette  condition  n'était  pas  remplie.  Enfin 
je  déterminai  les  oscillations  de  l'atmosphère  sur  l'Océan  qu'il 
recouvre,  et  je  trouvai  que  les  attractions  du  soleil  et  de  la  lune 
ne  peuvent  produire  le  mouvement  constant  d'orient  en  occident, 
que  l'on  observe  sous  le  nom  de  vents  alises.  Les  oscillations  de 
l'atmosphère  produisent  dans  la  hauteur  du  baromètre  de  petites 
oscillations,  dont  l'étendue  à  l'équateur  est  d'un  demi-millimètre, 
et  qui  méritent  l'attention  des  observateurs. 

Les  recherches  précédentes,  quoique  fort  générales ,  sont  encore 
loin  de  représenter  les  observations  des  marées  dans  nos  ports  : 
elles  supposent  la  surface  du  sphéroïde  terrestre,  régulière  et 
recouverte  entièrement  par  la  mer,  et  l'on  sent  que  les  grandes 
irrégularités  de  éette  surface  doivent  modifier  considérablement 
le  mouvement  des  eaux  dont  elle  n  est  qu'en  partie  recouverte. 
L'expérience  montre,  en  effet,  que  les  circonstances  accessoires 
produisent  des  variétés  considérables  dans  les  hauteurs  et  dans 
les  heures  des  marées  des  ports  ibéme  très-rapprdchés.  Il  est 
impossible  de  soumettre  au  calcul  ces  variétés,  parée  que  les 
circonstances  dont  elles  dépendent  ne  sont  pas  connues;  et  quand 
même  elles  le  seraient,  l'extrême  difficulté  du  problème  eiiipê- 
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cherait  de  le  résoudre.  Cependant,  au  milieu  des  modifications 
nombreuses  du  mouvement  de  la  mer  dues  aux  circonstances,  ce 
mouvement  conserve  avec  les  forces  qui  le  produisent  des  rap- 
ports propres  à  indiquer  la  nature  de  ces  forces  et  à  vérifier  la  loi 
des  attractions  du  soleil  et  de  la  lune  sur  la  mer.  La  recherche 
de  ces  rapports  des  causes  à  leurs  effets  n'est  pas  moins  utile, 
dans  la  philosophie  naturelle,  que  la  solution  directe  des  pro- 
blèmes, soit  pour  vérifier  l'existence  de  ces  causes,  soit  pour 
déterminer  les  lois  de  leurs  effets  :  elle  est  d'un  usage  plus  fré- 
quent, et  elle  est,  ainsi  que  le  calcul  des  probabilités,  un  heureux 
supplément  à  l'ignorance  et  à  la  faiblesse  de  l'esprit  humain.  Dans 
la  question  présente,  j'ai  fait  usage  du  principe  suivant,  qui  peut 
être  utile  dans  d'autres  occasions. 

«  L'état  d'un  système  de  corps  dans  lequel  les  conditions  pri- 
«  mitives  du  mouvement  ont  disparu  par  les  résistances  que  ce 
«  mouvement  éprouve  est  périodique  comme  les  forces  qui  Ta- 
«  ni  ment.  » 

De  là  j'ai  conclu  que  si  la  mer  est  sollicitée  par  une  force 
périodique  exprimée  par  le  cosinus  d'un  angle  qui  croît  propor- 
tionnellement au  temps ,  il  en  résulte  un  flux  partiel  exprimé  par 
le  cosinus  d'un  angle  croissant  de  la  même  manière,  mais  dont 
la  constante,  renfermée  sous  le  signe  cosimis,  et  le  coefficient  de 
ce  cosinus,  peuvent  être,  en  vertu  des  circonstances  accessoires, 
très-différents  des  mêmes  constantes  dans  l'expression  de  la  force, 
et  ne  peuvent  être  déterminés  que  par  l'observation.  L'expression 
des  actions  du  soleil  et  de  la  lune  sur  la  mer  peut  être  développée 
dans  une  série  convergente  de  pareils  cosinus.  De  là  naissent 
autant  de  flux  partiels  qui,  par  le  principe  de  la  coexistence  des 
petites  oscillations,  s'ajoutent  ensemble  pour  former  le  flux  total 
que  l'on  observe  dans  un  port.  C'est  sous  ce  point  de  vue  que  j*ai 
envisagé  les  marées  dans  le  quatrième  livre.  Pour  lier  entre  elles 
les  diverses  constantes  des  flux  partiels,  j'ai  considéré  chaque  flux 
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comme  produit  par  Faction  d'un  astre  qui  se  meut  uniformément 
dans  le  plan  de  Téquateur,  Les  flux  dont  la  période  est  d'environ 
un  demi-jour  sont  dus  à  l'action  d'astres  dont  le  mouvement 
propre  est  fort  lent  par  rapport  au  mouvement  de  rotation  de  la 
terre;  et  comme  l'angle  du  cosinus  qui  exprime  l'action  d'un  de 
ces  astres  est  un  multiple  de  la  rotation  de  la  terre,  plus  ou  moins 
un  multiple  du  mouvement  propre  de  l'astre,  et  que  d'ailleurs 
les  constantes  des  cosinus  qui  expriment  les  flux  produits  par 
deux  astres  auraient  les  mêmes  rapports  aux  constantes  des  cosi- 
nus qui  expriment  leurs  actions,  si  les  mouvements  propres  étaient 
égaux,  j'ai  supposé  que  les  rapports  varient  d'un  astre  à  l'autre 
proportionnellement  à  la  difl^érence  des  mouvements  propres. 
L'erreur  de  cette  hypotlièse,  s'il  y  en  a  une,  n'a  point  d'influence 
sensible  sur  les  principaux  résultats  de  mes  calculs. 

Les  plus  grandes  variations  de  la  hauteur  des  marées  dans  nos 
ports  sont  dues  à  l'action  du  soleil  et  de  la  lune,  supposés  mus 
uniformément  dans  leurs  orbites,  et  toujours  à  la  même  distance 
de  la  terre.  Mais  pour  avoir  la  loi  de  ces  variations,  il  faut  com- 
biner les  observations  de  manière  que  toutes  les  autres  variations 
disparaissent  de  leur  résultat.  C'est  ce  que  l'on  obtient  en  consi- 
dérant les  hauteurs  des  pleines  mers,  au-dessus  des  basses  mers 
voisines,  dans  les  syzygies  et  les  quadratures  prises  en  nombre 
égal  vers  chaque  équinoxe  et  vers  chaque  solstice.  Par  ce  moyen, 
les  flux  indépendants  de  la  rotation  de  la  terre  et  ceux  dont  la 
période  est  d'environ  un  jour  disparaissent,  ainsi  que  les  flux 
produits  par  la  variation  de  la  distance  du  soleil  à  la  terre.  En 
considérant  trois  syzygies  ou  trois  quadratures  consécutives,  et  en 
doublant  l'intermédiaire,  on  fait  disparaître  les  flux  que  produit 
la  variation  de  la  distance  de  la  lune,  parce  que  si  cet  astre  est 
périgée  dans  une  syzygie,  il  est  à  peu  près  apogée  dans  la  syzygie 
suivante,  et  la  compensation  est  d'autant  plus  exacte,  que  Ton 
emploie  un  plus  grand  nombre  d'observations.  Par  ce  procédé, 
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riiiflueiice  des  veiils  sur  le  n\sullal  des  observations  devient 
presque  nulle;  car  si  le  vent  élève  la  hauteur  d'une  pleine  mer, 
il  élève  à  peu  près  autant  la  basse  mer  voisine,  et  son  effet  dis- 
paraît dans  la  difrérence  des  deux  hauteurs.  C'est  ainsi  qu^en  com- 
binant les  observations  de  manière  que  leur  ensemble  ne  présente 
qu'un  élément,  on  parvient  à  déterminer  successivement  tous  les 
éléments  des  phénomènes.  L'analyse  des  probabilités  fournit, 
pour  obtenir  ces  éléments,  une  méthode  plus  sûre  encore,  et  que 
Ton  peut  désigner  par  le  nom  de  méthode  la  plus  avanUifjeuse.  Elle 
consiste  à  former  entre  les  éléments  autant  d'équations  de  con- 
dition qu'il  y  a  d'observations.  On  réduit,  par  les  règles  de  cette 
méthode,  le  nombre  de  ces  écjualions  à  celui  des  éléments,  que 
l'on  détermine  en  résolvant  les  équations  ainsi  réduites.  C'est  par 
ce  procédé  que  M.  Bouvard  a  construit  ses  excellentes  Tables  de 
Jupiter,  de  Saturne  et  d'iJranus.  Mais  les  obsenations  des  marées 
étant  loin  d'atteindre  la  précision  des  observations  astronomiques, 
le  très-grand  nombre  de  celles  qu'il  faut  employer  pour  que  leurs 
erreurs  se  compensent  ne  permet  pas  de  leur  appliquer  la  méthode 
la  plus  avantageuse. 

Sur  l'invitation  de  l'Académie  des  sciences,  on  fit,  au  commen* 
cément  du  dernier  siècle,  dans  le  port  de  Brest,  des  observations 
des  marées  pendant  six  années  consécutives.  C'est  à  ces  observa- 
tions, publiées  par  Lalande,  que  j'ai  comparé,  dans  le  livre  cité, 
mes  formules.  La  situation  de  ce  port  est  ti'ès-favorabie  à  ce  genre 
d'observations;  il  communique  avec  la  mer  par  un  vaste  canal  au 
fond  duquel  on  l'a  construit.  Les  irrégularités  du  mouvement  de 
la  mer  parviennent  ainsi  dans  le  port,  très-afi'aiblies,  à  peu  près 
comme  les  oscillations  que  le  mouvement  irrégulier  d'un  vaisseau 
produit  dans  le  baromètre  sont  atténuées  par  un  étranglement 
fait  au  tube  de  cet  instrument.  D'ailleurs,  les  marées  étant  consi- 
dérables à  Brest,  les  variations  accidentelles  n'en  sont  quuue 
faible  partie.  Aussi  l'on  remarque  dans  les  observations  de  ces 
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marées,  pour  peu  qu'on  les  multiplie,  une  grande  régularité,  que 
n'altère  point  la  petite  rivière  qui  vient  se  perdre  dans  la  rade 
immense  de  ce  port.  Frappé  de  cette  régularité,  je  proposai  au 
gouvernement  d'ordonner  que  l'on  fît  à  Brest  une  nouvelle  suite 
d'observations  des  marées,  et  qu'elle  fût  continuée  au  moins  pen- 
dant une  période  du  mouvement  de  nœuds  de  l'orbite  lunaire*. 
C'est  ce  que  l'on  a  entrepris.  Ces  nouvelles  observations  datent  du 
premier  juin  de  l'année  1806,  et,  depuis  cette  époque,  elles  ont 
été  continuées  chaque  jour  sans  interruption.  On  a  considéré  celles 
de  l'année  1807  et  des  quinze  années  suivantes.  Je  dois  au  zèle 
infatigable  de  M.Bouvard  pour  tout  ce  qui  intéresse  l'astronomie, 
les  calculs  immenses  que  la  comparaison  de  mon  analyse  avec  les 
observations  a  exigées.  Il  a  employé  près  de  six  mille  observa- 
tions: les  résultats  de  ces  calculs  sont  consignés  dans  les  tableaux 
que  l'on  verra  ci-après.  Pour  avoir  les  hauteurs  des  pleines  mers, 
et  leur  variation  qui,  près  du  maximum  et  du  minimum,  est  pro- 
portionnelle au  carré  du  temps,  on  a  considéré,  vers  chaque 
équinoxe  et  vers  chaque  solstice,  trois  syzygies  consécutives  entre 
lesquelles  l'équinoxe  ou  le  solstice  était  compris  :  on  a  doublé  les 
résultats  de  la  syzygie  intermédiaire,  pour  détruire  les  effets  de 
la  parallaxe  lunaire.  On  a  pris  dans  chaque  syzygie  la  hauteur  de 
la  pleine  mer  du  soir,  au-dessus  de  la  basse  mer  du  matin ,  du 
jour  qui  précède  la  syzygie,  du  jour  même  de  la  syzygie  et  des 
quatre  jours  qui  la  suivent,  parce  que  le  maximum  des  marées 
tombe  à  peu  près  au  milieu  de  cet  intervalle  :  le  choix  des  heures 
est  fondé  sur  ce  que  les  observations  faites  pendant  le  jour  en 
deviennent  plus  sûres  et  plus  exactes.  On  a  fait,  pour  chacune 
des  seize  années ,  une  somme  des  hauteurs  des  marées  des  jours 
correspondants  dans  les  syzygies  équinoxiales,  et  une  pareille 
somme  relativement  aux  syzygies  solsticiales,  et  l'on  en  a  conclu 
les  maxima  des  hauteurs  des  pleines  mers,  près  des  syzygies,  soit 
équinoxiales,  soit  solsticiales,  et  les  variations  de  ces  hauteurs 
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près  de  leurs  maxima.  L*inspeclion  de  ces  hauteurs  et  de  leurs 
variations  montre  la  régularité  de  ce  genre  d'observations  dans 
le  port  de  Brest. 

Dans  les  quadratures,  on  a  suivi  un  procédé  semblable,  avec 
la  seule  difiérence  que  l'on  a  pris  l'excès  de  la  haute  mer  du  matin 
sur  la  basse  mer  du  soir,  du  jour  de  la  quadrature  et  des  trois 
jours  qui  la  suivent.  L'accroissement  des  marées  quadratures,  à 
partir  de  leur  minimum  y  étant  beaucoup  plus  rapide  que  la  dimi- 
nution des  marées  syzygies,  à  partir  de  leur  maximum,  on  a  dû 
restreindre  à  un  plus  petit  intervalle  la  loi  de  variation  propor- 
tionnelle au  carré  du  temps.  On  a  formé  pour  chacune  des  seize 
années,  des  tableaux  pareils  à  ceux  des  marées  syzygies. 

Tous  ces  tableaux  montrent  avec  évidence  l'influence  des  décli- 
naisons du  soleil  et  de  la  lune,  non-seulement  sur  les  hauteurs 
absolues  des  marées,  mais  encore  sur  leurs  variations.  Plusieurs 
savants,  et  spécialement  Lalande,  avaient  révoqué  en  doute  cette 
influence,  parce  qu'au  lieu  de  considérer  un  grand  ensemble 
d'observations,  ils  s'étaient  attachés  à  quelques  observations  iso- 
lées où  la  mer,  par  l'effet  de  causes  accidentelles,  s'était  élevée 
à  une  grande  hauteur  vers  les  solstices.  Mais  l'application  la  plus 
simple  du  calcul  des  probabilités  aux  résultats  de  M.  Bouvard 
suffit  pour  voir  que  la  probabilité  de  l'influence  de  la  déclinaison 
des  astres  est  excessive,  et  bien  supérieure  à  celle  d'un  grand 
nombre  de  faits  sur  lesquels  on  ne  se  permet  aucun  doute. 

On  a  conclu  des  variations  des  marées  près  de  leurs  maxima 
et  de  leurs  minima,  l'intervalle  dont  ces  maxima  et  ces  minima 
suivent  les  syzygies  et  les  quadratures,  et  l'on  a  trouvé  cet  inter- 
valle d'un  jour  et  demi,  à  fort  peu  près;  ce  qui  est  parfaitement 
d'accord  avec  ce  que  les  observations  anciennes  m'ont  donné  dans 
le  quatrième  livre.  Le  même  accord  a  lieu  relativement  aux  gran- 
deurs de  ces  maxima  et  de  ces  minima,  et  par  rapport  aux  varia- 
tions des  hauteurs  des  marées  à  partir  de  ces  points,  en  sorte  que 
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la  nature,  après  un  siècle,  s  est  retrouvée  conforme  à  elle-même. 
L'intervalle  dont  je  viens  de  parler  dépend  des  constantes  renfer- 
mées sous  les  signes  cosinus  dans  les  expressions  des  deux  flux 
principaux  dus  aux  actions  du  soleil  et  de  la  lune.  Les  constantes 
correspondantes  de  l'expression  des  forces  sont  différemment  mo- 
difiées par  les  circonstances  accessoires  :  au  moment  de  la  syzygie, 
le  flux  lunaire  précède  le  flux  solaire,  et  ce  n'est  qu'un  jour  et 
demi  après  que,  le  flux  lunaire  retardant  chaque  jour  sur  le  flux 
solaire,  ces  deux  flux  coïncident  et  produisent  ainsi  le  maximum 
des  marées.  Une  modification  semblable  a  lieu  dans  les  constantes 
qui  multiplient  les  cosinus  :  il  en  résulte  un  accroissement  dans 
faction  des  astres  sur  la  mer.  J'ai  donné,  dans  le  quatrième  livre, 
le  moyen  de  reconnaître  cet  accroissement,  que  j'avais  trouvé 
d'un  dixième  par  les  observations  anciennes;  mais,  quoique  les 
observations  des  marées  quadratures  s'accordassent  sur  ce  point 
avec  les  observations  des  marées  syzygies,  j'avais  dit  qu'un  élément 
aussi  délicat  exigeait  un  bien  plus  grand  nombre  d'observations. 
Les  calculs  de  M.  Bouvard  ont  confirmé  l'existence  de  cet  accrois- 
sement, et  l'ont  porté  à  un  quart,  à  fort  peu  près,  pour  la  lune. 
La  détermination  de  ce  rapport  est  nécessaire  pour  conclure  des 
observations  des  marées  les  rapports  véritables  des  actions  du 
sdeil  et  de  la  lune  dont  dépendent  les  phénomènes  de  la  pré- 
cession des  équinoxes  et  de  la  nutation  de  l'axe  terrestre.  En  cor- 
rigeant les  actions  des  astres  sur  la  mer,  de  leurs  accroissements 
dus  aux  circonstances  accessoires,  on  trouve,  en  secondes  sexa- 
gésimales 9^,4  pour  la  nutation,  6'',8  pour  l'équation  lunaire  des 
taUes  du  soleil ,  et  la  masse  de  la  lune,  un  soixante  et  quinzième  de 
celle  de  la  terre.  Ces  résultats  sont  à  très-peu  près  ceux  que  donne 
la  discussion  des  observations  astronomiques.  L'accord  de  valeurs 
obtenues  par  des  moyens  si  divers  est  bien  remarquable.  C'est  en 
OHnparant  à  mes  formules  les  maxima  et  les  minima  des  hauteurs 
dbficrvées  des  marées,  que  les  actions  du  soleil  et  de  la  lune  sur 
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la  mer  et  leurs  accroissements  ont  été  déterminés.  Les  variations 
des  hauteurs  des  marées  près  de  ces  points  en  sont  une  suite 
nécessaire  ;  en  substituant  donc  les  valeurs  de  ces  actions  dans  mes 
formules,  on  doit  retrouver  à  fort  peu  près  les  variations  obser- 
vées ;  c'est  ce  que  l'on  retrouve  en  effet.  Cet  accord  est  une  grande 
confirmation  de  la  loi  de  la  pesanteur  universelle;  elle  reçoit  une 
nouvelle  confirmation  des  observations  des  marées  syzygies  vers 
l'apogée  et  vers  le  périgée  de  la  lune.  Je  n'avais  considéré,  dans 
le  quatrième  livre,  que  la  différence  des  hauteurs  des  marées  dans 
ces  deux  positions  de  la  lune.  Je  considère  de  plus  la  variation 
de  ces  hauteurs  à  partir  de  leurs  maxima;  et,  sur  ces  deux  points, 
mes  formules  représentent  les  observations. 

Les  heures  des  marées  et  leurs  retards  d'un  jour  à  l'autre  offrent 
les  mêmes  variétés  que  leurs  hauteurs.  M.  Bouvard  en  a  formé  des 
tableaux  pour  les  marées  qu  il  avait  employées  dans  la  détermi- 
nation des  hauteurs;  on  y  voit  évidemment  l'influence  des  décli- 
naisons des  astres  et  de  la  parallaxe  lunaire.  Ces  observations, 
comparées  à  mes  formules ,  offrent  le  même  accord  que  les  obser- 
vations des  hauteurs.  On  ferait  sans  doute  disparaître  les  petites 
anomalies  que  ces  comparaisons  présentent  encore,  en  détermi- 
nant convenablement  les  constantes  de  chaque  flux  partiel.  Le 
principe  par  lequel  j'ai  lié  entre  elles  ces  constantes  diverses 
peut  n'être  pas  rigoureusement  exact;  peut-être  encore  les  quan- 
tités que  l'on  néglige,  en  adoptant  le  principe  de  la  coexistence 
des  oscillations,  deviennent  sensibles  dans  les  grandes  marées.  Je 
me  suis  ici  contenté  de  noter  ces  anomalies  légères  afin  de  diriger 
ceux  qui  voudront  reprendre  ces  calculs,  lorsque  les  observations 
des  marées,  que  l'on  continue  à  Brest,  et  qui  sont  déposées  à 
l'Observatoire  royal,  seront  assez  nombreuses  pour  donner  la 
certitude  que  ces  anomalies  ne  sont  point  dues  aux  erreurs  de» 
observations.  Mais  avant  que  de  modifier  les  principes  dont  j'ai  f«it 
usage,  il  faudra  portw  plus  loin  les  approximations  analytiques. 
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Enfin,  j  ai  considéré  le  flux,  dont  la  période  est  d'environ  un 
jour.  En  comparant  les  diflérences  de  deux  hautes  mçrs  et  de  deux 
basses  mers  consécutives,  dans  un  grand  nombre  de  syzygies 
solsticiales,  j  ai  déterminé  la  grandeur  de  ce  flux  et  Theure  de  son 
maximum  dans  le  port  de  Brest.  J'ai  trouvé  un  cinquième  de  mètre, 
à  fort  peu  près,  pour  sa  grandeur,  et  un  dixième  de  jour  environ 
pour  le  temps  dont  il  précède  à  Brest  l'heure  du  maximum  de  la 
marée  semi-diurne-  Quoique  sa  grandeur  ne  soit  pas  un  tren- 
tième de  la  grandeur  du  flux  semi-diurne,  cependant  les  forces 
génératrices  de  ces  deux  flux  sont  à  peu  près  égales;  ce  qui  montre 
combien  différemment  les  circonstances  accessoires  influent  sur 
la  grandeur  des  marées.  On  n'en  sera  point  surpris  si  l'on  consi- 
dère que  dans  le  cas  même  où  la  surface  de  la  terre  serait  régulière 
et  recouverte  entièrement  par  la  mer,  le  flux  diurne  disparaîtrait 
si  la  profondeur  de  la  mer  était  constante. 

Les  circonstances  accessoires  peuvent  encore  faire  disparaître 
dans  un  port  les  inégalités  semi-diurnes,  et  rendre  très-sensibles 
les  inégalités  diurnes.  Alors  il  n'y  a  chaque  jour  qu'une  marée, 
qui  disparaît  lorsque  les  astres  sont  dans  l'équateur.  C'est  ce  que 
l'on  a  observé  à  Batsham,  port  du  royaume  de  Tunquin,  et  dans 
quelques  îles  de  la  mer  du  Sud.  J'observerai,  relativement  à  ces 
circonstances,  que  les  unes  s'étendent  à  la  mer  entière  et  se  rap- 
portent à  des  causes  très -éloignées  du  port  où  l'on  observe  les 
marées;  on  ne  peut  douter,  par  exemple,  que  les  ondulations  de 
rOcéan  atlantique  et  de  la  mer  du  Sud,  réfléchies  par  la  côte 
orientale  de  l'Amérique,  qui  s'étend  presque  d'un  pôle  à  l'autre, 
a  aient  une  grande  influence  sur  les  marées  du  port  de  Brest. 
Cest  principalement  de  ces  circonstances  que  dépendent  les  phé- 
nomènes qui  sont  à  peu  près  les  mêmes  dans  nos  ports.  Tel  paraît 
être  le  retard  de  la  plus  haute  marée  sur  l'instant  de  la  syzygie. 
Dratres  circonstances  plus  rapprochées  du  port,  telles  que  les 
c6te8  oa  les  détroits  voisins,  produisent  les  diflérences  que  l'on 
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observe  entre  les  hauteurs  et  les  heures  des  marées  dans  les  ports 
peu  distants  entre  eux.  De  là  il  suit  qu'un  flux  partiel  n  a  point 
avec  la  latitude  du  port  le  rapport  indiqué  par  la  force  qui  le 
produit,  puisqu'il  dépend  de  flux  semblables  correspondants  à 
des  latitudes  fort  éloignées,  et  même  à  un  autre  hémisphère.  On 
ne  peut  donc  déterminer  que  par  l'observation  le  signe  et  la 
grandeur  de  ce  flux. 

Les  phénomènes  des  marées  dont  je  viens  de  parier  dépendent 
des  termes  du  développement  de  l'action  des  astres,  divisés  par 
le  cube  de  leurs  dislances  à  la  terre,  les  seuls  que  l'on  ait  consi- 
dérés jusqu'ici.  Mais  la  lune  est  assez  rapprochée  de  la  terre  pour 
que  les  termes  de  l'expression  de  son  action,  divisés  par  la  qua- 
trième puissance  de  sa  distance,  soient  sensibles  dans  les  résultats 
d'un  grand  nombre  d'observations;  car  on  sait,  par  la  théorie  des 
probabilités,  que  le  nombre  des  observations  supplée  à  leur  défaut 
de  précision,  et  fait  connaître  des  inégalités  beaucoup  moindres 
que  les  erreurs  dont  chaque  observation  est  susceptible.  On  peut 
même,  par  cette  théorie,  assigner  le  nombre  d'observations  né- 
cessaires pour  acquérir  une  grande  probabilité  que  l'erreur  du 
résultat  obtenu  est  renfermée  dans  des  limites  données.  J'ai  donc 
pensé  que  l'influence  des  termes  de  l'action  de  la  lune,  divisés 
par  la  quatrième  puissance  de  sa  distance  à  la  terre,  pourrait  se 
manifester  dans  l'ensemble  des  nombreuses  observations  discutées 
par  M.  Bouvard.  Les  flux  correspondants  aux  termes  divisés  par 
le  cube  de  la  distance  ne  donnent  aucune  difiîérence  entre  les 
marées  des  nouvelles  lunes  et  celles  des  pleines  lunes.  Mais  ceux 
qui  ont  pour  diviseur  la  quatrième  puissance  de  la  distance 
mettent  une  différence  entre  ces  marées.  Ils  produisent  un  flux 
dont  la  période  est  d'environ  un  tiers  de  jour.  Les  observations 
de  M.  Bouvard,  discutées  sous  ce  point  de  vue,  indiquent  avec 
une  grande  probabilité  l'existence  de  ce  flux  partiel.  Elles  éta- 
blissent encore,  sans  aucun  doute,  que  l'action  de  la  lune,  pour 
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élever  la  mer  à  Brest,  est  plus  grande  lorsque  sa  déclinaison  est 
australe  que  lorsqu'elle  est  boréale  ;  ce  qui  ne  peut  être  dû  qu  aux 
termes  de  Faction  lunaire  divisés  par  la  quatrième  puissance  de 
la  distance. 

On  voit,  par  cet  exposé,  que  la  recherche  des  rapports  géné- 
raux entre  les  phénomènes  des  marées ,  et  les  actions  du  soleil  et 
de  la  lune  sur  la  mer,  supplée  heureusement  à  l'impossibilité 
d'intégrer  les  équations  différentielles  de  son  mouvement,  et  à 
l'ignorance  des  données  nécessaires  pour  déterminer  les  fonctions 
arbitraires  qui  entrent  dans  leurs  intégrales  :  il  en  résulte  une 
certitude  entière  que  ces  phénomènes  ont  pour  unique  cause 
l'attraction  de  ces  deux  astres,  conformément  à  la  loi  de  la  pesan- 
teur universelle. 

J'ai  insisté  particulièrement  sur  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer, 
parce  qu'il  est,  de  tous  les  effets  de  l'attraction  des  corps  célestes, 
le  plus  près  de  nous  et  le  plus  sensible;  d'ailleurs,  il  m'a  paru 
très-propre  à  montrer  comment  on  peut  reconnaître  et  déterminer 
par  un  grand  nombre  d'observations,  même  peu  précises,  les  lois 
et  les  causes  des  phénomènes  dont  il  est  impossible  d'obtenir  les 
expressions  analytiques,  parla  formation  et  l'intégration  de  leurs 
équations  différentielles.  Tels  sont  les  effets  de  la  chaleur  solaire 
sur  l'atmosphère,  dans  la  production  des  vents  alises  et  des  mous- 
sons, et  dans  les  variations  régulières,  soit  diurnes,  soit  annueUes, 
du  baromètre  et  du  thermomètre. 

Pour  arriver  à  l'Océan,  l'action  du  soleil  et  de  la  lune  traverse 
l'atmosphère^  qui  doit,  par  conséquent,  en  éprouver  l'influence, 
et  être  assujettie  à  des  mouvements  semblables  à  ceux  de  la  mer, 
mouvements  dont  j'ai  donné  la  théorie  dans  le  quatrième  livre. 
De  là  résultent  des  vents  et  des  oscillations  dans  le  baromètre, 
dont  les  périodes  sont  les  mêmes  que  celles  du  flux  et  du  reflux. 
Mais  ces  vents  sont  peu  considérables  et  presque  insensibles  dans 
une  atmosphère  d'ailleurs  fort  agitée  :  l'étendue  des  oscillations 
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du  baromètre  n'est  pas  d'un  millimètre  à  Téquateur  même,  où 
elle  est  la  plus  grande.  Cependant,  les  circonstances  locales  qui 
augmentent  considérablement  les  oscillations  de  la  mer  peuvent 
également  accroître  les  oscillations  du  baromètre,  dont  l'obser- 
vation suivie  sous  ce  rapport  mérite  l'attention  des  physiciens. 

Le  flux  atmosphérique  est  produit  par  les  trois  causes  suivantes  : 
la  première  est  l'action  directe  du  soleil  et  de  la  lune  sur  l'atmos- 
phère; la  seconde  est  l'élévation  et  l'abaissement  périodique  de 
l'Océan,  base  mobile  de  l'atmosphère;  la  troisième,  enfin,  est 
l'attraction  de  ce  fluide  par  la  mer,  dont  la  figure  varie  périodi- 
quement. Ces  trois  causes  dérivant  des  mêmes  forces  attractives 
du  soleil  et  de  la  lune,  elles  ont,  ainsi  que  leurs  efiets,  les  mêmes 
périodes  que  ces  forces,  conformément  au  principe  sur  lequel 
j'ai  fondé  ma  théorie  des  marées.  Le  flux  atmosphérique  est  donc 
soumis  aux  mêmes  lois  que  le  flux  de  l'Océan  :  il  est  comme  lui, 
la  combinaison  de  deux  flux  partiels  produits,  l'un  par  l'action 
du  soleil,  l'autre  par  l'action  de  la  lune.  La  période  du  flux  atmos- 
phérique solaire  est  d'un  demi-jour  solaire,  et  celle  du  flux  lunaire 
est  d'un  demi-jour  lunaire.  L'action  de  la  lune  sur  la  mer,  à  Brest, 
étant  triple  de  celle  du  soleil,  le  flux  lunaire  atmosphérique  est 
au  moins  double  du  flux  solaire.  Ces  considérations  doivent  nous 
guider  dans  le  choix  des  observations  propres  à  déterminer  d'aussi 
petites  quantités,  et  dans  la  manière  de  les  combiner  pour  se 
soustraire,  le  plus  qu'il  est  possibie,  à  l'influence  des  causes  qui 
produisent  les  grandes  variations  du  baromètre. 

Depuis  plusieurs  années,  on  observe,  chacpie  jour,  à  l'Obsier- 
vatoire  royal,  les  hauteurs  du  baromètre  et  du  thermomètre,  à 
neuf  heures  sexagésimales  du  matin,  à  midi,  à  trois  heures  après 
midi,  et  à  neuf  heures  du  soir.  Ces  observations,  faites  avec  les 
mêmes  instruments,  et  presque  toutes  par  le  même  observateur, 
sont,  par  leur  précision  et  par  leur  grand  nombre,  propres  à 
indiquer  le  flux  atmosphérique,  s'il  est  sensible.  On  voit  avec 
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évidence  la  vaFiatîon  diurne  du  baromètre  dans  les  résultats  de 
ces  observations;  un  mois  suffit  pour  la  manifester.  L'excès  de  la 
pins  grande  hauteur  du  baromètre  observée,  (jui  répond  à  neuf 
heures  du  matin,  sur  la  plus  petite,  qui  répond  à  trois  heures  du 
soir,  est,  à  Paris,  de  huit  dixièmes  de  millimètre,  par  le  résultat 
moyen  des  observations  faites  chaque  jour,  pendant  six  années 
consécutives. 

La  hauteur  du  baromètre  due  au  flux  solaire  redevenant,  chaque 
jour,  la  même  à  la  même  heure,  ce  flux  se  confond  avec  la  varia- 
tion diurne  qu*il  modifie,  et  il  n'en  peut  être  distingué  par  les 
observations  faites  à  l'Observatoire  royal.  Il  n'en  est  pas  ainsi  des 
hauteurs  barométriques  dues  au  flux  lunaire,  et  qui,  se  rêvant 
sur  les  heures  lunaires,  ne  redeviennent  les  mêmes,  aux  mêmes 
heures  solaires,  qu'après  un  demi*mois  d'intervalle.  Les  obser- 
vations dont  je  viens  de  parler,  comparées  de  demi-mois  en 
demi^^mois,  sont  disposées  de  la  manière  la  plus  favorable  pour 
indiquer  le  flux  lunaire.  Si,  par  exemple,  le  maximum  de  ce  flux 
arrive  à  neuf  heures  du  matin,  le  jour  de  la  syzygie,  son  minimum 
arrivera  vers  trois  heures  du  soir;  le  contraire  aura  lieu  le  jour 
de  la  quadrature.  Ce  flux  augmentera  donc  ia  variation  diurne  du 
premier  de  ces  jours,  il  diminuera  la  variation  diunie  du  second, 
et  la  différence  de  ces  variations  sera  double  de  la  grandeur  du 
flux  lunaire  atmosphérique.  Mais  le  maximum  de  ce  flux  n'arrivant 
pas  à  neuf  heures  du  matin,  dans  la  syzygie,  il  faut,  pour  déter- 
miner sa  grandeur  et  l'heure  de  son  arrivée,  employer  les  obser- 
vations barométriques  de  neuf  heures  du  matin,  de  midi  et  de 
trois  heures  du  soir,  faites  chaque  jour,  soit  de  la  syzygie,  soit 
de  la  quadrature.  On  peut  également  foire  usage d  ^arvations 

des  jofors  cpii  précèdent  ou  qui  suivent  ces  fk  même 

nombre  de  jours,  et  faire  concourir  à  la  détermkitf  iMi 

aussi  délicats  toutes  les  observatioc» 

On  ddrt  faire  ici  une  remarque^ 
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serait  impossible  de  reconnaître  une  aussi  petite  quantité  que  le 
flux  lunaire,  au  milieu  des  grandes  variations  du  baromètre.  Plus 
les  observations  sont  rapprochées,  moins  TelTet  de  ces  variations 
est  sensible  :  il  est  presque  nul  sur  un  résultat  conclu  d'observa- 
tions faites  le  même  jour  et  dans  le  court  intervalle  de  six  heures  : 
le  baromètre  varie  presque  toujours  avec  assez  de  lenteur  pour 
ne  pas  troubler  alors  sensiblement  Teflet  des  causes  régulières. 
Voilà  pourquoi  le  résultat  moyen  des  variations  diurnes  de  chaque 
année  est  toujours  le  même  à  fort  peu  près,  quoiqu'il  y  ait  des 
différences  de  plusieurs  millimètres  dans  les  hauteurs  moyennes 
absolues  barométriques  des  diverses  années;  en  sorte  que  si  Ton 
comparait  la  hauteur  moyenne  de  neuf  heures  du  matin,  d'une 
année,  à  la  hauteur  moyenne  de  trois  heures  du  soir,  d'une  autre 
année,  on  aurait  une  variation  diurne,  souvent  très-fautive,  quel- 
quefois même  d'un  signe  contraire  à  la  véritable.  Il  importe  donc 
pour  déterminer  de  très-petites  quantités ,  de  les  déduire  d'obser- 
vations faites  le  même  jour,  et  de  prendre  une  moyenne  entre 
un  grand  nombre  de  valeurs  ainsi  obtenues.  On  ne  peut,  consé- 
quemment,  déterminer  le  flux  lunaire  que  par  un  système  d'ob- 
servations faites,  chaque  jour,  au  moins  à  trois  heures  difi'érentes, 
conformément  au  système  suivi  à  l'Observatoire. 

M.  Bouvard  a  bien  voulu  relever  sur  ses  registres  les  observa- 
tions barométriques  du  jour  même  de  chaque  syzygie  et  de  chaque 
quadrature,  du  jour  qui  précède  ces  phases,  et  des  premier  et 
second  jours  qui  les  suivent.  Elles  embrassent  les  huit  années 
écoulées  depuis  le  i"  octobre  181 5  jusqu'au  1*'  octobre  182 3.  J'ai 
employé  les  observations  de  neuf  heures  du  matin,  de  midi  et 
de  trois  heures  du  soir  :  je  n'ai  point  considéré  les  observations 
de  neuf  heures  du  soir,  pour  diminuer  le  plus  qu'il  est  possible 
l'intervalle  des  observations.  D'ailleurs  celles  des  trois  premières 
heures  ont  été  faites  plus  exactement  aux  heures  indiquées  que 
celles  de  neuf  heures  du  soir;  et  le  baromètre  étant  éclairé  par 
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la  lumière  du  jour,  dans  ces  premières  heures,  la  différence  qui 
peut  venir  de  la  manière  diverse  dont  les  instruments  sont  éclairés 
disparait.  En  comparant  à  mes  formules  les  résultats  de  ces  nom- 
breuses observations,  qui  correspondent  à  i584  jours,  je  trouve 
un  dix-huitième  de  millimètre  pour  la  grandeur  du  flux  lunaire 
atmosphérique,  et  trois  heures  et  un  tiers  sexagésimales  pour 
fheure  de  son  maximum  du  soir,  le  jour  de  la  syzygie. 

C'est  ici  surtout  que  se  fait  sentir  la  nécessité  d'employer  un 
très-grand  nombre  d'obsei^vations,  de  les  combiner  de  la  manière 
la  plus  avantageuse,  et  d'avoir  une  méthode  pour  déterminer  la 
probabilité  que  l'erreur  des  résultats  obtenus  est  renfermée  dans 
d'étroites  limites,  méthode  sans  laquelle  on  est  exposé  à  présenter 
comme  lois  de  la  nature  les  effets  des  causes  irrégulières;  ce  qui 
est  arrivé  souvent  en  météorologie.  J'ai  donné  cette  méthode  dans 
ma  théorie  analytique  des  probabilités.  En  l'appliquant  aux  obser- 
vations, j'ai  déterminé  la  loi  des  anomalies  de  la  variation  diurne 
du  baromètre,  et  j'ai  reconnu  que  l'on  ne  peut  pas,  sans  quelque 
invraisemblance,  attribuer  les  résultats  précédents  à  ces  anomalies 
seules  :  il  est  probable  que  le  flux  lunaire  atmosphérique  diminue 
la  variation  diurne  dans  les  syzygies,  qu'il  l'augmente  dans  les 
quadratures,  mais  dans  des  limites  telles  que  ce  flux  ne  fait  pas 
varier  la  hauteur  du  baromètre  d'un  dix-huitième  de  millimètre 
en  plus  ou  en  moins;  ce  qui  montre  combien  peu  l'action  de 
la  lune  sur  l'atmosphère  est  sensible  à  Paris.  Quoique  ces  résul- 
tats aient  été  conclus  de  4702  observations,  la  méthode  dont  je 
viens  de  parier  fait  voir  que  pour  leur  donner  une  probabilité 
suffisante,  et  pour  obtenir  avec  exactitude  un  élément  aussi  petit 
^pe  le  flux  lunaire  atmosphérique,  il  faut  employer  au  moins 
cjuarante  mille  observations.  L'un  des  principaux  avantages  de 
^sette  méthode  est  de  faire  connaître  jusqu'à  quel  point  on  doit 
naidtiplier  les  observations,  pour  qu'il  ne  reste  aucun  doute  rai- 
sonnable sur  leurs  résultats. 
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Quelle  est  sur  le  flux  lunaire  Tinfluence  respective  des  trois 
causes  du  flux  atmosphérique  que  j'ai  citées?  Il  est  diflicile  de 
répondre  à  cette  question.  Cependant  le  peu  de  densité  de  la  mer, 
par  rapport  à  la  moyenne  densité  de  la  terre ,  ne  permet  pas  d'at- 
tribuer un  effet  sensible  au  changement  périodique  de  sa  figure. 
Sans  les  circonstances  accessoires,  l'effet  direct  de  l'action  de  la 
lune  serait  insensible  sous  nos  latitudes.  Ces  circonstances  ont,  il 
est  vrai,  une  grande  influence  sur  la  hauteur  des  marées  dans  nos 
ports;  mais  le  fluide  atmosphérique  étant  répandu  autour  de  la 
terre  beaucoup  moins  irrégulièrement  que  la  mer,  leur  influence 
sur  le  flux  atmosphérique  doit  être  beaucoup  moindre  que  sur  le 
flux  de  l'Océan.  Ces  considérations  me  portent  à  regarder  comme 
cause  principale  du  flux  lunaire  atmosphérique,  dans  nos  climats, 
l'élévation  et  l'abaissement  périodiques  de  la  mer.  Des  observa- 
tions barométriques  faites  chaque  jour,  dans  les  ports  où  1»  marée 
s'élève  à  une  grande  hauteur,  éclairciraient  ce  point  curieux  de 
météorologie. 

M.  Bouvard  a  trouvé  que  la  variation  diurne  moyenne  du 
baromètre,  de  neuf  heures  du  matin  à  trois  heures  du  soir,  a  été 
positive  pour  chacun  des  soixante  et  douze  mois  des  six  années 
écoulées  depuis  le  i^' janvier  1817  jusqu'au  i*' janvier  182 3,  d'où 
il  a  conclu  la  variation  diurne  moyenne  égale  à  o°'",8oi4.  La  loi 
des  probabilités  des  anomalies  de  la  variation  diurne  à  laquelle 
je  suis  parvenu  donne  à  très-peu  près  y  pour  la  probabilité  de 
ce  résultat. 

En  examinant  le  tableau  des  hauteurs  moyennes  du  baromètre 
pour  chacun  des  soixante  et  douze  mois  considérés  par  M.  Bou- 
vard, j'ai  reconnu  que  le  résultat  moyen  des  variations  diurnes, 
de  neuf  heures  du  matin  à  trois  heures  du  soir,  des  trois  mois  de 
novembre,  décembre  et  janvier,  a  été  constamment  plus  faible, 
chaque  année,  que  le  résultat  moyen  des  trois  mois  suivants, 
février,  mars  et  avril.  La  variation  moyenne  des  six  années  a  été 
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o"",542  8  pour  les  trois  premiers  mois,  et  i"""',o567,  ou  presque 
double,  pour  les  trois  mois  suivants.  La  moyenne  de  ces  six  mois 
est  à  fort  peu  près  huit  dixièmes  de  millimètre,  et  par  conséquent 
égale  à  la  variation  diurne  moyenne.  Les  six  autres  mois  n'offrent 
rien  de  semblable.  Une  différence  aussi  considérable  indique  une 
cause  annuelle  qui  diminue  la  variation  diurne  dans  les  trois  mois 
de  novembre,  décembre  et  janvier,  et  qui  l'augmente  dans  les 
trois  mois  suivants.  En  appliquant  à  cette  différence  l'analyse  des 
probabilités,  je  trouve  qu'il  y  a  une  probabilité  de  plus  de  trois 
cent  mille  contre  un  qu  elle  n'est  pas  l'effet  du  hasard.  Ce  qui 
augmente  encore  cette  probabilité  est  que  la  variation  diurne 
moyenne  de  neuf  heures  du  matin  à  midi  a  été  o""*,i933  dans 
les  trois  premiers  mois,  et  o°"",3733  dans  les  trois  mois  suivants; 
pareillement  la  variation  diurne  moyenne,  de  trois  heures  du  soir 
à  neuf  heures  du  soir,  a  été  o""",3o33  dans  les  trois  premiers  mois, 
et  o^",6ooo  dans  les  trois  mois  suivants  :  ces  variations  sont  à  peu 
près  dans  le  rapport  des  variations  correspondantes  de  neuf  heures 
du  matin  à  trois  heures  du  soir.  Je  ne  cherche  point  ici  la  cause 
de  ce  phénomène;  je  me  borne  à  constater  son  existence.  La 
période  de  la  variation  diurne,  réglée  sur  le  jour  solaire,  indique 
évidemment  que  cette  variation  est  due  à  l'action  du  soleil.  L'ex- 
trême petitesse  de  l'action  attractive  du  soleil  sur  l'atmosphère 
est  prouvée  par  la  petitesse  de  l'action  attractive  de  la  lune.  C'est 
donc  par  Faction  de  sa  chaleur  que  le  soleil  produit  la  variation 
diurne.  Mais  il  est  presque  impossible  de  soumettre  les  effets  de 
cette  action  à  l'analyse,  et  toute  explication  de  ce  genre  de  phé- 
nomènes qui  n'est  point  fondée  sur  le  talcul  doit  être  bannie 
de  la  philosophie  naturelle. 
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CHAPITRE  11. 


NOUVELLES  HECHERGHES  SUR  LA  THEORIE  DES  MAREES. 


2.  Ma  théorie  des  marées,  exposée  dans  le  quatrième  livre, 
repose  sur  ce  principe,  savoir,  que  «l'état  d'un  système  de  corps 
tt  dans  lequel  les  conditions  primitives  du  mouvement  ont  disparu 
«  par  les  résistances  qu'il  éprouve  est  périodique  comme  les  forces 
«  qui  l'animent,  »  Ce  principe,  combiné  avec  celui  de  la  coexis- 
tence des  oscillations  très-petites,  explique  d'une  manière  singu- 
lièrement heureuse  tous  les  phénomènes  des  marées  indépendants 
des  circonstances  locales.  Les  forces  productrices  de  ces  phéno- 
mènes, relatives  à  l'action  d'un  astre  L,  sont,  comme  on  le  voit 
dans  le  n''  16  du  livre  IV,  exprimées  par  les  diflférences  partielles 
de  la  fonction 

; — ;  |[cos.0.  sin.  V  -f-  sin.O.  cos.  v-  cos.[nt-h^ —  \|/)]'  —  y  |  ;      (a) 

L  désignant  la  masse  de  l'astre,  r  sa  distance  au  centre  de  la 
terre,  v  sa  déclinaison,  \|/  son  ascension  droite  comptée  de  l'in- 
tersection de  son  orbite  avec  l'équateur,  t  le  temps,  nf -h  tsr  l'angle 
horaire  de  cette  intersection,  et  9  le  complément  de  la  latitude 
du  port.  Soit  e  l'inclinaison  de  l'orbite  à  l'équateur,  et  (p  la  dis- 
tance angulaire  de  l'astre  L  à  l'intersection  de  l'orbite  et  de 
l'équateur,  on  aura,  par  les  formules  de  la  trigonométrie  sphé- 
rique. 
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sin.v  =  sin.  e.sin.  (p, 
cos.v.  sin.*^  =  cos.  e.  sin.  (p, 
cos.v.  cos-\|/  =  cos.  (p; 

cos\v  =  ^  (  1 + cos\  e)+\  sin*.  e.  cos.  2  (p , 
cos*.v.  sin.  2y\/  =  cos.  e.  sin.  2  (p  ^ 
cos*. V.  COS.  2  >|/  =  y  sin*.  8  +  ^(1  +  cos*.  e) .  cos.  2  (^  ; 

la  formule  (a)  devient  ainsi 

3L    (     |cos*.  0.sin*.e  +  7(i+cos*.e).sin*.0--|) 
^ ^'  i -^ T (cos*.0~|sin*.9). sin*. e.  cos.  2 ^         j 

sin.  e.cos.  e.sin.(nf+'CT) 
îii  I        •  (i  +  cos.  e)      .     ,    ^  ^vi 

^^   sm.0.cos.0.  -«»»»•  ^-^—^ ^.sm.(7i«+t!r-29) 


2r' 


+ 


(i  — cos.e)      •     /    ^  .  /5i\l 

sm.e.^ -^.sin.(nf  +  'CJ+2pj 


(^) 


.  (       COS*.Ye.  COS.(2nf+2'CT— 2(p) 

+  ^.sin*.0.j  +  sin*.|e.cos.(2nf+2«  +  29)[. 
(+Ysin*.  e.cos.(2nf4-2'CT)  ) 

Si  l'on  ne  considère  dans  les  observations  des  marées  que  l'excès 
d'une  haute  mer  sur  l'une  des  deux  basses  mers  voisines;  si  de 
plus  on  prend  ces  excès  en  nombre  égal  dans  les  syzygies  et  dans 
les  quadratures  des  équinoxes  du  printemps,  des  équinoxes  d'au- 
tomne, des  solstices  d'été  et  des  solstices  d'hiver;  enfin  si,  pour 
détruire  l'effet  de  la  parallaxe  lunaire,  on  considère  les  trois  syzy- 
gies ou  les  trois  quadratures  les  plus  voisines  de  l'équinoxe  ou  du 
solstice ,  en  doublant  les  observations  relatives  à  la  syzygie  ou  à 
la  quadrature  intermédiaire;  les  J  *  de  l'observation  ne  dé- 

pendront que  des  flux  relatifs  a  '  '^^p  2 wf+  2'CT— 2 (p, 

2n(+2'CT+2(p,  flux  dont  la  pén  -on  un  demi-jour, 

et  dont  les  deux  pretUÉÉMÉ  eaucoup  plus 

grands  que  tous  le  •  très- petite 
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fraction,  on  peut  négliger  le  terme  quelle  multiplie.  Alors  les 
flux  partiels  dont  la  période  est  d'environ  un  demi-jour  dépendent 
des  termes 

3L 

y— ;.cos*.~e.sin\0.cos.(27ifH-2« — 2^) 

3L 
-+-  y— ^.sin*.0.-|-sin*.  e,cos.(2Wf-f-2'CT). 

Ces  termes  produisent,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n°  1 7  du  livre  IV, 
deux  flux  partiels  que  Ton  peut  représenter  par 

— ^.  cosV-j-e.  cos.(2nf — 2mfH-2'CJ  —  2X) 

H  I 

H ^.Ysin\  e.cos.(2nf-f-2'CT — 27); 

mt  étant  le  moyen  mouvement  de  l'astre  L  dans  son  orbite  :  A,  B, 
X  et  y  sont  des  constantes  dépendantes  des  circonstances  du  port. 
Ces  deux  flux  sont  les  mêmes  que  ceux  qui  seraient  produits 
par  deux  astres  mus  dans  le  plan  de  l'équateur,  à  la  distance  r  du 
centre  de  la  terre,  et  dont  le  premier,  représenté  parL.  cos*. -^e, 
aurait  le  même  mouvement  moyen  que  Fastre  L  dans  son  orbite, 
et  passerait  en  même  temps  que  lui  par  l'intersection  de  cette 
orbite  avec  l'équateur;  le  second  astre,  représenté  par  y i.sin'.e, 
correspondrait  constamment  au  point  de  cette  intersection.  Le 
maximum  des  hautes  marées  correspond  à  la  conjonction  ou  à 
l'opposition  des  deux  astres  fictifs  :  alors  la  haute  mer  du  pre- 
mier coïncide  avec  celle  du  second.  Le  minimum  des  hautes  ma- 
rées correspond  aux  quadratures  de  ces  astres  fictifs  :  alors  la 
haute  mer  du  premier  coïncide  avec  la  basse  mer  du  second.  Ce 
maximum  et  ce  minimum  donneront  donc  la  valeur  de  la  fraction 

g,  et  par  conséquent  le  rapport  des  deux  actions.  Si  cette  frac- 
tion surpasse  l'unité,  l'action  de  l'astre  L  est  augmentée  par  son 
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mouvaient  propre  mt  dans  son  orbite,  en  vertu  des  circonstances 
accesscMres  :  je  nomme  ainsi  l'ensemble  de  toutes  les  causes  qui 
modifient  les  marées  dans  im  port.  J'ai  fait  voir  la  possibilité  de 
cette  augmentation  dans  le  n**  18  du  quatrième  livre. 

Au  moment  de  la  coïncidence  des  hautes  mers  des  deux  astres 
fictifs,  on  a,  en  désignant  par  ir  la  demi-circonférence, 

2nt-h2^  —  iy=2i'K  y 

i  et  r  étant  des  nombres  entiers;  ce  qui  donne  pour  le  temps  t  de 
la  coïncidence 

m  m     ' 

nfH-'CJ  —  mt  est  l'angle  horaire  de  Tastre  L,  réduit  en  jours  me- 
surés par  les  retours  de  cet  astre  au  méridien,  et  il  exprime  l'heure 
de  la  coïncidence.  Si,  comme  nous  le  supposerons  dans  la  suite, 
l'astre  L  est  le  soleil,  X  sera  l'heure  de  la  haute  marée  solaire;  et 
comme  il  y  a  deux  marées  chaque  jour,  nous  supposerons  que  X 
se  rapporte  à  la  pleine  mer  du  soir;  en  sorte  que  les  heures  étant 
comptées  de  minuit,  X  surpassera  la  demi-circonférence-  En  dési- 
gnant par  T  le  temps  de  la  conjonction  ou  de  l'opposition  des 
deux  astres  fictifs,  on  aura 

mT=(r— .i).ir; 
donc 


«  — T  = 


m 


Si  y  surpasse  X,  l'instant  de  la  coïncidence  des  oers  suivra 

le  moment  de  la  conjonction  ou  de  l'oppositi^  C'est 

donc  de  la  difiPérence  de  ces  deuK  ce  tient 

aux  circonstances  du  port,  que  dépc  s 
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pleines  mers  sur  ce  moment.  Ce  retard  serait  très-petit  si  le  mou- 
vement de  l'astre  dans  son  orbite  était  fort  petit.  Mais  on  verra 
dans  la  suite  qu'il  est  très-sensible  pour  la  lune  dans  le  port  de 
Brest,  où  il  s'élève  à  un  jour  et  demi. 

Supposons  maintenant  que  les  lettres  L,  r,  m,  A,  e,  X  et  y  se 
rapportent  au  soleil,  et  marquons  d'un  trait,  pour  la  lune,  les 
mêmes  lettres.  On  aura  par  l'action  réunie  de  ces  deux  astres ,  et 
en  n'ayant  égard  qu'aux  inégalités  dont  la  période  est  d'environ 
un  demi-jour,  la  hauteur  de  la  mer  au-dessus  de  son  niveau, 
égale  à 


AL 

— ^.  cos*.Y e.  cos.(2nf -h  Qtsr —  imt —  2X) 

i  BL    .  ^  ,     ,  V 

A'L 

77-.COS*.Ye'.  COS.(2  7lfH-2'CT  —  2m  t 2X')| 

BV 
Y  — 77-.  sin*.  e'.  cos.(2ntH- 1^  —  2y) 


(A) 


la  constante  B  devant  être  la  même  à  très-peu  près  pour  le  soleil 
et  pour  la  lune,  parce  que  les  angles  2nt —  2y,  et  2nt —  27  varient 
à  très-peu  près  de  la  même  manière,  vu  la  lenteur  du  mouvement 
des  nœuds  de  l'orbe  lunaire,  y  serait  égal  à  y  si  l'intersection  de 
l'orbe  lunaire  avec  l'équateur  coïncidait  avec  l'équinoxe  du  prin- 
temps. En  comptant  les  angles  mt  et  mt  de  cet  équinoxe,  en  dési- 
gnant par  5  l'ascension  droite  de  l'intersection  de  l'orbe  lunaire 
avec  l'équateur,  on  aura 

Les  constantes  A,  A,  B,  y,  X,  X',  ne  peuvent  être  déterminées 
que  par  les  observations;  mais  comme  elles  ne  diffèrent  d'un  astre 
à  l'autre,  qu'à  raison  de  la  différence  des  moyens  mouvements  de 
ces  astres  dans  leurs  orbites,  différence  toujours  très-petite  rela- 
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tivement  à  ni  ou  au  mouvement  de  rotation  de  la  terre;  il  est 
assez  naturel  de  supposer  que  ces  constantes  varient  d'un  astre  à 
l'autre,  proportionnellement  à  la  différence  des  moyens  mouve- 
ments; ainsi  en  désignant  par  a:  et  j  deux  constantes  indétermi- 
nées, nous  ferons 

il=^  (i-+- ma;).  J5,       A'=[i-+-mx).B  ; 
X  =  y — my,  X=y — my. 

Les  observations  feront  connaître  jusqu'à  quel  point  ces  suppo- 
sitions sont  approchées. 

Les  deux  plus  grands  termes  de  la  fonction  (A)  étant  ceux 
qui  dépendent  des  cosinus  des  angles  2wf-4-2« — 2mt — 2X,  et 
2nt-+-2^ — 2mt — 2V;  ces  cosinus  doivent,  au  moment  de  la 
pleine  mer,  différer  peu  de  l'unité  ;  en  faisant  donc 

nf-f-'CT  —  mt  —  X=:i7r-H/, 
nt-h^  —  mt  —  X'=  ITT  -f-  /'; 

I  et  i'  étant  des  nombres  entiers,  on  pourra  supposer  /  et  ï  fort 
petits.  Ces  deux  équations  donnent 

_(;n'— m).f==:(('— i)  TT-f-V  — X-i-/— /; 
faisons 

T  étant  le  temps  de  la  syzygie  moyenne.  Au  moment  de  cette 
phase,  les  angles  m'T  et  mT  doivent  être  égaux,  ou  différer  d'un 
nombre  entier  de  demi-circonférences,  en  sorte  que  l'on  a 

[m — m).  T  =  i"%, 

r  étant  un  nombre  entier;  on  a  donc,  en  observant  que  X — X' 
est  égal  à  (m' — Jn).y, 

^i''^^i^m'—m)t'={i!—i)it—{m'-  '-T  —  l 

TOME   ▼. 
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Les  angles  {m— m)  t',  [m  —  m) y,  et  /'—  /  étant  peu  considérables, 
on  doit  avoir  — f  égal  à  i' — i;  en  faisant  donc 


t=t  -^y, 
on  aura 

r^l^^m'—m)t\ 
Ainsi  Ton  aura 

COS.(2nf-f-2'CT — 2mt  —  2X)  =  cos.  2/, 

cos.(2nf-H2'CT  —  2mt — 2X')  =  cos,(2/ — 2[m  —  m).f). 

On  a 

cos.[2nt  +  2'CT—  2y)  --cos.(2nf  +  2'CT—  2mf  —  2X4-  2mf  +  2X  —  2y) 
i=cos.(2/  +  2mf— 2mj). 

Substituant  pour  mt,  sa  valeur  mT-+-mf"-hmj,  on  aura 

cos.(2nf-f-  2^ —  2y)=cos.(2mT-h2/H-2mf  ). 

On  trouvera  pareillement 

cos.(2ni-+-2'CT  —  27)  =cos.{2mT-h2/-h2mf''  —  2  5). 

Cela  posé,  si  l'on  fait 

A,Lé  I  /         A.  Âj  4    1/ 

^=  -;T-^s\f  e,     a  =  — ^.cos*.|e, 

b  =Y  — .  sin\  e.  cos.2mT-+-  \  — 7^-.  sin\e'.  cos.(2mT —  25) , 

A=Y  —;-. sin*. e.sin.2mT-|--5-  -Tp.sin'.e'. sin.(2mT — 25) ; 

l'expression  (A)  de  la  hauteur  de  la  mer  deviendra  au  moment 
de  la  pleine  mer,  en  la  réduisant  en  série  par  rapport  aux  puis- 
sances de  /,  / — [m! — m)t\  l-^-mt";  et  en  négligeant  seulement 
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les  produits  de  quatre  dimensions  de  ces  quantités,  et  les  pro- 
duits des  troisièmes  puissances  de  l-\-mt\  par  sin*.e,  sinVe'; 

a{i—2l')-\-a\i—2[l—{m—m)t"Yl 
^b\i  —  2{l^mfy\  —  2h{l^mf).     '  (B) 

Aux  instants  de  la  haute  et  de  la  basse  mer,  cette  fonction  est  à 
son  maximum  et  à  son  minimum;  sa  différentielle,  prise  par  rapport 
au  temps  t,  est  donc  nulle.  On  ne  doit  y  faire  varier  que  /  et  t\ 
le  temps  T  de  la  syzygie  devant  être  supposé  constant;  et  alors 
on  a 

dl=[n  —  m)  dt,       dt"  =  dt; 

on  a  donc 

0  =  —  4a/(n  —  m)  —  lial[n —  m')  -\-  l\a[n  —  m!).[m!  —  m)  { 

—  inh — klnh —  l\nmh{  ;  (C) 

ce  qui  donne 

y  « {n—m).  a'\m^  m)  i'+[[n--m)  a+[n—m)  a].mf— j  nh 

[n^m),a  +  [n—rn)a  +  nb 

La  fonction  (B)  donnera  ainsi  cette  expression  fort  approchée  de 
la  hauteur  de  la  pleine  mer, 


a-ha -t-i  — 


A'  2ha(m—m)t" 

2.(a  +  a'+6)  a  +  a  +  b     ' 


\a\a  +  b.^ -M 

a+a+b  ^ 


27. 
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On  peut,  dans  Tensemble  d'un  grand  nombre  de  syzygies,  sup- 
poser le  terme 

2ha{m-'m)i" 
a+a+b 

alternativement  positif  et  négatif,  en  sorte  que  la  somme  de  ses 
diverses  valeurs  soit  nulle  et  puisse  être  négligée  :  cela  est  d'au- 
tant plus  permis  que  ce  terme  est  fort  petit,  l'un  des  deux  termes 
de  son  expression  étant  multiplié  par  sin\  e,  et  l'autre  étant  mul- 
tiplié par  sin*.  e.  De  plus,  ayant  négligé  les  termes  qui  ont  pour 
facteur  sin^-^e',  nous  pouvons,  à  plus  forte  raison,  négliger  le 

—  A* 
terme  —, 7— r  ;  la  formule  précédente  devient  ainsi 

2  (a -h  a +6)'  ^ 

2a   a+b.  —, 

a-^ol^b *-  ^     "r'"-^.K-m)'.f".  (D) 

a-^a  +  o  ^  '  ^     ' 

3.  Introduisons  présentement  les  inégalités  du  mouvement  et 
de  la  distance  des  astres  dans  l'expression  de  la  hauteur  des  ma- 
rées. Pour  cela,  développons  le  terme  de  la  fonction  (6)  du  n®  2, 
rapportée  à  la  lune, 

j-T^.sin\d.cos^.\e.cos.[2nt-h  2^ —  2^'). 

Soit /.  sin.(5fH-0')  une  des  inégalités  du  mouvement  lunaire, 
et  h.cos.[st-+'6')  l'inégalité  correspondante  du  rayon  vecteur  r 
de  la  lune;  ces  deux  inégalités  introduisent  dans  le  terme  précé- 
dent les  termes 

|^.8in«.0.cos*.|e'.r   {f-^h).cos.{2nt-^2'r,-2m't-st-e')-\ 
àr'  *      [_(±A-+-/).cos.(anfH-2'Bï— 2m'f-f-5f-h0')J 

r  étant  la  moyenne  distance  de  la  lune  à  la  terre.  Ces  termes 
donnent  naissance  à  deux  flux  partiels  que  l'on  peut  considérer 
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comme  produits  par  Taction  de  deux  astres  mus  uniformément 
dans  le  plan  de  Téquateur,  à  la  distance  r,  et  dont  les  masses 
sont  respectivement 

L'.cjos\\e.{f—\h),        L'.cos\|e'.(|A-f-/), 

leurs  moyens  mouvements  étant  im '^ — j.f,  et  irn  —  -■)•'•  On 
a  vu  précédemment  que  le  terme 

3L' 

-rrrr;.  cos*.Ye'.sin*.0.  cos.(2nf-h2'CT  —  irnt) 

produit  dans  Texpression  de  la  hauteur  de  la  mer  le  terme 

•nwt 

(n-m'a;).-^7r-cos*.Ye'.  cos.[int-\-i'Ui — imt-^-imy  —  27). 

D  est  facile  d'en  conclure  que  les  termes  dus  à  l'action  des  astres 
supposés  produisent  dans  cette  expression  les  termes 

[i-h(m'-^i)a:].^.cos\ie'.[/— |A]  x 

cos-fant-f-atsT — imt — st  —  & — 2yH-2(m'H — \y\ 

_[^,+^„»'_l):,j.:^'.co8».ie'.[/+|A]x 

cos.(2nf-H2«  —  2m'f-+-5f-f-0' — 27 -h  2  fin' —  ")y)- 

Nous  avons  supposé,  au  moment  de  la  haute  mer, 

nt — m't-h'CT — yH-my=:i'7r-H/', 

'  étant  un  nombre  entier.   Les  deux    termes  précédents  de- 
^^nent  ainsi 
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i+|m'-i-  -jx  L-TTT-.cos'.  J  e' .{f—  \h)  cx)s.{2l' — st—  6' + s^) 

_r,  +  (m'-^)a;l:^.cos\-i-e'.(/+|A)cos.(2/'+sf+0'-5y). 
On  a,  par  ce  qui  précède, 

ce  qui  réduit  les  deux  termes  précédents  à  ceux-ci, 

ïi  +  lm'+i\x\.^.cos\ie.{f-{h)cos.{sT  +  e'+st''-2l') 

ïi^rn'-^\x\.y^.cos\{e'.{f-^ik)cos.{sT  +  e'+st"+2l'). 

Ces  deux  termes  développés  en  séries  ajouteront  donc  à  l'expres- 
sion (B)  de  la  hauteur  des  marées  la  quantité 

...  a'     [3/1  —  -^1  COS.  (sT-h  B') 

I^a  différentielle  de  cette  quantité,  prise  par  rapport  au  temps  t 
et  divisée  par  dty  doit  être  ajoutée  au  second  membre  de  Téqua- 
tion  (C)  du  numéro  précédent,  pour  avoir  Tinstant  de  la  haute 
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mer.  On  peut,  dans  la  différenciation,  ne  faire  varier  que  /',  et 
supposer  dt=ndt,  à  cause  de  la  petitesse  de  m  et  de  s  relative- 
ment à  n.  On  aura  ainsi  pour  la  différentielle  de  la  quantité 
divisée  par  dt 

-f-  Wnlhh  —  -^1  cos.(«T  H-  6') 

Nous  pouvons  supposer  que  dans  l'ensemble  d'un  grand  nombre 
d'observations ,  les  valeurs  de  sin.(5T-h0')  ont  été  alternativement 
positives  et  négatives,  en  sorte  que  leur  somme  soit  nulle  à  fort 
peu  près.  En  nommant  4  X  la  somme  des  deux  derniers  termes 
de  la  quantité  précédente,  on  voit  qu'ils  ajoutent  au\  numéra- 
teurs des  valeurs  de  /,  Z —  [m  —  m).  t\  et  /-t-mf",  données  dans  le 
numéro  précédent,  la  quantité  X,  et  qu'en  négligeant  le  carré  de  X 
et  le  produit  AX,  cette  quantité  disparaîtra  de  l'expression  (B) 
delà  hauteur  de  la  marée.  Mais  il  faut  ajouter  à  cette  expression, 
et  par  conséquent  à  l'expression  (D)  de  la  même  hauteur,  la 
quantité 

_  aTs/t  —  -^1  cos.(sT-+-  &) 

+  T«'[3*-T^]K'-+-i'")«»(»T-H9') 

Le  terme 

j-7;-.sin\0.sin*.e'.cos.(2nM-2«  —  2  S) 
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de  la  fonction  (6)  transportée  à  la  lune,  produit  les  deux  suivants: 

1+  —    COS.(2nf+2'CT— 5f— 0— 2y+^— 2  5)] 


3  BL     •  ,    /  1 
—  -7.-^--.sin*.e  .h. 

4  r' 


f+ 


1—  —    COS.(27lf+2«+5f+0'— 2y— 5y— 25)\ 


A 


EnsubstituantpourBsa  valeur ——7-,  poursinVe',  4*sin*4e'.cos\2e', 

y4'L'  CCS*  -e'  i+mx 

et  a  pour '  -f,  '  * —  »  ces  deux  termes  deviennent 

_  3a'A.tang'.|e'  (     (^+  t)  «>s-(2«'+  ^TS-st+sy-d'-^y-^è) 

1+m  X       ']     /        sx\         f     ^  .  t\i  ^\ 

r+l  1 |cos.(2nf+2'CT+5f—5y+0  — 27—20) 

On  trouvera,  par  l'analyse  précédente,  en  supposant  nulles  dans 
l'ensemble  des  observations  les  moyennes  de  sin.  (^T-t-Ô') , 
sin.  { 2mT —  27) ,  et  de  leurs  produits,  qu'ils  ajoutent  à  l'expres- 
sion (D)  de  la  hauteur  de  la  pleine  mer,  la  quantité 

6a  A^ng  .-e    ^^,  (,^.T-2a)  C0S,(5T+g-)r  "[ 1 J   ; 

(  +5a;.5t  (f+mY)     ) 

l'expression  de  la  hauteur  de  la  pleine  mer  devient  ainsi 

j  I  m  — m     I    /    /        \, .//, 

/5  a:  ôA.tang'.je' 

^rax  i+m'a; 

„-*[3*-T^]('-'"+4f-) 

4/-.,"",  .Lt-f 

.  ,  °       .cos.famT— ad)}  ,./     ,«U 


a+a'4-6+2 


o  +  a'+fc 


-Sa'.cos.(5T-e')' 
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le  signe  intégral  S  embrassant  tous  les  termes  semblables  relatifs 
aux  diverses  inégalités  de  la  lune. 

On  a,  par  ce  qui  précède,  au  moment  de  la  pleine  mer, 

nt-h'cs  —  mt  —  X  — -  /tt  -h  /; 

il  est  facile  d'en  conclure  que  la  valeur  de  /,  réduite  en  temps,  à 
raison  de  la  circonférence  entière  pour  un  jour,  exprime  le  retard 
des  marées.  On  trouvera,  par  l'analyse  précédente,  qu'en  dési- 
gnant par  a  la  partie  de  l'expression  de  la  hauteur  des  marées 
iadépendantes  de  /'  et  de  t\  on  aura 


mb 

1  — 


(m'- m)  a' 

/      ^1         fsx  s       r^         ihsx    1 

.   I  .      .  «  .  \  i+m>x       m'—m  \'       k(\+nix]\\  \ 

/=(.•-«)<■«'!     s  oos.(,T+(0  _ 3A.u.gS>-.cos.(..n-T-.i)(      „a{    { }•("<) 


(m  — m]  a         m'b 


n  —  m  n  —  m 


On  fera  entrer,  parla  même  analyse,  les  inégalités  du  mouve- 
ment solaire  dans  les  expressions  de  la  hauteur  et  du  retard  des 
marées. 

Parmi  les  inégalités  lunaires,  celle  que  l'on  nomme  variation 
augmente,  dans  les  syzygies,  la  parallaxe  de  la  lune  et  sa  vitesse 
uigulaire,  de  quantités  constantes  :  elle  les  diminue  des  mêmes 
quantités  dans  les  quadratures.  Relativement  à  cette  inégalité, 
'est  égal  à  2  [m — m),  et  dans  les  syzygies,  le  cosinus  de 
î  (m' — m)T,  est  l'unité  :  il  est  — 1  dans  les  quadratures.  La  théorie 
lunaire  donne  par  rapport  à  cette  inégalité,  3h=  —  o,o2334, 
rt^=o,oi.  De  plus,  on  verra  dans  la  suite  que  mx  est  à  fort 

Tom  T.  28 
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peu  près  égal  à  y,  en  sorte  que  Ton  peut  supposer,  en  négligeant 
la  valeur  de  m 


i+mx 
ce  qui  donne 


r=o,oo4> 


3/i 4 — r-  =  —  0,02734. 

i+mx  ' 

On  peut,  vu  la  petitesse  de  tang\  y  e,  substituer,  sans  erreur  sen- 
sible, —  0,02734  au  lieu  de  3/i,  dans  le  facteur  de  cette  quantité; 
on  aura  donc  égard  à  l'inégalité  de  la  variation  dans  la  valeur 
de  a,  en  multipliant  L  par  1,02734  dans  les  syzygies,  et  Ton  y 
aura  égard  dans  les  quadratures,  en  multipliant  V  par  0,97266. 

4.  Soitp  le  carré  du  cosinus  de  la  déclinaison  du  soleil,  à  l'ins- 
tant de  la  syzygie;  on  aura,  par  le  n**  2 , 

p= hysm*.  e.cos.  2m  1  ; 

or  on  a 

cos*.  T  e  = sm*.  -^  e  ; 

^2 

en  négligeant  donc,  comme  nous  l'avons  fait,  sin*.-5-e,  on  aura 

2i4.  — .cos*.-5-e-h5.sin\e.— .COS.  2mT 
=  iA.  —.p  —  [A  —  B)  — .  sin*.  e.  cos.  2m'T. 

En  nommant  pareillement  p  le  carré  du  cosinus  de  la  déclinaison 
de  la  lune  à  l'instant  de  la  syzygie,  on  aura 

U  ,  .  L 

iA'.  -TT^ .  cos*.  Y  e'-+-5.  sin*.  e\  ^7^ .  cos.{2mT —  2  5) 

=  iA\ -r77 . p —  [A' — B).  sin*.  e'. -:r77 .  cos.(2mT —  2S). 
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Dans  les  syzygies  des  solstices,  mT  et  m'T  sont  à  peu  près  égaux 
à  yTT.  En  désignant  alors  par  y  7r-t-  mT\  et  y  tt  -  \-rnT  les  angles 
mT  et  mTy  ce  qui  revient  à  compter  du  solstice ,  les  arcs  mT'  et 
et  mT,  on  aura 

COS.  2mT=  —  COS.  2mT',    cos.(2m'T — 2  5)  -  -    -cos.(2mT' — 2  5): 

en  désignant  donc  par  cj  et  9'  les  carrés  des  cosinus  des  déclinai- 
sons solaires  et  lunaires,  à  l'instant  de  la  syzygie  soisticiale,  on 
aura 

2 il .  — .  cos*.  -T  e  -4-  B.  sin*.  e.  — .  cos.  2mT 

=  2A.  —  .q-h[A  —  B)  sinV  e.  — .  cos.  2mT', 

iA'.—-.  cos'.  Y cî'-T- B.  sin*.  e'. ^77 .  cos.  f2mT —  2 5 ) 

=  -ii4'.^.9-f-(A'— JB).sin\£'.-^.cos.(2mT— 25). 

On  peut  supposer  dans  l'ensemble  d'un  grand  nombre  de  syzygies 
que  la  sommée  des  cosinus  de  2mT  est  égale  à  la  somme  des  cosinus 
de  2mT',  et  que  la  somme  des  cosinus  de  2m'T — 2  5  est  égale  à 
la  somme  des  cosinus  de  2m'T' —  2  5,  parce  que  ces  cosinus  dif- 
fèrent peu  de  l'unité,  et  que  d'ailleurs  ils  sont  multipliés  par  les 
facteurs  très-petits  [A —  B).  ûn\e  et  (/!' — B).  sin'.  e'.  En  suppo- 
sant donc  que  P  et  Q  expriment  les  sommes  des  carrés  des  cosinus 
des  déclinaisons  du  soleil  aux  instants  des  syzygies  équinoxiales 
et  solsticiales,  et  que  P'  et  Q'  expriment  les  mêmes  sommes  pour 
la  lune,  on  aura,  en  ne  considérant  que  l'inégalité  lunaire  de  la 
variation,  pour  un  nombre  z,  de  syzygies  équinoxiales, 

2ia=2i4.  — .  P-+- 2 A'.  1,02734.-^77.  P' 

-(i-fi).^(P-Q)-(i'-5).i,o27344(*'-Q'J  = 

28. 


220  MÉCANIQUE   CÉLESTE. 

et  pour  le  même  nombre  i  de  syzygies  solsticiales,  on  aura 

L  L 

r  r 

+  (i-J5).^(P-Q)-4-(4'-iî).i,o.7344(P'-Q')' 

a  étant  ce  que  devient  a  dans  les  syzygies  solsticiales. 

La  hauteur  de  la  pleine  mer  syzygie,  donnée  par  la  formule 
(M)  du  numéro  précédent,  étant  de  la  forme  (t-^^t"\  il  est  clair 
que  la  basse  mer  syzygie  sera  — a-{-j3f"*;  ce  qui  revient  à  chan- 
ger L  et  L  dans  — L  et  — L\  Dans  les  quadratures,  la  basse  mer 
solaire  coïncide  avec  la  haute  mer  lunaire.  De  là  il  suit  que  si  Ton 
désigne  par  P»  et  Q,  les  sommes  des  carrés  des  cosinus  des  décli- 
naisons du  soleil  dans  les  quadratures  équinoxiales  et  solsticiales; 
si  l'on  désigne  par  Q',  et  P'»  la  somme  des  carrés  des  cosinus 
des  déclinaisons  de  la  lune  dans  les  mêmes  quadratures;  enfin,  si 
Ton  désigne  par  a"  et  d""  ce  que  deviennent  a  et  a  dans  les  qua- 
dratures, on  aura  pour  i  quadratures  équinoidales,  en  n  ayant 
égard  qu'à  l'inégalité  de  la  variation , 

2iV=3i4'.o,97266.^7rO'i — lA.  —  .V, 
-l-(^'-B).o.97a66.-^(P'.-Q'.)  +  (i-5).i{P.-0.); 
et  pour  I  quadratures  solsticiales,  on  aura 

2ia''=ai'.  0,97266.^. F.— avl'.^.Q. 
-{A'-B).o,97a66.|^(F.-Q'.)-(i-B).|(P._0.). 
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Dans  le  calcul  des  valeurs  de  6f"*,  et  l  données  par  les  for- 
mules (M)  et  (N),  on  fera  pour  les  i  syzygies  équinoxiales 

COS*.ve=  r^,  COS*.^^  =  : i 

sin'.e.cos.  2mT==  — r-^,  sin\e'.  cos.(2m'T — 2  5)=  — : — ; 
tang*.  Y  e.  cos.  {2  m'T —  2  5  )  =  |  V4-Q'  ' 

Il  £aiut,  dans  les  syzygies  solsticîales,  changer  les  signes  des  se- 
conds membres  des  trois  dernières  équations. 
Dans  les  quadratures,  il  faut  changer  L  en  — L,  et  faire 

cos\4-e=        .     ,  cos*.  Y  s  = ^• 

*  21  ^  21 

Dans  les  quadratures  équinoxiales,  il  faut  faire 
sin*.  e.cos,3mT=    '"T     ,  sin*.  e'cos.(2mT — 2  5)  =  ^'T    \ 

Dans  les  quadratures  solsticiales,  il  faut  changer  les  signes  des 
seconds  membres  de  ces  trois  dernières  équations. 
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CHAPITRE   III. 

COMPARAISON  DE  L'ANALYSE  PRÉCÉDENTE  AVEC  LES  OBSERVATIONS  DES  HAUTEURS 
DES  :MARÉES  dont  la  PÉRIODE  EST  D'ENVIRON  UN  DEMI-JOUR. 


5.  On  a  considéré  les  syzygies  équinoxiales  suivantes 

TABLE  I. 

Des  hauteurs  des  marées. 


1807 

9  mars. 

a3  mars. 

8  avril. 

a  sept. 

16  sept 

l"0«t. 

1808 

12 

a? 

10 

4 

ao 

4 

1809 

2 

i5 

3i  mars. 

9 

a3 

9 

1810 

5 

31 

4  avril. 

i3 

a8 

13 

1811 

10 

34 

8 

a 

»7 

3 

181a 

i3 

a? 

11 

5 

ao 

5 

i8i3 

a 

»7 

1 

10 

a4 

10 

1814 

6 

ai 

4 

i3 

29 

i3 

i8i5 

11 

a5 

9 

3 

18 

3 

1816 

i3 

a8 

la 

6 

ai 

6 

1817 

3 

>7 

1 

11 

a5 

lO 

1818 

7 

33 

5 

3i  août. 

i4 

3o  sept. 

1819 

1 1 

35 

10 

4  sept. 

>9 

3  oct. 

i8ao 

a  9  février. 

l4 

39  mars. 

7 

33 

7 

i8ai 

4 

18 

3  avril. 

11 

a6 

4 

i8aa 

7 

a3 

6 

I 

i5 

3o  sept. 

On  a  pris  dans  les  syzygies  Texcès  de  la  haute  mer  du  soir  sur 
la  basse  mer  du  matin,  relatif  au  jour  qui  précède  la  syzygie,  au 
jour  même  de  la  syzygie,  et  aux  quatre  jours  qui  la  suivent.  On  a 
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fait  pour  chaque  année  une  somme  des  excès  relatifs  à  chacun  de 
ces  jours,  en  doublant  les  résidtats  correspondants  à  la  syzygie 
la  plus  voisine  de  Téquinoxe,  et  qui  est  la  moyenne  des  trois  syzy- 
gies  considérées  dans  chaque  équinoxe.  On  a  obtenu  ainsi  les 
résultats  suivants  exprimés  en  mètres  : 

TABLE  II. 

Syzygies  ëquînoxiales. 


(-1) 

(0) 

(-H1) 

(-H3) 

(H- 3) 

(-^4) 

1807 

&4,4a5 

49,030 

5 1,460 

60,730 

48,83o 

46,070 

1808 

44,740 

49,155 

5l,130 

5 1,060 

48,496 

43,910 

1809 

44,496 

48,530 

60,910 

5i,i35 

49,306 

44,910 

1810 

46,3oo 

49^71» 

61,740 

60,376 

47,711 

43,079 

1811 

44,2o5 

49,o3o 

61,390 

5i,ioo 

48,86c 

43,860 

1813 

43,527 

48,446 

5 1,348 

5i,63o 

49,619 

46,016 

i8i3 

45,33o 

49,069 

5i,o4i 

5o,8o4 

47,938 

43,466 

i8i4 

44,231 

48,65 1 

5o,55i 

60,706 

48,465 

44,707 

i8i5 

43,997 

48,768 

5i,853 

60,917 

48,64 1 

43,867 

1816 

43,980 

48,35o 

5i,38o 

61,370 

49,000 

44,180 

1817 

43,730 

48,3  5o 

5o,63o 

5o,58o 

49,000 

44,390 

1818 

43,5oo 

48,060 

5o,33o 

5o,a6o 

48,56o 

43,64o 

1819 

43,768 

48,336 

60,693 

60,381 

48,8o3 

43,3i6 

i8ao 

45,038 

49,763 

61,867 

61,446 

48,639 

43,860 

1821 

44,365 

48,6o5 

5o,66o 

49,63o 

48,8 1 5 

43,107 

i8aa 

44,453 

48,364 

60,777 

49,983 

47,769 

43,64o 

Som^np-*  -  . 

1  709'944 

779.9S7 

817,538 

811,886 

778,439 

703,897 

=  f 

=  r 

=  r 

=  r 

=  r 

chacun  des  six  jours.  SjL 


ommes  des  hauteurs  relatives  à 
^^  loi  de  ces  sommes  par 
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t  étant  le  temps  écoulé  depuis  la  haute  mer  du  soir  du  jour  qui 
précède  la  syzygie,  l'intervalle  de  deux  marées  consécutives  du 
soir  étant  pris  pour  unité,  on  aura  les  six  équations  de  conditions 
suivantes  : 


r= 

=/' 

e^-  r-^- 

-v= 

=f> 

4.?  +  2.|'-i 

-r- 

=f' 

9.?+3.evr= 

=r> 

i6.?H-4.?'-i 

-V-- 

=.r 

2  5.e-h5.r-4 

-r= 

=/■ 

Si  Ton  multiplie  chacune  de  ces  équations  respectivement  par  les 
coefficients  de  ^,  et  que  l'on  fasse  la  somme  des  produits;  si  l'on 
fait  des  sommes  semblables  relativement  aux  coefficients  de  ^'  et 
r*  ces  trois  sommes  donneront  les  équations  suivantes  : 

979.?-f-225.r+55.r=/V4/H-9f-Hi6/'-i-25/, 
2  2  5.?-+-   55.r+i5.r=/"+-2/-i-3/'^-4-  4/V   bf\ 
55.?-f-    i5.r-f-   6.  r=/ +/-+-/-+-    f^f^f. 

Ces  équations  donnent 

^~  112 

,'_  Hf-f)+Hr-f)+r-r    ., 

i  —  35  3S, 

r-  f+f+f+f+r+f      5  , ,     55  , 

^~  6  2^6^' 

Maintenant  on  a,  le  mètre  étant  pris  pour  unité, 

/  =709»94A.    /' =7791987»    /'=8i7,538, 
/"  ==81 1,886,    /"=  778,429,    /  =  702,897. 
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On  trouve  ainsi 

i^-—  18,06977, 

C=      89,04710, 

l'=     809,8021. 
L'expression 

des  valeurs  àef,f\f\  etc.  devient 

819,6070  — 18,06977.  {t  —  2,46398)*. 

Exprimons  par  {  la  distance  d'une  haute  marée  du  soir  à  l'ins- 
tant de  la  syzy^ie ,  t'  étant  supposé  positif  pour  les  marées  qui 
suivent  la  syzygie.  Soit  j  une  constante  arbitraire,  dont  nous  dis- 
poserons de  manière  que  a  —  6(f' — y)'  représente  cette  haute 
marée.  La  basse  marée  qui  la  précède  sera,  comme  on  l'a  vu 
d'après  la  loi  de  la  pesanteur  universelle,  — a"f-6(f' — y  —  y)*. 
L'excès  de  la  haute  mer  sur  cette  basse  mer  sera  donc 

Ainsi,  en  nommant  i  le  nombre  des  syzygies  employées  pour 
former  les  valeurs  de  /,  f\  f\  etc.  l'expression  générale  des 
sommes  de  ces  valeurs  sera 

,ia-^-2i€{r-y-^'.  [a] 

Désignons  par  k  la  moyenne  des  quantités  dont  les  syzygies 
ont  précédé,  dans  les  observations  précédentes,  les  instants  des 
hautes  marées  du  soir  des  jours  mêmes  *^i  ^^  ^^^'^ 

TOME   V. 
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La  formule  (a)  devient  ainsi 

Cette  formule  doit  coïncider  avec  l'expression 


a  dor 


on  a  aonc 


ce  qui  donne 


V —  k ± ^ 


2? 

En  substituant  les  valeurs  précédentes  de  ?'  et  de  ^,  on  a 

j=  1,33898 -i-L 

Dans  les  syzygies  précédentes,  le  retard  journalier  des  marées 
a  été  0,02 61 36.  On  a  ainsi,  en  partie  du  jour  solaire, 

1,33898  =  1^37398. 

La  valeur  moyenne  k,  dont  les  syzygies  ont  précédé  les  marées 
du  soir,  est  0^,1 061 5.  On  a  ainsi 

y  =  iJ,48oi3. 

La  comparaison  des  expressions  (a)  et  [b)  donne 

2i*a  =  8i9,7895, 
216=    18,0698, 

i  étant  égal  à  128,  parce  que  Ton  a  employé  128  syzygies,  en 
comptant  pour  deux  chaque  syzygie  intermédiaire,  dont  on  a 
doublé  les  résultats. 
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Pour  que  Ton  puisse  apprécier  la  régularité  des  observations 
des  marées  faites  dans  le  port  de  Brest,  on  a  déterminé,  comme 
ci-dessus,  les  valeurs  de  21a  et  de  21e  pour  chacune  des  seize 
années,  et  comme  le  nombre  des  observations  de  chaque  année 
n'est  qu  un  seizième  du  nombre  total  des  observations  que  nous 
venons  d'employer,  on  a  multiplié  les  divers  résultats  par  seize, 
pour  les  comparer  aux  précédents.  On  a  formé  ainsi  la  table 
suivante. 

TABLE  III. 
Valeurs  de  niSei  de  2Îa  conclues  des  marées  équinoxiales  syzygies. 


aj§. 

a  l'a. 

1807 

16,88/1 

8a  1,585 

1808 

i8,o34 

8aa,a7i 

1809 

i6.85i 

830-878 

1810 

16,739 

820,99a 

181 1 

19,193 

8a5,i88 

181a 

17,676 

8a7,aia 

i8i3 

i7,a56 

8i8,aia 

1814 

16,443 

8i4,34o 

i8i5 

19.776 

836,075 

1816 

19.300 

8a5.a87 

1817 

17.712 

815,96a 

1818 

18,069 

811, a34 

1819 

18,614 

81 4,466 

1820 

19.194 

8a8,4a4 

iSai 

19,300 

814,194 

iSaa 

i8,aoa 

810,998 

Moyennes.. 

18,0714 

8i9,83ao 

Le  peu  de  différence  de  ces  valeurs  de  216  et  de  2ia  à  leurs 
Moyennes  montre  la  régularité  des  marées  dans  le  port  de  Brest  ; 
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ces  écarts  ayant  été  rendus  seize  fois  plus  grands,  en  vertu  de  leur 
multiplication  par  seize. 

6.  On  a  considéré  de  la  même  manière  les  syzygies  solsticiales 
suivantes,  qui  correspondent  aux  mêmes  années. 

TABLE   IV. 


1807 

6  juin 

30  juin 

5  juillet 

i5  déc. 

39  déc. 

1808 

i3  janv. 

8 

a4  juin 

7  juillet 

3  déc. 

17  déc. 

1809 

1  janv. 

i3 

a? 

13 

7 

ai 

1810 

5 

3 

»7 

1 

10 

36 

1811 

9 

6 

ao 

6 

i5 

39 

i8ia 

i4 

9 

a4 

8 

4 

18 

i8i3 

a 

ik 

38 

i3 

7 

aa 

181A 

6 

3 

17 

a 

11 

a6 

i8i5 

10 

7 

ai 

6 

16 

3o 

1816 

i5 

10 

35 

9 

4 

18 

1817 

3 

3o  mai 

i4 

a8  juin 

8 

33 

1818 

6 

3  juin 

18 

3  juillet 

13 

37 

1819 

11 

8 

aa 

7 

1 

17      3i 

i8ao 

10  juin 

a6 

10  juillet 

5  déc. 

>9 

« 

i8ai 

4 

3i  mai 

i5  juin 

a  9  j"»" 

9 

34 

i8aa 

7 

U  juin 

19 

4  juillet 

i3 

38 

i8a3 

I] 

On  a  fait,  comme  ci-dessus,  les  sommes  des  excès  des  hautes 
marées  du  soir  sur  les  basses  mers  du  matin  du  jour  qui  précède 
la  syzygie,  du  jour  même  de  la  syzygie,  et  des  quatre  jours  qui 
la  suivent,  en  doublant  les  résultats  relatifs  à  la  syzygie  inter- 
médiaire dans  chaque  solstice.  On  a  obtenu  ainsi  les  résultats 
suivants. 
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TABLE  V. 

Syzygies  solsticiales. 


(-0 

(0) 

(H-0 

(-H2) 

(-+-3) 

("H4) 

1807 

Âi,o3o 

43.o4o 

44,745 

45.545 

43.83o 

41.575 

1808 

4i,365 

44.260 

46.of5 

45.920 

44,875 

42.535 

1809 

41,195 

44.i4o 

46,885 

45,945 

45.610 

43.334 

1810 

41,942 

45.481 

46.623 

46.487 

45.425 

41,242 

1811 

40,695 

44.163 

45.159 

45,736 

45.219 

43.284 

181a 

42.058 

44.759 

45.932 

45,478 

43.474 

40.904 

i8i3 

41,733 

44.867 

45.821 

44.845 

43.3o2 

39.784 

i8i4 

4o,38o 

43.665 

45.767 

45,o5o 

44.017 

41.264 

i8i5 

4o,o45 

43.043 

45,129 

44.834 

43.289 

40.867 

1816 

4o,83o 

42.390 

44.090 

43.850 

4i,64o 

39,620 

1817 

39,440 

42.720 

44,38o 

43.880 

41,910 

40.120 

1818 

39.474 

42.400 

43.575 

44.145 

42.048 

39,468 

1819 

39,457 

4i.o3o 

42.733 

42.325 

41.268 

38,261 

1820 

38,3ao 

40.990 

42.222 

42,454 

4i«2o8 

39,029 

i8ai 

39,320 

42.i3o 

42,160 

41.825 

41.225 

38,o55 

i8aa 

38.194 

41,824 

43,357 

43.524 

42,532 

39,470 

Sommes.... 

645.358 

690.902 

714.592 

712.843 

690,872 

648,792 

L'ensemble  de  ces  hauteurs  donne 

/  =  645,358,    /'  =  690,902,    /"=  714,592, 
/  =  712,843,    /"==  690,872,    /=  648,792. 


On  trouve  ainsi 


i  = —  ii,o8ôi3„ 
r=       55,863 
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L'expression  ^'—  77  "^M^"*"  T^)  ^^^  valeurs  de/,  /,  etc. 
devient 

716,2293  — ii,o85i 5  (f— 2, 51976)^ 

d*où  Ton  tire,  comme  dans  le  numéro  précédent, 

2ia  =  716,^02  5o, 
2iê'=    ii,o85i5. 

On  a,  comme  dans  le  même  numéro, 

7f  — — T-+^'^    y^ 

ce  qui  donne 

^^=1,39^76-+- A. 

Dans  les  syzygies  des  solstices,  le  retard  journalier  des  marées 
a  été  0^,028376;  en  sorte  que  Tintervalle  pris  pour  unité  est  ici 
1^,028376.  On  a  ainsi,  en  parties  du  jour  solaire, 

1,39476  =  iJ, 43434- 

Dans  les  syzygies  solsticiales  précédentes,  on  a 

/r  =  oJ,ii25o; 
ce  qui  donne 

y  =  ii,54684. 

Pour  apprécier  la  régularité  de  ces  observations  solsticiales  des 
marées,  on  a  déterminé,  pour  chaque  année,  les  valeurs  de  216' 
et  de  2ia ,  et  on  les  a  multipliées  par  seize,  pour  les  comparer  aux 
valeurs  précédentes  des  mêmes  quantités  relatives  aux  seize  années 
d'observations.  On  a  formé  ainsi  la  table  suivante. 
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TABLE  VL 
Valeurs  de  %iff  et  aia'  conclues  des  marées  soisticiales  syzygies. 


air. 

2ia\ 

1807 

9,681 

7aa,iia 

1808 

10,747 

738,53i 

1809 

la.iai 

751.449 

1810 

13,557 

745,930 

1811 

9.448 

733,9a5 

181a 

11,147 

73a,9a5 

i8i3 

12,357 

731, 5io 

i8i4 

i2,ao8 

729,610 

i8i5 

11,893 

72o,85i 

1816 

9,583 

701,618 

1817 

11,39a 

706,605 

1818 

i3,o34 

705,261 

1819 

9»697 

68a,  1 44 

i8ao 

9,659 

679,984 

1821 

9,406 

680,378 

i8aa 

12,446 

700, 5a  5 

Moyennes . . 

ii,i485 

716,4630 

Le  peu  de  différence  de  ces  valeurs  de  216'  et  de  21a  à  leurs 
moyennes  prouve  leur  régularité.  En  les  comparant  aux  mêmes 
valeurs  relatives  aux  syzygies  équinoxiales,  on  voit  clairement 
linfluence  des  déclinaisons  sur  les  valeurs  de  2a  et  de  26  ;  la 
[fcs  petite  des  valeurs  de  21a,  dans  les  syzygies  équinoxiales  de 
la  table  III,  est  810,998;  elle  surpasse  la  plus  grande  des  valeurs 
<fe2ia'  dans  les  syzygies  soisticiales  de  la  table  VI,  et  qui  ne 
adève  qu'à  751,449.  Pareillement  la  plus  petite  des  valeurs  de 
îï6,  dans  les  syzigies  équinoxiales  de  la  table  III,  est  1 6,443; 
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elle  surpasse  la  plus  grande  des  valeurs  de  2iê'  dans  les  syzygies 
solsticiales,  qui,  par  la  table  VI,  ne  s'élève  qu'à  i3,o34.  Une  telle 
disposition  n'est  point  l'efiFet  du  hasard;  car  alors,  en  admettant 
que  la  plus  grande  des  trente -deux  valeurs  de  2iê  et  de  2iê', 
qui,  par  la  table  III,  est  19,776,  et  la  plus  petite  de  ces  valeurs, 
qui,  par  la  table  VI,  est  9,406,  sont  les  limites  entre  lesquelles 
ces  valeurs  ont  pu  également  s'étendre,  on  aura  la  supposition 
la  plus  favorable  au  hasard  :  un  plus  grand  intervalle  de  limites 
diminuerait  sa  probabilité.  Dans  cette  supposition,  la  probabilité 
qu'une  valeur  syzygie  équinoxiale  de  21e  ne  sera  pas  au-dessous 
de  16,443,  sera 

19*776— 16,443  3,333 

— — — £— £ 0\X       

i9»776—  9i4o6  10,370' 

Pareillement  la  probabilité  qu'une  valeur  syzygie  solsticiale  de 
2ï6'  ne  sera  pas  au-dessus  de  i3,o34,  sera 

i3,o34  — 9,4o6  3,628 

ou 


*9'776— 9»4o6  10,370' 

De  là  il  suit,  par  les  principes  connus  de  la  théorie  des  proba- 
bilités, que  la  probabilité  qu'aucune  des  seize  valeurs  syzygies 
équinoxiales  de  21e  ne  sera  au-dessous  de  1 6,443,  en  même  temps 
qu'aucune  des  valeurs  syzygies  solsticiales  21e'  ne  surpassera  pas 
i3,o34t  est  égale  à 


/  3,333  YY  3,628  \" 
\io,37o/    \io,37o7 


Ce  produit  est  moindre  qu'une  fraction  qui,  ayant  l'unité  pour 
numérateur,  aurait  pour  dénominateur  1 5 ,  suivi  de  quatorze  zéros. 
L'excessive  petitesse  de  cette  fraction  prouve  incontestablement 
l'influence  des  déclinaisons  du  soleil  et  de  la  lune  sur  les  valeurs 
de  21  ê  et  de  21e'.   Un  raisonnement  semblable,  appliqué  aux 
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valeurs  de  lia  et  de  aia,  montre  pareillement  Tinfluence  des 
déclinaisons  sur  ces  valeurs. 

7.  Tai  considéré,  d'une  manière  à  peu  près  semblable,  les 
quadratures  équinoxiales  suivantes. 

TABLE  VIL 
Quadratures  équinoxiales. 


1807 

i"  mars. 

17  mars. 

3o  mars. 

8  sept. 

a  4  sept. 

8oct 

1808 

5 

»9 

4  avril. 

i3 

a6 

la 

1809 

8 

a4 

7 

1 

16 

1 

1810 

i3 

a8 

11 

6 

ao 

5 

1811 

a 

'7 

3i   mars. 

9 

a5 

9 

i8ia 

6 

•9 

4  avril. 

i3 

27 

i3 

i8i3 

9 

a5 

7 

a 

»7 

a 

i8i4 

>4 

a8 

la 

7 

ai 

6 

i8i5 

a 

18 

1 

10 

a6 

10 

1816 

7 

ao 

5 

a9  août. 

i4 

a  8  sept. 

1817 

10 

a6 

8 

3  sept. 

17 

3  oct. 

1818 

a8  février. 

i5 

39  mars. 

7 

ai 

7 

1819 

3  mars. 

>9 

a  avril. 

11 

a6 

11 

i8ao 

7 

ai 

6 

3o  août. 

i5 

ag  sept. 

18a  1 

10 

a6 

9 

4  sept. 

18 

à  oct. 

i8aa 

a8  février. 

i5 

29  mars. 

8 

a3 

7 

On  a  pris  l'excès  de  la  haute  mer  du  matin  sur  la  basse  mer 
du  soir,  relatif  au  jour  même  de  la  quadrature  et  aux  trois  jours 
€pn  la  suivent.  Je  n'ai  pas  considéré  six  jours,  comme  je  l'ai  fait 
relativement  aux  syzygies,  parce  que  la  variation  des  marées  qua- 
dratures étant  plus  rapide  que  celle  des  marées  syzygies,  la  loi 
de  variation  proportionnelle  au  carré  du  temps  ne  pourrait  pas, 
sans  erreur  sensible,  s'étendre  à  un  intervalle  de  six  jours.  On  a 
fût,  pour  chaque  marée,  une  somme  des  excès  relatifs  à  chacun 
des  quatre  jours,  en  doublant  les  résultats  relatifs  à  la  quadrature 
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intermédiaire  des  trois  quadratures  considérées  dans  chaque  équi- 
noxe.  On  a  formé  ainsi  la  table  suivante. 

TABLE  Vin. 

Quadratures  équinoxiales. 


(0) 

(0 

(^) 

(3) 

1807 

25,i3o 

20,100 

20,180 

76,106 

1808 

26.770 

20,950 

20,935 

26,320 

180g 

26.i3o 

2i,4oo 

2i,i3o 

25,280 

1810 

24t5oo 

20,974 

21,483 

27,080 

181 1 

26,055 

2i,44o 

21,l3o 

26,167 

1812 

26.927 

2i,5oo 

20,625 

25,111 

i8i3 

25,419 

20,341 

20,681 

25,916 

1814 

23,861 

19,754 

2o,oo4 

25,943 

i8i5 

24,867 

20,106 

19*949 

26,173 

1816 

25,25o 

19,380 

21,l3o 

23,720 

1817 

23,38o 

18,610 

i8,56o 

22,520 

1818 

23,860 

i8,33o 

19,010 

23,610 

1819 

22,575 

17*17^ 

17.284 

24,254 

1820 

a3,ooa 

16,798 

16,828 

23,159 

1831 

2S,i4o 

17,060 

17,080 

22,755 

1823 

23,228 

18,102 

17,024 

22,045 

Sommes... 

394,094 

3l2,023 

3i3,o33 

396,159 

Si  Ton  nomme J,f\f\f"'  les  sommes  des  hauteurs  relatives  à 
chacun  des  quatre  jours,  et  que  Ton  représente  la  loi  de  ces 
sommes  par 

t  étant  le  temps  écoulé  depuis  la  haute  marée  du  matin  du  jour 
de  la  quadrature,  l'intervalle  des  deux  marées  quadratures  du 
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matin  étant  pris  pour  unité,  on  aura  les  quatre  équations  de 
condition  suivantes  : 

Si  Ton  multiplie  chacune  de  ces  équations  respectivement  par 
leurs  coefficients  de  ?,  et  que  Ton  fasse  nulle  la  somme  de  leurs 
produits;  si  Ton  fait  les  sommes  semblables,  relativement  aux 
coefficients  de  C'  et  de  ^^  ces  trois  sommes  égalées  à  zéro  for- 
meront les  équations  suivantes  : 


98? 

-+-36.r+i4.r= 

/' 

-^àf 

+  R/". 

36.e 

-+-i4.e'-f- 

6.r 

-r 

+  ./ 

+3/^ 

i4.? 

-h  6.r-+- 

4.r 

/ 

+  / 

+  /'■ 

V  '■ 
ces  équations  dcmnent 

>" f+f+J+J    J.»' ±p 

Muntenant  on  a 

7=394,094,  /'=3i2,o23,  /'=3i3,o33,  J''=3g6,ibg; 
ce  qui  donne 

iS=4i, 39935,  ^'  =  —  i23,i8i2,  r  =  394,o5i5. 
I^'apression 

30. 
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devient  ainsi 

3oQ,20i6 -4-41,29926  [t — i,49i3i)*.  (a) 

Nommons  {  la  distance  d'une  haute  marée  du  matin  à  l'instant 
de  la  quadrature,  et  représentons  par  a-hè''{t' — y)*  cette  haute 
marée.  La  hauteur  de  la  basse  mer  qui  la  suit  sera 

-«-6'(''-rH-i)'; 

l'excès  de  la  haute  mer  sur  cette  basse  mer  sera  donc 

Nommons  k:  la  valeur  moyenne  des  quantités  dont  les  quadra- 
tures ont  suivi  les  hautes  marées  du  matin  du  jour  de  la  quadra- 
ture; on  aura  t'  =  t  —  k\  La  formule  précédente  devient  ainsi,  en 
la  multipliant  par  le  nombre  i  des  quadratures  considérées , 

Cette  formule  sera  l'expression  des  valeurs  de  /,  /',  etc.  en  la 
comparant  à  la  formule  (a) ,  on  a 

/c'-hj— |  =  i,49i3i; 
ce  qui  donne 

j==r  i,6i63i  — k'. 

L'intervalle  pris  pour  unité  est  l'intervalle  de  deux  marées 
consécutives  du  matin  vers  les  syzygies  équinoxiales,  et  l'on  verra 
ci-après  que  cet  intervalle  est  1^067828;  on  aura  ainsi 

i,6i63i=  1^70978. 

La  valeur  de  k,  relative  aux  marées  précédentes,  est  0^,2001 4  ; 
on  aura  donc 

j=iJ,5o964; 


LIVRE  TREIZIEME, 


237 


on  a  ensuite 

2lê'=     41,29926, 

2ia'=  301,55690. 

Pour  apprécier  la  régularité  de  ces  marées  à  Brest,  on  a  déter- 
miné les  valeurs  de  2rV  et  de  ^ië"  pour  chaque  année,  et  on  les 
a  multipliées  par  16,  ce  qui  a  produit  la  table  suivante. 

TABLE  IX. 
Valeium  de  ^iC  et  ^ia"  conclues  des  marées  équinoxiales  quadratures. 


ai?'. 

2ia". 

1807 

43,8a4 

310,467 

1808 

44.8ao 

3a3,i48 

1809 

35,5ao 

33o,55i 

1810 

36.49a 

318,768 

1811 

38,6o8 

330,099 

181a 

39.73a 

3a4,98a 

i8i3 

4i.a5i 

317,168 

18a 

36,174 

310,179 

i8i5 

43,940 

3o8,568 

1816 

37,040 

303,939 

1817 

34,930 

387,984 

1818 

4o,5ao 

387,967 

1819 

49.467 

363,313 

i8ao 

5o,i4o 

371,685 

18a  1 

47,019 

368.339 

i8aa 

40,589 

369,891 

Moyennes.. 

4i,a535 

3oa,5634 

Le  peu  de  différence  de  ces  valeurs  de  2i(t  et  de  liè"  à  leurs 
nwyennes  prouve  la  régularité  de  ces  valeurs. 
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8.  J'ai  considéré  de  la  même  manière  les  quadratures  solsti- 
ciales  suivantes. 

TABLE  X. 

Marées  quadratures  solsticiales. 


1807 

i3  juin. 

a8  juin. 

1  a  juillet. 

6  déc. 

33  déc. 

H 

1808 

5  janv. 

a 

i5  juin. 

1  juillet. 

10 

a4  déc. 

1809 

9 

5 

ao 

4 

i3 

ag 

1810 

la 

10 

a3 

9 

3 

»9 

1811 

1 

i3 

^9 

13 

6 

aa 

i8ia 

6 

a 

16 

1 

11 

a5 

i8i3 

9 

5 

ai 

5 

1 

1 4.  Sodée. 

i8i4 

11  juin. 

a4 

10  juillet. 

4 

19 

U 

i8i5 

a  janv. 

3i  mai. 

i4  juin. 

39  juin. 

8 

a3 

1816 

7 

3  juin. 

'7 

3  juillet 

13 

a6 

1817 

iO 

6 

aa 

6 

1 

i5,3idéc. 

1818 

11  juin. 

a5 

11  juillet. 

4  déc. 

30 

* 

1819 

3  janv. 

1 

i4  juin. 

3o  juin. 

9 

a3 

i8ao 

8 

3 

18 

13 

a? 

i8ai 

11 

7 

0.3  juin. 

7  juillet. 

3 

16,  3idéc. 

i8aa 

13  juin. 

a6 

11  juillet. 

5  déc. 

31 

4janv.i8a3 

On  a  fait,  comme  ci-dessus,  les  sommes  des  excès  des  hautes 
mers  du  matin  sur  les  basses  mers  qui  les  suivent,  pour  le  pre- 
mier jour  de  la  quadrature  et  poar  les  trois  jours  qui  la  suivent , 
ce  qui  a  donné  la  table  suivante. 
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TABLE  XL 

Quadratures  solsticiales. 


(0) 

(0 

(2) 

(3) 

1807 

a8,7ao 

36,495 

35,3io 

37,135 

1808 

a8,9io 

35,765 

35,145 

37,130 

1809 

a8,95o 

36,863 

34,840 

35,8i5 

1810 

a9,586 

35,750 

36,477 

37,940 

1811 

39,819 

36,445 

35,943 

38,034 

181a 

a8,io6 

35.837 

35,833 

37,705 

i8i3 

a6,584 

34,908 

36,334 

38,684 

i8i4 

37.196 

34,43 1 

3  5,5oo 

38,384 

i8i5 

35,780 

34,787 

35,385 

38,334 

1816 

36,870 

3  5,5oo 

34,900 

38,370 

1817 

35,640 

34«ioo 

35,370 

38,930 

1818 

36,607 

34,713 

34,853 

36,769 

1819 

36,611 

34,677 

34,3o4 

36,574 

i8ao 

36,934 

34,4l3 

33,709 

36,336 

18a  1 

37,355 

35,180 

34,4i5 

36,430 

i8aa 

a8,o47 

35,oi4 

34,304 

36,o36 

Sommes... 

44i.ai5 

404,877 

403,3l3 

438,376 

L'ensemble  de  ces  hauteurs  donne 

/=Ui,ai5,  /=4o4,877,  /'==4o2,3i2,  /=438,376; 
Joù  Ton  tire 

{=i8,ioo5,    r=:-55,4o97,   ^=-441,4678. 
sion 

^99»û5a4-f-  i8,ioo5  [t — i,53o62)*; 
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ce  qui  donne,  par  un  calcul  semblable  à  celui  que  nous  venons 
de  faire  relativement  aux  quadratures  équinoxiales , 

2iê''=    i8,ioo5, 
aia"'^  398,7696; 

on  trouve  ensuite,  comme  ci-dessus, 

y  =1  i,6556i  —  k. 

L'intervalle  pris  pour  unité  est  ici  iJ,o46847,  et  la  valeur  de  k\ 
relative  à  ces  marées  quacb*atures,  0^,22048;  d'où  Ton  tire 

j  =  iJ,5i269. 

Les  marées  quadratures  équinoxiales  ont  donné 

j=  1^,50964  ; 
la  moyenne  est 

j^=z=i,5i  1 16; 

c  est  la  quantité  dont  le  minimum  des  marées  suit  la  quadrature. 
On  a  vu  précédemment  que  les  marées  syzygies  équinoxiales  et 
solsticiales  donnent  pour  les  valeurs  correspondantes  de  y 

ii,48oi3,     iJ,54684. 

La  moyenne  de  ces  deux  valeurs  est  iJ,5i349;  c'est  la  quantité 
dont  le  maximum  des  marées  suit  la  syzygie.  On  voit  ainsi  que 
cet  intervalle  est  à  très-peu  près  égal  à  l'intervalle  dont  le  mini- 
mum des  marées  suit  la  quadrature  ;  ces  deux  intervalles  peuvent 
donc  être  supposés  égaux.  Les  observations  anciennes  m'ont 
donné  pour  ces  intervalles  1^60724  et  1^,6077  (livre  IV,  n*"*  2 4 
et  3i);  ce  qui  est  à  très-peu  près  d'accord  avec  les  résultats  des 
nouvelles  observations. 

Pour  juger  de  la  régularité  des  marées  quadratures  solsticiales 
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dans  le  port  de  Brest,  on  a  déterminé,  pour  chaque  année,  les 
valeurs  de  210^  et  de  aiê'^,  en  les  multipliant  par  16,  ce  qui  a 
produit  la  table  suivante. 

TABLE  XiL 
Valeurs  de  2iS"'  et  aîa'"  conclues  des  marées  soisticiales  quadratures. 


2i€"\ 

3ia"'. 

1807 

i6,aoo 

408,743 

1808 

3o,48o 

400.719 

1809 

ia,a48 

4o3,736 

1810 

31,196 

4ii«65o 

i8ii 

19,860 

4i3,3oo 

1812 

i6,6o4 

4o8,8ii 

i8i3 

i6,5o4 

403,496 

i8i4 

33,596 

393.835 

i8i5 

15,738 

393,833 

1816 

19,360 

397,539 

1817 

3o,4oo 

396.448 

1818 

i5,34o 

396.466 

1819 

16,816 

387.373 

1830 

30,160 

377.789 

i8ai 

16,760 

401.355 

i8aa 

19,437 

387.037 

Moyennes . 

i8,o3i3 

398,7504 

En  comparant  ces  valeurs  de  21a''  et  de  21^"'  à  celles  qui  sont 
ï^tives  aux  marées  quadratures  équinoxiales,  on  voit  clairement 
^influence  des  déclinaisons  des  astres  sur  ces  valeurs.  Dans  les 
Quadratures  équinoxiales,  la  déclinaison  du  soleil  est  presque 
"•^De,  et  la  déclinaison  de  la  lune  est  vers  son  maximum;  le  con- 
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traire  a  lieu  dans  les  quadratures  solsticiales  où  la  déclinaison  de 
la  lune  est  fort  petite,  et  celle  du  soleil  vers  son  maximum.  Dans 
les  quadratures  équinoxiales,  la  plus  grande  des  valeurs  de  2ia 
a  été,  par  la  table  IX,  égale  à  33o,55i,  valeur  inférieure  à  la 
plus  petite  des  valeurs  de  ^ia  relatives  aux  quadratures  solsti- 
ciales, et  qui,  par  la  table  XI,  est  377,789.  Au  contraire,  la  plus 
petite  des  valeurs  de  21e"  des  marées  quadratures  équinoxiales 
de  la  table  IX,  et  qui  est  34,920,  surpasse  la  plus  grande  des 
valeurs  de  2iê'^  des  marées  quadratures  solsticiales  de  la  table  XII, 
qui  est  22,696.  En  appliquant  à  ces  valeurs  le  raisonnement  que 
nous  avons  fait,  dans  ce  qui  précède,  sur  les  valeurs  de  21  et  et 
de  2/ê  relatives  aux  marées  syzygies,  on  verra  que  cette  disposi- 
tion n'est  point  l'elFet  du  hasard,  et  qu  elle  indique,  d'une  ma- 
nière incontestable,  l'influence  des  déclinaisons  des  astres  sur 
ces  valeurs  dans  les  marées  quadratures  comme  dans  les  marées 
syzygies. 

9.  Toutes  ces  valeurs  de  21a  et  de  21e  sont  autant  de  phéno- 
mènes très-propres  à  vérifier  la  théorie  du  flux  et  du  reflux  de 
la  mer  fondée  sur  la  loi  de  la  pesanteur  universelle.  Mais  avant 
de  les  comparer  à  cette  théorie,  je  vais  les  comparer  aux  valeurs 
semblables  que  j'ai  déduites,  dans  le  quatrième  livre,  des  obser- 
vations anciennes.  Ces  observations  sont  relatives  à  vingt-quatre 
syzygies  et  à  vingt-quatre  quadratures,  tandis  que  les  observa- 
tions modernes  se  rapportent  à  cent  vingt-huit  syzygies  et  à  cent 
vingt-huit  quadratures.  Il  faut  donc,  pour  comparer  les  résultats 
anciens  aux  modernes,  diminuer  ceux-ci  dans  le  rapport  de  3 
à  16.  On  aura  ainsi  : 
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Syzygies  équinoxiales. 
Observations  modernes.  Observations  anciennes. 

48.a=l53^7ll i5o^235 

48.ê=      3  ,388 3  ,i63. 

Syzygies  solsticiales. 

48.a  =  i34  ,325 i32  ,371 

48. ê'  =     2  ,078 1  ,945. 

Quadratures  équinoxiales. 

48.a=   56  ,56i 58  ,o33 

48.ê'=     7  ,744 7  ,495. 

Quadratures  solsticiales. 

48.»"'=   74  ,769 75  ,517 

48.ê"'=     3  ,394 3  ,4io. 

On  voit,  par  l'inspection  de  ce  tableau,  que  les  résultats  des 
observations  modernes  s'accordent  avec  ceux  des  observations 
^ciennes  aussi  bien  qu'on  peut  l'attendre,  vu  les  différences  que 
peuvent  y  produire  les  différences  des  déclinaisons  de  la  lune 
dox  deux  époques. 

10.  Comparons  maintenant  les  résultats  des  observations  avec 
«s  formules  du  chapitre  précédent.  Dans  les  syzygies  et  dans  les 
<IQadratures  que  nous  venons  de  considérer,  on  a,  comme  on  vient 
de  le  voir, 

aia  =  819,7895,  lia  =  716,4025, 

2ia  =  301,5569,  2i(t=  398,7696. 

31. 
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On  a  trouvé  ensuite 

P  =127,24259,  Q  =:io8, 46627, 

F  =  126,86464,  Q'  =108,34089, 

P,  =  i27,24i38,  Q.  =  io8,468i4, 

P/z=  126,77883,  Q/=  108,40268. 

En  substituant  ces  valeurs  de  P,  Q,  P',  etc.  dans  les  expres- 
sions de  2 l'a,  2ra,  etc.  du  chapitre  précédent,  et  comparant  ces 
expressions  à  leurs  valeurs  données  par  les  observations,  on  a 
formé  les  quatre  équations  suivantes  : 

819,7896=127,24269. — \ — h  12  6,86464*  1,02  734. — 77— 

_     n  38866.  ^^i:=^^'-^ 

—      9,26187.1,02734.^—^.^-^;  (i) 

716,4026=108,46627. — '- h  108,34089.1,02734.-^77- 


-*-     9,38866.  (i^.^ 
^  A  r» 

-t-      9,26187.1,02734.^—^^^-^7-;  {2) 

301,6669  =108,40268.0,97266.-^7; i27,24i38.  — - 

-H     9,38662.  ^i:=^.^ 

-f-         9,18812.  0,97266.  L=yJ.L_;  (3) 

398,7696  =:l  26,77883.  0,97266.  — tt; 108,4681  4.  T 

_    9,3866a.  î^.^ 
^  A  r' 

—      9,18812.0,97266.^— =r^.^-^.  (4) 
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Dans  toutes  ces  équations,  r  et  r  sont  les  moyennes  distances 
du  soleil  et  de  la  lune  à  la  terre. 
Le  système  -h  (i)  H-  (2)  des  équations  précédentes  donne 

1536,1920  =  235,70786. — -  ■+-235,20551.1,02734.     -/,   '  (5) 
Le  système  des  équations  -h  (3)  -f-  (4)  donne 

700,3265  =  235,18141.0,97266.— w; 235,70952. — -  .  (6) 

De  ces  deux  équations  on  tire 

^  =4,75468,      ^  =  i,643o8. 

Le  système  des  équations  -t-(i)  —  (2)  donne 

103,3870  =  18,77732. \ h  18,52  375. 1,02  734.— TTT- 

—  18,77732. i-^.-^ 

— 18,52375.1,02734.     T/    '--yr-  (7) 

Le  système  des  équations  -h  (4)  —  (3)  donne 
97,2127=18,77324. — r  -+-18,37625.0,97266.-777- 

— 18,37625.0,97266.^   7  K    ...  .  (8) 

En  substituant  pour  — —  et     ,;^    ,  leurs  valeurs  précédentes, 
'équation  (7)  donne 
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17,9481  =  30,8527.-^^ — ^-Qo,4824.— ^.  (9) 

L'équation  (8)  donne 

18,6169  =  3o,846o.  — ^ h*  84,9826. — ^^.         (10) 

On  a,  comme  on  Ta  vu  dans  le  chapitre  précédent, 

A  =  [i'hmx).B,        A'=[i-i-mx).B; 

ce  qui  donne 

A—B mx  A—B m'x 

A  i+wx'  A'  \+mx' 

On  a  de  plus —r  =  0,07^8;  on  a  donc,  en  ajoutant  les  équa- 
tions (9)  et  (10), 

36,564o  =  4,6i5i.— 7-5 — -, — hi75,465o.— — r-;   (n) 

'  1  +  0,0748.  ma:  '    '  \+m  x^    ^      ' 

d'où  Ton  tire 

mx  =0,25291; 
ce  qui  donne 

-^^=3,79491. 


et  par  conséquent 


2B.L  >>      . 

-^  =  1,612572; 

L 


Ce  rapport  est  très-important  pour  l'astronomie.  En  l'appli- 
quant aux  formules  du  n**  35  du  livre  V,  et  du  n*"  30  du  livre  VI, 
on  trouve  en  secondes  sexagésimales  9^,4  pour  le  coefficient  du 
principal  terme  de  la  nutation,  et  6^9  pour  le  coefficient  de 
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l'équation  lunaire  des  tables  du  soleil.  Il  donne  de  plus  la  masse 
de  la  lune  égale  à  celle  de  la  terre  divisée  par  74,946. 

On  a  considéré,  dans  chaque  syzygie,  la  hauteur  de  la  pleine 
mer  du  soir  au-dessus  de  la  basse  mer  du  matin ,  pendant  six 
jours  consécutifs,  à  partir  du  jour  qui  précède  la  syzygie  :  or 
Imtervalle  de  la  syzygie  au  maximum  de  la  pleine  mer  étant  d un 
jour  et  demi,  celui  des  marées  extrêmes  de  ces  six  jours  à  ce 
maximum  serait  au  moins  de  deux  jours  et  demi;  ce  qui  peut 
paraître  trop  considérable  pour  y  appliquer  la  loi  d'une  variation 
de  la  haute  mer,  proportionnelle  au  carré  de  sa  distance  au  maxi- 
mum. Il  était  donc  intéressant  de  voir  ce  que  l'on  obtiendrait  en 
se  bornant  à  considérer  quatre  jours  dans  les  syzygies,  comme 
on  l'a  fait  dans  les  quadratures.  On  a  obtenu  ainsi,  relativement 
aux  syzygies  équinoxiales  précédentes,  la  loi  des  valeurs  de/, 
/',  etc.  représentée  par 

819,1670  —  17,7620  [t  —  2,47092)*, 
2ia=  819,4424, 

2lê=     17,7520. 

Les  six  jours  avaient  donné,  par  ce  qui  précède, 

819,6070  —  18,06977  [t  —  2,46898)*, 
2ia  =  8i9,7896, 

2ïê=     18,0698; 

ce  qui  diffère  très-peu  des  quantités  précédentes. 

Pareillement,  dans  les  syzygies  solsticiales,  quatre  jours  ont 
douoé 

716,3726-^11,4166  [t — 2,49194)*, 
2ia  =716,7469, 
216'=    ii,4i66; 
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et  par  ce  qui  précède,  six  jours  avaient  donné 

716,2293  —  1  i,o85i5  [t — 3,51976)% 
2ia  =716, 40260, 
2iê'=    ii,o85i5; 

ce  qui  diffère  peu  des  quantités  précédentes.  En  substituant  ces 
nouvelles  valeurs  de  21a  dans  les  équations  (1)  et  (2),  on  voit  qu'il 
n'en  peut  résulter  qu'une  variation  presque  insensible,  dans  le 

rapport  de  -377  à  —  ;  ce  qui  confirme  la  valeur  que  nous  en  avons 

donnée. 

On  voit  encore,  par  l'inspection  de  l'équation  (11),  que  cette 
valeur  ne  dépend  que  fort  peu  de  la  supposition  que  nous  avons 
faite,  savoir,  que  A' — B  étant  mœ,  A  —  B  sera  mœ;  car  en  faisant 
même  A — B  =  2mx,  ce  qui  revient  à  changer  mx  en  2m x  dans 
le  premier  terme  du  second  membre  de  cette  équation,  la  valeur 

de  mx  sera  peu  changée,  ainsi  que  la  valeur  du  rapport  de  -^77 

a  — • 

Les  valeurs  de  21a,  21a,  21a"  et  21a'',  déduites  des  observa- 
tions, nous  font  connaître  ces  quatre  choses,  les  actions  des  deux 
astres  et  leurs  accroissements  dus  aux  circonstances  accessoires  ; 
elles  suffisent  pour  déterminer  les  valeurs  de  21e,  21e',  2iè\  21e"', 
au  moyen  des  équations  (M)  et  (N)  du  chapitre  précédent,  dans 
lesquelles  on  doit  observer  que  V  =  l — [m — m)t\ 

On  ne  doit  avoir  égard  ici  qu'à  Tinégalité  lunaire  de  la  varia- 
tion, où  5=2  [m — m).  En  prenant  ensuite  pour  unité,  comme 
nous  l'avons  fait,  l'intervalle  d'une  pleine  mer  à  la  pleine  mer 
correspondante  du  jour  suivant,  la  partie  de  la  formule  (M)  qui 
dépend  de  l  et  de  f  donnera  les  valeurs  de  21e,  21e',  etc.  en  y 
changeant  f  en  iJ-f-R,  R  étant  le  retard  journalier  de  la  marée, 
retard  que  donnent  les  tables  XIII,  XIV,  XV  et  XVI;  en  faisant 
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1=  — j-,  parce  que  /  est  le  retard  journalier  de  la  marée  réduit 

en  arc,  à  raison  de  la  circonférence  entière  pour  un  jour;  enfin, 
en  multipliant  les  résultats  par  21,  j'ai  obtenu  ainsi  les  valeurs 
suivantes  : 

Syzygies  équinoxiaies. 

Formule.  Observation. 

2lg  =  18^82 18^07. 

Syzygies  solsticiales. 

2zê'i=i:12     ,4l 11     lOg. 

Quadratures  équinoxiaies. 
2iê''=  45   ,4l 4l    3o. 

Quadratures  solsticiales. 
2iQ''=  19   ,12 18   ,o3. 

Si  Ton  considère  toutes  les  causes  d'erreur,  soit  des  observa- 
tions, soit  des  approximations  des  formules,  soit  enfin  des  hypo- 
thèses employées,  causes  que  nous  avons  développées  dans  le 
premier  chapitre,  on  verra  dans  le  peu  de  différence  des  valeurs 
calculées  aux  valeurs  observées,  une  grande  confirmation  de  la 
loi  de. la  pesanteur  universelle. 

11.  Je  vais  présentement  considérer  l'influence  des  variations 
des  distances  de  la  lune  à  la  terre  sur  les  marées.  On  a  choisi 
dans  les  observations  syzygies  équinoxiaies  ci-dessus  employées, 
celles  où  le  demi-diamètre  de  la  lune  surpassait  de  1 1 8"  centési- 
males son  demi-diamètre  moyen  apparent;  on  en  a  trouvé  3/|. 
On  a  choisi  pareillement  les  observations  syzygies  où  le  demi- 
diamètre  moyen  surpassait  de  118"  le  demi-diamètre  appar^"*- 
elles  sont  au  nombre  de  24.  Les  époques  de  ces  syzygies 
comprises  dans  la  table  suivante. 

TOME   T.  38 
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TABLE  XIIL 


ANNÉES. 

APOGÉE. 

PÉRIGÉE. 

1807 

g  mars ,  8  avril ,  1 6  septembre. 

a 3  mars,  a  septembre,  1"  octobre. 

1808 

37  mars,  4  octobre. 

la  mars,  10  avril,  ao  septembre. 

1809 
1811 

3i  mars,  9  octobre, 
a  septembre,  a  octobre. 

17  septembre. 

181a 

37  mars  ,  5  septembre,  5  octobre. 

i3  mars,  1 1  avril ,  ao  septembre. 

i8i3 

17  mars,  a 4  septembre. 

a  mars,  i*  avril,  10  octobre. 

i8i5 

18  septembre. 

3  septembre,  a  octobre. 

1816 

a 8  mars,  6  septembre,  6  octobre. 

i3  mars,  la  avril,  ai  septembre. 

1817 

17  mars,  2 5  septembre. 

3  mars ,  1"  avril ,    1 1  septembre , 
10  octobre. 

1818 
i8ao 

a  a  mars. 

i4  mars,  a  a  septembre. 

29  février,  39  mars,  7  septembre. 

7  octobre. 

18a  1 

18  mars,  a 6  septembre. 

4  mars,   a  avril;   11   septembre, 
1 1  octobre. 

i8aa 

6  avril. 

33  mars,  3o  septembre. 

a  4  observations  apogées. 

34  observations  périgées. 

On  a  pris  comme  ci-dessus,  dans  chaque  syzygie,  les  hauteurs 
des  marées  du  soir  au-dessus  des  basses  mers  du  matin  du  jour 
qui  précède  la  syzygie,  du  jour  de  la  syzygie  et  des  quatre  jours 
qui  la  suivent.  En  faisant  une  somme  de  ces  hauteurs,  on  a  obtenu 
les  résultats  suivants  pour  les  vingt-quatre  syzygies  apogées  : 

/  =  123,1  o3,      /'  =  i3i,i48,      /"  =  133,739, 
/"=:i32,486,      /"=  127,618,      /  =  ii8,3oo. 

Les  trente-quatre  syzygies  périgées  ont  donné 

y*  =200,009,      /'  =  227,i62,      /"  =242,877, 
/=244,i78,      /"=23i,4i8,      /  =  2o4,3oi. 


LIVRE  TREIZIÈME.  251 

Le  nombre  total  de  ces  syzygies  étant  58,  pour  les  réduire  au 

même  nombre,  on  a  multiplié  par  -j  les  valeurs  de  /,  /',  etc. 

rdatives  aux  2^  syzygies  apogées,  et  par -^  les  mêmes  valeurs 

relatives  aux  34  syzygies  périgées;  et  Ton  a  trouvé,  parla  méthode 
du  n""  4, 

1 6 1,83 —  2,5 i5o  [t — 2,25389)* 

pour  la  formule  qui  représente  les  valeurs  àef,f\  etc.  apogées, 
multipliées  par  -y;  et 

209,05  —  5,867  [t — 2,57390)' 
pour  la  formule  qui  représente  ces  valeurs  périgées  et  multipliées 

De  là  on  a  conclu,  pour  les  observations  apogées, 

2ia=  161,87,         2iê=2,5i5; 

et  pour  les  observations  périgées, 

2ia=  209,14,         2iê==:  5,863. 

On  voit  ainsi  la  grande  influence  des  variations  de  la  distance  de 
la  lune  à  la  terre  sur  les  valeurs  de  2za  et  de  21e.  Dans  les  obser- 
vations précédentes,  l'excès  des  valeurs  périgées  sur  les  valeurs 
apogées  a  été  47,27  relativement  à  2za,  et  3,352  relativement 
Uiî. 

La  somme  des  deux  valeurs  de  21a  et  celle  des  deux  valeurs 
de  3i6  répondent  à  58  syzygies  équinoxiales  dans  lesquelles  la 
Inné  serait  à  sa  moyenne  distance.  En  multipliant  donc  ces  sommes 

par-^,  on  doit  retrouver  à  fort  peu  près  les  valeurs  de  2 /a  et 

de  aig  trouvées  dans  le  n"*  4.  Cette  multiplication  donne 

2ia= 8 18,7829,       2/6  =  18,498, 

32. 
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ce  qui  diffère  très-peu  des  valeurs  819,7896  et  18,0698  données 
dans  le  n**  4. 

Pour  comparer  ces  résultats  à  la  formule  (  M  )  du  chapitre  pré- 
cédent, nous  observerons  que  cette  formule  donne  pour  lexcès 
des  deux  valeurs  de  21a 

^'.cos.(.T-HÔ')[-3AP'H-  -^  &:S  _H  _3*^(P'_Q')]. 
r'  ^  ^L  i+mx       2  2[i+mx)^       ^  ^  J 

On  doit  observer  ici  que  h  et/ ne  sont  pas  relatifs  à  la  seule  équa- 
tion du  centre  de  la  lune,  mais  encore  à  l'inégalité  de  Févection; 
et  que  l'on  peut  supposer  à  très-peu  près,  relativement  à  ces 
deux  inégalités, /=  —  2^  et  5  =  m'.  On  peut  observer  encore  que 

-6A.cos.(.T-+-6')  =  il-i^. 

r  étant  lé  rayon  vecteur  de  la  lune  dans  les  syzygies  périgées  pré- 
cédentes, et  r  étant  ce  même  rayon  dans  les  syzygies  apogées.  La 
fonction  précédente  prend  ainsi  cette  forme 

'^AL/r;^  r'»  pA   /  _^  2      m'x     F+Q^  _     m'x      F-Q\ 

r'^     \r'^^       V^^ l'y'^  ri+m'x'    2P'  T+ï^T^*     2F    )' 

Pour  déterminer  le  facteur 

r'^P'         r'*P' 


/,         -yr^ 


on  a  fait  dans  chaque  syzygie  périgée  le  produit  du  carré  du 
cosinus  de  la  déclinaison  de  la  lune  au  moment  de  la  syzygie, 
par  le  cube  du  rapport  de  sa  parallaxe  au  même  moment,  à  sa 
parallaxe  moyenne  :  on  a  fait  la  somme  de  ces  produits,  et  on  l'a 

multipliée  par  -j^.  On  a  fait  une  somme  semblable  pour  les  syzy- 
gies apogées,  et  on  l'a  multipliée  par  -^.  On  a  eu  ainsi  avec 
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exactitude  la  valeur  numérique  du  facteur  précédent,  que  Ton  a 
trouvée  égale  à  9,7689.  On  a  ensuite  à  fort  peu  près  ,    =  -f, 

et  Ton  peut  déterminer  sans  erreur  sensible  les  facteurs  — 57-  et 

— ^^ ,  en  faisant  usage  des  valeurs  de  P'  et  de  Q'  relatives  aux 

128  marées  syzygies  des n""'  4  et  5.  On  a  eu  ainsi  pour  Texcès  de  la 
valeur  de  aia  périgée  sur  sa  valeur  apogée,  5 1,62.  L'observation 
a  donné  47,27  :  la  diiférence  4,2  5  doit-elle  être  attribuée  aux 
erreurs  soit  des  observations,  soit  des  approximations,  soit  enfin 
des  suppositions  dont  nous  avons  fait  usage?  C  est  ce  qu'un  plus 
grand  nombre  d'observations,  et  des  approximations  analytiques 
portées  plus  loin,  pourront  décider. 

Quant  à  l'excès  de  la  valeur  de  2zê  périgée  sur  la  valeur  de  2zê 
apogée,  la  formule  (M)  du  chapitre  II  donne  3,3  pour  cet  excès, 
et  l'observation  donne  3,4.  Ainsi  l'observation  et  la  théorie  s'ac- 
cordent à  très-peu  près. 


254  MECANIQUE  CELESTE. 


CHAPITRE  IV. 


COMPARAISON    DE    L'ANALYSE    AVEC    LES    OBSERVATIONS    DES    HEURES 
ET    DES    INTERVALLES    DES    MARGES. 


12.  Pour  déterminer  les  heures  et  les  intervalles  des  marées, 
on  a  considéré  dans  les  syzygies  employées  précédemment  pour 
leurs  hauteurs,  les  heures  de  la  basse  mer  du  matin  et  de  la  haute 
mer  du  soir  du  premier  jour  qui  suit  la  syzygie,  et  leurs  accrois- 
sements au  jour  suivant,  en  doublant  les  résultats  relatifs  à  la 
syzygie  la  plus  voisine  de  Téquinoxe  ou  du  solstice.  On  a  fait  une 
somme  des  heures  relatives  à  chaque  année ,  et  en  la  divisant  par 
huit,  nombre  des  syzygies  employées,  on  a  formé  les  deux  tables 
suivantes.  Les  heures  observées  ont  été  comptées  en  temps  vrai. 
Mais  il  est  facile  de  s  assurer  que  l'équation  du  temps  disparaît 
des  heures  suivantes  conclues  de  l'ensemble  des  syzygies. 
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TABLE  XIV. 
Des  heures  et  des  intervalles  des  marées. 

Syzygies  équinoxiales. 


HEURES 

ACCROISSEMENT 

du 

DE   L^IIEDRE 

PREMIER  JOUR 

PREMIER  JOUR. 

ACCROISSEMENT. 

ANNÉES. 

après 

LA   SYZY6IE. 

au 

SECOND   JOUR. 

HADTE 

MER. 

BASSE 

MER. 

1807 

0^,67795 

0^.026690 

0^,41988 

0^.027210 

1808 

o,6844a 

0,023784 

0,42768 

0,025521 

1809 

0,67894 

0,026401 

0,42287 

0,027880 

1810 

0, 68364 

0.027776 

0,42760 

0,027558 

1811 

0,67835 

0,026977 

0,42292 

0  ,026041 

1813 

o,68i4a 

0,027511 

o,422o5 

0,027430 

i8i3 

0.68880 

0,027522 

o.432i3 

0  ,027977 

1814 

o,6855i 

0,026470 

0,42899 

0,027167 

i8i5 

0,68671 

0,026134 

o,43oo3 

0,026737 

1816 

0.68185 

0,026481 

0.42517 

0,026917 

1817 

0, 68368 

0,026215 

0,42760 

0,026215 

1818 

o.68i5i 

0  ,024397 

0,42961 

0,023172 

1819 

0.67838 

0.023785 

0.4223l 

0  ,023958 

i8ao 

o,68i85 

0.024652 

0.42579 

0  ,024907 

1831 

0,6728a 

o,o236ii 

0.41711 

o,o24ai3 

i8aa 

0,67760 

0,027685 

0.4223l 

0,027338 

Moyenne 

î»....  0,681464 

0,026006 

o.4a5259 

0,026265 
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TABLE  XV. 

Des  heures  et  des  intervalles  des  marées. 

Syzygies  soUticiales. 


HEURES 

du 

ACCROISSEMENT 

PREMIER   JOUR 

DE    L'HEURE 

PREMIER  JOUR. 

ACCROISSEMENT. 

ANNÉES. 

après 

LA    SYZTG1E. 

au 

SECOND   JOUR. 

HAUTE 

MER. 

RASSE 

MER. 

1807 

(y,6884a 

0^,038598 

0^,43169 

o*,o378ia 

1808 

0,68706 

0,037^75 

0,43951 

0,03633 1 

1809 

o,68o3o 

0,038353 

0,43470 

o,o36863 

1810 

0,68933 

0,037439 

0,43177 

0,037600 

1811 

0,6779a 

0,037164 

o,43o36 

0,037908 

181a 

0,68447 

0  ,039338 

o,43i44 

0, 038803 

i8i3 

o,68aao 

0  ,oa8388 

0,43509 

0,037433 

i8i4 

0,67830 

0,038901 

o,43i53 

0,038o33 

i8i5 

0^67361 

0,039514 

0,4 1806 

0,038913 

1816 

0,6788a 

0,037871 

0,43197 

0,038387 

1817 

o,68o3o 

0 ,038546 

0,43344 

0,038819 

1818 

0,67977 

0,037685 

0,43383 

0,037778 

1819 

0, 68385 

0,039167 

0,43865 

o,o38564 

i8ao 

0,67613 

0,038318 

0,4343 1 

o,oa8ai8 

18a  1 

0,67795 

0,039433 

0,43340 

0,030996 

i8aa 

o,666a3 

0,039359 

0,41094 

0  ,o3o463 

Moyenne 

5»....   o,68oa85 

0, 03845 1 

0,434393 

o,0383oi 

On  a  considéré  pareillement  dans  les  marées  quadratures  em- 
ployées ci-dessus  pour  la  détermination  des  hauteurs,  les  heures 
de  la  haute  mer  du  matin  et  de  la  basse  mer  du  soir  du  premier 
jour  qui  suit  le  jour  de  la  quadrature ,  et  leurs  accroissements  au 
jour  suivant,  en  doublant  les  résultats  relatifs  à  la  quadrature  la 
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plus  voisine  de  Téquinoxe  ou  du  solstice-  On  a  fait  une  somme 
des  heures  relatives  à  chaque  année,  et  en  la  divisant  par  le 
nombre  des  quadratures  employées,  on  a  formé  les  deux  tables 
suivantes. 

TABLE  XVL 
Quadratures  équinoxiaies. 


HEURES 

ACCROISSEMENT 

du 

DE    L'HEURE 

PREMIER   JOUR 

PREMIER  JOUR. 

ACCROISSEMENT. 

ANiNÉES. 

après 

LA    QUADRATURE. 

au 

SECOND   JOUR. 

HAUTE 

MER. 

BASSE 

MER. 

0^,063195 

1807 

(y,38589 

0^.061 633 

0^,64959 

1808 

0,37843 

o,o5456i 

0,65204 

0,052210 

1809 

0,39531 

o,o5243i 

0,65417 

0,057244 

1810 

o,4oi83 

0,057372 

o',663o2 

0,059676 

1811 

0,39215 

0,054167 

0, 65646 

0,052916 

1813 

0,38941 

o,o53o43 

o,65i48 

0,054769 

i8i3 

o,4o44t2 

o,o52523 

0,66657 

0,053391 

i8i4 

0,39879 

0,059294 

o,66o5i 

0,062928 

i8i5 

0,40720 

0,057210 

0,66676 

0,059884 

1816 

o,4o6i6 

0,055994 

0,66935 

0,061 464 

1817 

0,39583 

0,062327 

0,66016 

0,062153 

1818 

0,38949 

0,057465 

0,65278 

0,062847 

1819 

0,39975 

0,060069 

0,661 63 

0,060591 

i8ao 

0, 38447 

o,o56i58 

0,64948 

0,056690 

i8ai 

0,39462 

o,o6o5o9 

0, 653 12 

0,06 1203 

i8aa 

0, 40477 

o,o5868i 

0, 66858 

0,055903 

MoycniK 

es....  0,395542 

0 ,057090 

0, 65848 1 

0, 058566 

13 
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TABLE  XVII. 
Quadratures  solsticiales. 


HEURES 

ACCROISSEMENT 

du 

DE    I/HEURB 

PREMIER    JOUR 

PREMIER  JOUR. 

ACCROISSEMENT. 

AiNNÉES. 

après 

LA    QUADRATURE. 

au 

SECOND  JOOR. 

HAOTÏ 

cy,4o469 

.    MER. 

BASSE 

o*,668o6 

MBB. 

1807 

o^,o5o52o 

0^,046875 

1808 

0,39644 

0,046922 

0,66072 

0,045961 

1809 

0,39470 

0,045394 

0.65373 

0,047 i3o 

1810 

o,4o464 

0,048703 

0, 66632 

o,o45833 

181 1 

0,39354 

0,047396 

0,65577 

0,045449 

1813 

o,4o3i3 

0,049827 

0,66545 

o,o5o356 

i8i3 

0,40704 

0^047999 

0,66884 

0,048426 

]8i4 

0,41275 

0,048702 

0,67951 

0,0491 32 

i8i5 

0,39296 

o,o4523i 

0, 65386 

0,045579 

1816 

o,4i363 

0, 04321 4 

0,67301 

o,o44525 

1817 

0,40816 

0 ,046089 

0,67058 

o,o4566o 

1818 

o,4o538 

o,o44352 

0,66684 

o,o43656 

1819 

0,39157 

o,o45832 

0,65095 

0,047070 

i8ao 

0,39435 

0,048019 

0,65573 

0,049306 

i8ai 

0,40893 

0,047222 

0,67397 

0,046272 

i8aa 

o,4o442 

o,o46436 

0,66944 

o,o46oo8 

Moyenne 

s....    o,4o22o6 

0 ,04699 1 

0,664548 

0,046702 

L'effet  des  déclinaisons  des  astres  sur  les  retards  journaliers 
des  marées  est  évident  dans  les  seize  années  ;  le  retard  le  plus 
grand  des  marées  syzygies  équinoxiales  a  été  au-dessous  de  la 
moyenne  des  retards  des  marées  syzygies  solsticiales,  et  le  plus 
petit  retard  des  marées  syzygies  solsticiales  a  surpassé  la  moyenne 
des  retards  des  marées  syzygies  équinoxiales.  Dans  les  quadra- 
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tures  équinoxiales,  le  plus  petit  retard  journalier  des  marées 
quadratures  équinoxiales  a  surpassé  le  plus  grand  retard  des 
marées  quadratures  solsticiaies. 

En  prenant  une  moyenne  entre  les  retards  journaliers  des 
hautes  et  des  basses  mers,  on  a  pour  ces  retards 

Syzygies.  Quadj^tures. 

Equinoxes.   0^,0261 36  Equinoxes.   0^067828 

Solstices...  0,028376  Solstices...   o  ,o46846 

Les  observations  anciennes  m'ont  donné,  dans  le  quatrième 
livre,  les  retards  suivants  : 

Syzygies.  Quadratures. 

Equinoxes.  0^,02  5 4o3  Equinoxes.   oJ,o57495 

Solstices...  0,028600  Solstices...  o,o46643 

Nous  retrouvons  donc  ici  entre  les  observations  anciennes  et 
modernes  le  même  accord  que  nous  avons  trouvé  dans  le  troi- 
sième chapitre ,  relativement  aux  hauteurs  des  marées  et  à  leur 
variation. 

L*heure  de  la  basse  mer  du  matin  du  jour  qui  suit  la  syzygie 
équinoxiale  a  été  0^,426259.  En  lui  ajoutant  un  quart  de  jour, 
plus  un  quart  du  retard  journalier  des  marées  syzygies  équi- 
Qoiiales,  on  doit  avoir  l'heure  de  la  liante  mer  du  soir,  si  la  mer, 
i Brest,  emploie  autant  de  temps  «1  monter  qu'à  descendre;  on 
a  ainsi,  pour  cette  heure,  0^,681793.  L'obsei'vation  donne 
o',68i464  :  la  différence  est  22^,9.  Les  syzygies  solsticiaies  don- 
nent llo^8  de  différence. 

L'heure  de  la  haute  mer  du  malin  du  jour  qui  suit  la  quadra- 
ture équinoxiale  est  0^,396542.  En  lui  ajoutant  un  quart  de  jour, 

I^Qs  un  quart  du  retard  journalier  de  la  marée,  on  a  0^,66999 

33. 
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pour  l'heure  de  la  basse  mer  du  soir.  L'observation donneoJ,6 584 8 1  : 
la  difTérence  est  1 5 1",8.  Les  quadratures  solsticiales  donnent  — 6\3 
pour  cette  difierence-  Toutes  ces  différences  me  paraissent  être 
dans  les  limites  des  erreurs  des  observations.  Suivant  les  obser- 
vations anciennes,  le  temps  de  la  descente  de  la  marée  surpassait 
de  1600""  environ  celui  de  l'ascension.  Cette  difiFérence  peut  tenir 
à  la  manière  dont  on  évaluait  les  moments  de  la  haute  et  de  la 
basse  mer.  On  a  prescrit,  dans  les  observations  modernes,  de 
prendre  un  milieu  entre  les  deux  instants  où  la  mer  revient  à  la 
même  hauteur,  un  peu  avant  et  un  peu  après  son  maximum  ou  son 
minimum. 

La  moyenne  des  retards  journaliers  des  marées  est  0^,0272661 
dans  les  syzygies,  et  oJ,o52  337  dans  les  quadratures.  Les  obser- 
vations anciennes  m'ont  donné,  dans  le  quatrième  livre,  pour  les 
nombres  correspondants,  oJ,o2  7062  et  0^062067,  ce  qui  s'accorde 
à  fort  peu  près.  L'heure  de  la  haute  mer  du  matin  du  jour  de  la 
quadrature  est  égale  à  l'heure  de  la  haute  mer  du  matin  du  jour 
qui  la  suit,  diminuée  du  retard  journalier  des  marées  quadratures; 
mais  l'heure  moyenne  de  cette  dernière  marée  est  0^898874; 
l'heure  de  la  haute  mer  du  matin  du  jour  de  la  quadrature  est 
donc  oJ,346537, 

Cette  heure  a  précédé  la  quadrature,  dans  les  observations 
employées,  de  oJ,2io3.  En  prenant  donc  un  jour  et  demi  pour 
la  distance  du  minimum  des  marées,  à  la  quadrature,  la  distance 
de  la  marée  du  matin  du  jour  de  la  quadrature  à  ce  minimum  sera 
iJ,7io3;  ce  qui,  à  raison  d'un  accroissement  de  0^,062337  pour 
iJ,o52  337,  donne  oJ,o85o63,  qui,  ajouté  à  l'heure  oJ, 346537, 
donne  pour  l'heure  du  minimum  des  hautes  marées  à  Brest 
oJ,43i6oo  :  c'est  l'heure  de  la  basse  marée  solaire.  On  trouve  par 
un  procédé  semblable,  oJ,44i  170  pour  l'heure  du  minimum  de  la 
basse  mer  dans  les  syzygies,  et,  par  conséquent,  pour  l'heure  de 
la  basse  mer  solaire,  conclue  des  observations  syzygies;  la  diffé- 
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rence  gSy*'  indique  une  anticipation  des  heures  des  marées  qua- 
dratures, sur  les  heures  des  marées  syzygies.  Les  observations  des 
heures  des  hautes  mers  syzygies  et  des  basses  mers  quadratures, 
dont  les  maxima  correspondent  à  la  haute  mer  solaire,  indiquent 
à  peu  près  la  même  anticipation.  Les  observations  anciennes 
m'avaient  donné  cette  anticipation  égale  à  85o'',  dans  le  n°  39 
du  livre  IV.  Tient-elle,  comme  je  le  pensais  alors,  à  de  légers 
écarts  du  principe  de  la  coexistence  des  oscillations  très-petites, 
ou  des  autres  suppositions  que  nous  avons  employées?  Ne  peut- 
elle  pas  dépendre  des  erreurs  des  approximations?  C'est  ce  que 
les  observations  ultérieures  et  de  nouvelles  recherches  pourront 

foire  connaître. 

Nous  allons  maintenant  comparer  les  intervalles  observés  des 
marées,  à  la  formule  (N)  du  chapitre  précédent.  Cette  formule 
donne  les  résultats  numériques  suivants  : 

Retards  Retards 

calcules.  observés  en  temps  moyen. 

Spygies  équinoxiales. .  .  .  0^,02  4 5o6 0^,269 18 

Syzygies  solsticiales o  ,0290^7 0,28610 

Quadratures  équinoxiales.  o  ,o6532o 0,06761 

Quadratures  solsticiales. .  o  ,0^6187 o,o4668 

La  réduction  des  retards  en  temps  moyen  a  été  faite  en  obser- 
vant que  dans  les  équinoxes  le  jour  moyen  surpasse  le  jour  vrai, 
ûeoJoooaiS,  et  que  dans  les  solstices  le  jour  vrai  surpasse  le 
jour  moyen,  de  0^,0002  38, 

Le  retard  journalier  des  marées  est  augmenté  quand  la  paral- 
«tt  lunaire  augmente,  et  il  est  diminué  quand  elle  diminue.  Les 
twres  observées  des  marées  du  premier  et  du  second  jour  après 

^y^ygie»  ont  donné  dans  les  syzygies  périgées  considérées  ci- 
dttsus,  0^,02899;  et  dans  les  syzygies  apogées,  0^,02227.  La 
formule  (N)  du  chapitre  précédent  donne  0^,02878  et  0^,01912. 


262  MECANIQUE  CELESTE. 


CHAPITRE  V. 

DES  FI.UX  PARTIELS  DONT  LA  PÉRIODE  EST  k  PEU  PRÉS  D'UN  JOUR. 

13.  Ces  flux  étant  fort  peu  considérables  à  Brest,  on  peut  né- 
gliger dans  leur  expression  les  quantités  très-petites.  Ils  dépendent 
des  sinus  de  nf-+-«  et  7if-h« —  2^,  dans  Texpression  des  forces 
données  dans  le  chapitre  11.  Si  Ton  néglige  le  cube  de  sin.  e,  l'ex- 
pression de  faction  solaire  relative  à  ces  flux  sera 

3L     .  .  . 

f-^.  sin.  6.  COS.  d.|sin.e.  s\n.[nt-\-'&)  —  sin.e.sin.(nf-t-tïr — 2  <^)\. 

Elle  produit  deux  flux  partiels  que  nous  pouvons  exprimer  par 
H.  sin.e.  sin.[nt-h'& — F) — /f,.sin.e.sin,(nf-t-tïr  —  2mt — FJ, 

H,  F,  H,  et  F,  étant  des  constantes  arbitraires.  L'action  lunaire 
produit  pareillement  deux  flux  partiels  que  nous  pouvons  expri- 
mer par 

H\sin.e.sin.[nt-h'Uf — F') — H^  .sin.e.  sin.[nt-\-'&  —  2mt — F/). 
On  doit  observer  que  f  on  a 

Au  moment  de  la  pleine  mer  syzygie  du  soir  à  Brest,  on  a  par 
le  chapitre  11 , 

2/if-f-2tïr — 2mt  —  2X  =  2i7r  -+-2/, 
2iifH-2tïr — am'f — 2X'=2i'ir-h2r; 
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on  a  ensuite 

t=T-hy-ht\ 

y  étant  égal  à  —7— — .  Les  flux  partiels  dont  la  période  est  à  peu 
près  d*un  jour  seront  ainsi 

H.  sin.e.  sin.[\+mT+my—F  +  l+mf] 
— ffj.  sin.e.  sin.[X— mT—mj—Fj  4-/— mf"] 
+H'.  sin.e'.  sin.[k+mT+my-F+l+mt] 
—ff/.sin.e',  sin.[X— (am'— m)j— 2 (m'--m)T— mT— F/— (2m'— m)t''+/]. 

Dans  les  syzygies  solsticiales  d'été,  2  [m — m)T  est  nul,  ou  un 

multiple  de  la  circonférence,  et  mT=  ~;  l'expression  précédente 

se  transforme  par  là  dans  celle  que  Ton  obtient  en  y  faisant  T 
nnl,  en  changeant  le  signe  sin.  dans  le  signe  cos.  et  en  donnant 
le  Mgne  -h  au  second  et  au  quatrième  terme.  Si  l'on  développe 
cette  expression  ainsi  transformée  dans  une  série  ordonnée  par 
rapport  aux  puissances  de  f  et  de  /  et  à  leurs  produits;  la  partie 
indépendante  de  ces  quantités  sera  l'expression  du  flux  dont  la 
période  est  d*un  jour,  au  moment  du  maximum  de  la  marée  dont 
la  période  est  d'un  demi-jour.  Donnons  à  cette  expression  la  forme 

M.  sin.  X  +  N.  COS.  X. 

On  aura,  à  fort  peu  près,  l'expression  de  ce  flux  au  moment  de 
la  basse  mer  du  matin,  en  changeant  X  en  X  —  -,  ce  qui  donne 

—  M.  COS.  X-h  /V.  sin.  X; 

et  Ton  aura  à  peu  près  l'expression  du  même  flux,  au  moment  de 
la  hante  mer  du  matin,  en  changeant  X  en  X  —  tt,  ce  qui  donne 

—  il/,  sin.  X  —  N.  COS.  X. 
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Dans  les  solstices  d*hiver  où  mT==3  tt,  toutes  ces  expressions 
changent  de  signe. 

Exprimons  Tensemble  des  flux  partiels  dont  la  période  est  à 
peu  près  d'un  jour,  par 

R.cos.  (nf-h'BT — mt — Xi) 
comme  on  peut  le  faîre  pendant  le  jour  du  maximum  de  la  marée 
semi-diurne.  X,  sera  l'heure  de  ce  flux,  le  soir.  Au  moment  de  la 
pleine  marée  du  soir  à  Brest,  au  solstice  d'été,  ce  flux  d'un  jour 
sera  R.cos.  (X — X,),  en  substituant  pour  nf-t-©,  sa  valeur X-t-mf. 
Au  moment  de  la  basse  mer  du  matin,  ce  flux  sera  ll.sin.  (X — X,)  ; 
et  au  moment  de  la  pleine  mer  du  matin,  il  sera  — R.cos.  (X — \). 

Pour  comparer  ces  résultats  aux  observations,  on  a  pris  dans 
quarante-trois  syzygies  solsticiales  d'été,  l'excès  de  la  haute  mer 
du  soir  sur  la  haute  mer  du  matin,  du  premier  et  du  second  jour 
après  la  syzygie,  et  l'on  a  obtenu  i4"*%7o6  pour  la  somme  de  ces 
excès  dans  les  quatre-vingt-six  jours  d'observations.  On  a  pris 
semblablement,  dans  trente  syzygies  solsticiales  d'hiver,  l'excès 
de  la  haute  mer  du  matin  sur  la  haute  mer  du  soir,  du  premier 
et  du  second  jour  après  la  syzygie,  et  l'on  a  obtenu  io"*%798  pour 
la  somme  de  ces  excès  dans  les  soixante  jours  d'observations.  En 
ajoutant  cette  somme  à  la  précédente,  et  en  la  divisant  par 
6o-f-86,  le  quotient  o",i755  sera  la  valeur  de  2  il.cos.  (X — XJ. 
Le  maximum  de  la  marée  semi-diurne  tombant  à  très-peu  près  à 
l'instant  du  minuit  qui  sépare  le  premier  du  second  jour  après 
la  syzygie,  la  variation  de  cette  marée  est  très-petite,  et  devient 
presque  insensible  dans  la  somme  des  excès  dont  je  viens  de 
parler;  car  la  marée  du  soir  du  premier  jour  est  plus  rapprochée 
de  l'instant  du  maximum  que  la  marée  du  soir  du  second  jour  ; 
mais  aussi  la  marée  du  matin  du  premier  jour  est  plus  éloignée 
de  cet  instant  que  celle  du  second  jour  ;  en  sorte  que  la  variation 
de  la  marée  semi- diurne  augmente,  dans  le  premier  jour  qui 
suit  la  syzygie,  l'excès  de  la  haute  mer  du  soir  sur  la  haute  mer 
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du  matin,  et  le  diminue  dans  le  second  jour.  L'efifet  de  cette 
variation  est  ainsi  très-petit  dans  la  somme  de  ces  excès  :  il  serait 
nul,  si  Ton  considérait  autant  de  solstices  d'été  que  de  solstices 
d^hiver;  et  j*ai  reconnu  que  cet  eflPet  est  insensible  dans  les  obser- 
vations précédentes,  où  Ton  a  considéré  46  solstices  d'été  et  3o 
solstices  d'hiver. 

J'ai  trouvé  dans  le  n*"  28  du  quatrième  livre  la  valeur  de 
iR.  COS.  (X — Xj),  égale  à  a™,i83.  J'avais  considéré  dans  les  obser- 
vations anciennes  des  marées  à  Brest,  dix-sept  syzygies  solsticiales 
d'été,  qui,  traitées  comme  les  précédentes,  m'avaient  donné  6°*,  1 3 1 
pour  la  somme  des  excès  des  marées  du  soir  sur  celles  du  matin, 
dans  les  trente-quatre  jours  d'observations.  Onze  syzygies  solsti- 
ciales d'hiver  m'avaient  donné  ^^^log  pour  la  somme  des  excès 
des  hautes  mers  du  matin  sur  celles  du  soir,  dans  les  vingt-deux 
jours  d'observations.  En  ajoutant  ces  deux  sommes  aux  deux  pré- 
cédentes données  par  les  observations  nouvelles,  on  a  35™,7A4i 
qui,  divisé  par  202,  somme  des  jours  d'observations,  donne 
0°",! 7694  pour  la  valeur  de  2  R.  cos.  (X — Xi). 

Pour  avoir  la  valeur  de  2/î.  sin.  (X — X»),  on  a  pris,  dans  2  3 
syzygies  solsticiales  d'été,  les  excès  des  basses  mers  du  matin  sur 
celles  du  soir,  du  premier  et  du  second  jour  après  les  syzygies,  et 
l'on  a  trouvé  5"", 39 4  pour  la  somme  de  ces  excès,  qui,  divisée  par 
46,  nombre  des  jours  d'observations,  a  donné  o™,ii7  pour  la 
valeur  de  2  7î.sin.  (X — X»).  Mais  ici  la  variation  des  basses  mers 
semi-diurnes  a  un  efiFet  sensible  et  que  je  trouve  à  peu  près  égal 
à  0^,009,  qu'il  faut  ajouter  à  la  valeur  précédente,  qui  devient 
par  là  o",  12  6.    - 

On  peut  obtenir  encore  cette  valeur,  de  la  manière  suivante  : 
Dans  le  n"*  5 ,  on  a  considéré  l'ensemble  des  spygies  solsticiales 
d'hiver  et  d'été.  J'ai  prié  M.  Bouvard  de  calculer  séparément  les 
syzygies  solsticiales  d'été  et  les  syzygies  solsticiales  d'hiver  :  il- 
trouvé  pour  les  premières 

TOME  Y. 
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/  =  323,74i,    /  =344,697,    /  =  354,8o7, 
/''=r354,3oi,    /'"=  341,460,    /'^  =  319,397; 

et  il  en  a  conclu,  pour  Texpression  générale  des  valeurs  de/, 

355^7746  — 5,4875  (f— 2,4i582)»; 

d'où  il  a  conclu 

21^=355^8503, 
2ig'=      5  ,4875. 

Les  syzygies  solsticiales  d'hiver  lui  ont  donné 

/=32i,64o,    /  =346,389,    /=359,844, 
/^=358,54o,    /"^  =  349,5i7,    7=329,496; 

et  pour  l'expression  de  ces  valeurs 

36o,66i  2  —  5,6029.  [t —  2,62075)'; 

d'où  il  a  conclu 

2ia'=36o,7488, 
2iê'=      5,6029. 

La  somme  des  excès  des  pleines  mers  du  soir  sur  les  basses  mers 
du  matin,  dans  les  64  syzygies  solsticiales  d'été,  et  réduits  à  leur 
maximum,  a  été  355,7746.  Dans  les  64  syzygies  solsticiales 
d'hiver,  cette  somme  a  été  36o,66i2;  elle  a  donc  surpassé  la 
somm^  précédente,  de  4,8866,  qui,  divisée  par  64,  donne  pour 
la  différence .  relative  à  chaque  syzygie,  0,07635.  Au  solstice 
d'hiver,. le  soleil  est  plus  près  de  la  terre  que  dans  sa  moyenne 
distança^  d'une  quantité  à  fort  peu  près  égale  au  soixantième  de 
cette  distance  :  son  action  est  donc  augmentée  de  la  quantité 
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2A.L  _3_  ^ 
r»    '60'  128' 

Q  étant,  comme  dans  le  n""  3,  la  somme  des  carrés  des  cosinus  de 
la  déclinaison  du  soleil  dans  les  128  syzygies  d'été  et  d'hiver  : 
elle  est  diminuée  de  la  même  quantité  dans  les  syzygies  du  sols- 
tice d'été  :  la  différence  de  ces  deux  actions  est  donc 

j^  2A.L    Q 
10'     r'    *  128" 

En  substituant  pour  — '—  et  Q  leurs  valeurs  trouvées  dans  le 

0^*9  :  cette  différence  est  0,13924;  mais  elle  est  diminuée  par  le 
flux  solaire  diurne,  de  la  quantité 

2  R.  COS.  (X  —  Xi)  —  2  R.  sin,  (X — X,)  ; 
on  a  donc 

0,18924 — 2il.cos.  (X — X,)-t-2  /î.sin.  (X — X,)  =  o,o7635. 

En  substituant  pour  2il,cos.  (X — X,)  sa  valeur  0,17694,  on  a 

2  R.  sin.  (X  —  X,)  =  o,  1 1 4o5  ; 

ce  qui  diffère  peu  de  la  valeur  o,  1 2  6 ,  trouvée  ci-dessus,  et  ce  qui 
prouve  f  influence  de  la  variation  des  distances  du  soleil  à  la  terre. 
En  prenant  la  moyenne  de  ces  valeurs,  on  a 

2  /î.sin.  (X  —  Xi)  =  o,i2o3. 
Les  valeurs  de  2  il.cos.  (X — Xi)  et  de  2  R.  sin.  (X — X,)  donnent 

tang.(X-X.)={^; 

34. 
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d'où  Ton  tire  l'angle  X — X ,  qui,  réduit  en  temps  à  raison  de  la 
circonférence  entière  pour  un  jour,  devient  0^,098:  c'est  le  temps 
dont  le  flux  d'un  jour  précède  le  moment  des  maxima  des  marées 
du  soir  d'un  demi-jour;  et  comme  ce  moment  estoJ,688,  l'heure 
correspondante  de  la  pleine  mer  du  flux  partiel  sera  0^,69 3.  La 
valeur  de  2  il  est  o™,2i34  :  cette  valeur  n'est  pas  la  vingtième 
partie  de  la  hauteur  de  la  marée  semi-diurne,  et  qui ,  dans  les  1 2  8 
syzygies  solsticiales,  a  donné  7i6°',/lo2,  ou  5™,6o  par  syzygie. 
Ainsi,  quoique  les  deux  forces  qui  produisent  ces  deux  flux  soient 
presque  égales  entre  elles,  à  Brest,  l'efiet  des  circonstances  est 
beaucoup  plus  grand  sur  le  flux  semi-diurne  que  sur  le  flux 
diurne.  Pour  mieux  juger  de  ces  effets,  nous  allons  déterminer 
ces  deux  flux,  en  supposant  avec  Newton  la  mer  en  équilibre  à 
chaque  instant  sous  fastre  qui  l'attire.  Nous  avons  donné  dans  le 
n*"  12  du  quatrième  livre,  les  expressions  de  ces  flux  :  celle  du  flux 
diurne  relatif  à  l'action  du  soleil  est 

3L 
y jT-r- .  sin.  V-  COS.  V-  sin.  6.  cos.  6.  cos.  [nt-]-^  —  \|/). 

L'expression  correspondante  du  flux  semi-diurne  est 
3L 


*--«•('- i) 


•  COS*.  V-  sin'.O.  cos.  (2nf-f-  2© —  2\|/). 


L'action  de  la  lune  produit  deux  flux  semblables,  que  l'on  obtient 
en  accentuant  les  lettres  L,  r,  v,  \|/. 
On  a,  par  le  n*"  11  du  livre  IV, 

^=o«%98528. 
Nous  prendrons  ensuite  pour  cos*.  v,  la  valeur  de  Q  du  n*"  9,  divisée 
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par  1 Q  8  ;  on  a  de  plus  d  égal  à  fort  peu  près  au  complément  de 
la  latitude  de  Brest,  ou,  en  degrés  sexagésimaux,  égal  à  4 1""  36'  A6^ 
Nous  supposerons  encore  la  densité  p  de  la  terre  égale  à  5 ,  celle 
de  la  mer  étant  i  ;  enfin  on  a,  par  le  n°  9, 

r  '  r' 

et  nous  ferons  v'  =  v,  ce  qui  est  exact  à  très-peu  près.  Cela 
posé,  les  doubles  des  coefficients  de  cos.  (/it-t-'cy  —  \|/)  et  de 
cos.(îiiifH-2tîr — 2\|/),  dans  les  expressions  précédentes,  ajoutés 
aux  doubles  des  mêmes  coefficients  relatifs  à  la  lune,  seront  res- 
pectivement, dans  les  syzygies, 

0^674,        0^350: 

ces  nombres  sont  les  hauteurs  des  pleines  mers  syzygies  des  deux 
flux  diurne  et  semi-diurne  ;  les  hauteurs  observées  sont 

o"",2i34,       5"",6o. 

Ainsi,  par  TefiFet  de  la  rotation  de  la  terre  et  des  circonstances 
accessoires,  le  flux  diurne  est  réduit  à  peu  près  au  tiers,  tandis 
que  le  flux  semi-diurne  devient  16  fois  plus  grand.  Au  reste,  cette 
grande  difiFérence  ne  doit  point  surprendre,  si  Ton  considère  que, 
parle  quatrième  livre,  la  rotation  de  la  terre  détruit  dans  une 
naer  partout  également  profonde,  le  flux  diurne;  et  que,  si  la 
profondeur  de  la  mer  est  ^  du  rayon  terrestre,  ou  d'environ 
9,000  mètres,  la  hauteur  de  la  marée  semi-diurne  dans  les  syzy- 
gies est  de  11  mètres. 

Déterminons  présentement  Tefiet  du  flux  diurne  sur  les  marées 
^diatures  équinoxiales.  Par  ce  qui  a  été  dit  dans  le  chapitre  11, 
mrles  marées  quadratures  du  matin,  on  a,  pour  ces  marées. 
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Le  flux  diurne  devient  ainsi,  au  moment  du  minimum  de  la  marée 
quadrature, 


H  .sin.e  .sin. 
—  ^,.  sin.e.  sin. 
-H  ff',.  sin.e'.  sin. 


X —  7  — jP-t-mT-j-mj 
X— -_mT— F,— mj 
X— ^— F-+-mT-f-mjl 


— /ï'.sin.e'.sin.rx—  ^  _mT— 2(m'T— mT)— F/— (2m'— m)jl. 

F,  doit  peu  difi*érer  de  F,  à  cause  de  la  lenteur  du  mouvement 
du  soleil,  comparé  à  celui  de  la  lune;  les  deux  premiers  termes 
de  cette  fonction  se  détruisent  donc  à  fort  peu  près  dans  les  équi- 
noxes.  Dans  les  quadratures  des  équinoxes  d'automne,  on  a  mT 
égal  à  ir,  et  2(/n'T — mT)  égal  à  ir  ou  à  3ir;  les  deux  derniers 
termes  deviennent 

ff. sin.e'.  COS. (X — F'-t-mj)H-ff/sin.e'.  cos.[X — F\ — (2m' — Tn)y]; 

et  il  est  facile  de  voir  qu'ils  sont  les  mêmes  que  dans  les  syzygies 
des  solstices  d'été.  Donnons-leur  cette  forme 

ilf.  sin.  X  H-  N\  COS.  X. 

Dans  les  quadratures  de  Téquinoxe  du  printemps,  cette  quantité 
prend  un  signe  contraire. 

Dans  les  syzygies  des  solstices  d'été,  le  flux  diurne,  au  moment 
de  la  haute  mer  du  soir,  est,  par  ce  qui  précède, 

M.  sin.  X  -t-  N.  COS.  X. 

Au  moment  de  la  haute  mer  du  matin,  il  prend  un  signe  con- 
traire. L'excès  de  l'un  sur  l'autre,  qui,  par  l'observation,  est 
o°',i796,  donne  donc 

2M.  sin.  X -+- îiV.  COS.  X  =  o"",  1 796. 
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L*excès  de  la  basse  mer  du  matin  sm*  celle  du  soir  est 

—  2M.  COS.  X-f-  2N.  sin.  X; 
cet  excès  est  o",i2o3;  ce  qui  donne 

—  2M.  COS.  X  -h  2N.  sin.  X  =  o",  1 2o3. 
Cette  équation,  ajoutée  à  la  précédente,  donne 

2M.{sin.  X  —  COS.  X)  -h  2iV.  (sin.  Xn-  cos.  Xjr^o'^^sggg.       [a) 

Le  flux  diurne  de  la  basse  mer  du  soir  qui  suit  la  haute  mer  du 
matin,  dans  une  quadrature  d'automne,  est 

Af .  cos.  X  —  N'.  sin.  X. 
Ainsi  ce  flux  étant,  au  moment  de  la  haute  mer, 

ikf.sin.X-hiV'.  cos.X, 
son  excès  sur  sa  valeur  au  moment  de  la  basse  mer  suivante  sera 

M'.(sin.X — cos.X)  -h2V'.(sin.X-f-cos.X); 

et  fl  l'emporte  sur  la  même  dififérence,  dans  une  quadrature  du 
printemps,  de  la  quantité 

2M^(sin.  X — COS.  X)  -+-  2iV'.(sin.  X-+-cos.  X). 

En  comparant  cette  quantité  au  premier  membre  de  Téqua- 
*îon  (a),  on  voit  quelle  doit  être  positive;  et  si  Ton  supposait  les 
i^pports  de  Af  et  iV  à  M '  et  N'  égaux  à  celui  de  la  somme  des 
actions  lunaire  et  solaire  à  l'action  lunaire,  rapport  qui,  par  le 
chapitre  m,  est  celui  de  3,35  à  2,35,  ce  qui  ne  peut  être  regardé 
^e comme  un  simple  aperçu;  les  hautes  mers,  dans  les  quadra- 
tures d'automne,  surpasseraient  celles  du  printemps  de  o°',2i. 
Mais  cette  évaluation  indique  seulement  la  supériorité  des  marées 
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quadratures  d'automne  sur  les  marées  semblables  du  printemps  : 
c  est  en  effet  ce  que  Tobservation  confirme.  M.  Bouvard  a  calculé 
séparément  les  hauteurs  des  marées  quadratures  du  printemps  et 
celles  des  marées  quadratures  d'automne,  dont  il  avait  considéré 
l'ensemble,  et  il  a  trouvé,  relativement  aux  premières, 

/=i89,282,    /=a9,468,    /'=i54,658,    /"=2oo,79i; 

d'où  il  a  conclu,  par  les  procédés  du  chapitre  m,  la  formule 

a6,A858-t-2i,4867,(t— 1,4076)^ 

ce  qui  lui  a  donné 

2ia'=i46,i5o3,        2iê''i===  2 1,4867. 

Les  mêmes  procédés,  appliqués  aux  marées  quadratures  d'au- 
tomne, lui  ont  donné 

/==2o4,797.    /=i62,546,    /=i58,369,    /^=i95,376. 

D'où  il  a  conclu  la  formule 

i55,37i2-t-i9,8i45.(f— i,58i8)S 
et 

2ia'=l  55,06  16,  2 lê^zzr:!  9,8 1  45. 

La  différence  des  deux  valeurs  de  21a''  est  8"*,9i  i3;  cette  diffé- 
rence divisée  par  64,  nombre  des  quadratures  de  Téquinoxe 
d'automne,  donne  o,i4o,  à  fort  peu  près,  pour  la  supériorité 
d'une  marée  quadrature  d'automne  sur  celle  du  printemps. 
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CHAPITRE  VJ. 

DES  FLUX  PARTIELS  QUI  DEPENDENT  DE  LA  QUATRIÈME  PUISSANCE  INVERSE 
DE  LA  DISTANCE  DE  LA  LUNE  À  LA  TERRE. 


On  sait,  par  la  théorie  des  probabilités,  que  le  grand  nombre 
des  observations  peut  suppléer  leur  précision,  pour  reconnaître 
des  inégalités  beaucoup  moindres  que  les  erreurs  dont  elles  sont 
susceptibles,  Tai  donc  pensé  que  les  flux  dépendants  des  diffé- 
rences de  l'action  de  la  lune  dans  les  nouvelles  lunes,  à  son  action 
dans  les  pleines  lunes,  et  de  son  action  dans  les  quadratures 
boréales,  à  son  action  dans  les  quadratures  australes,  pouvaient 
devenir  sensibles  dans  l'ensemble  des  nombreuses  observations 
des  marées  que  M.  Bouvard  a  discutées.  Ces  flux  sont  produits 
par  les  termes  de  l'expression  de  l'action  lunaire  qui  sont  divisés 
par  la  quatrième  puissance  de  la  distance  de  la  lune  à  la  terre. 
Les  termes  divisés  par  le  cube  de  cette  distance,  les  seuls  que 
l'on  ait  considérés  jusqu'ici,  ne  donnent  aucune  diff(érence  entre 
les  flux  lunaires  des  nouvelles  lunes  et  les  flux  lunaires  des  pleines 
loues.  Les  termes  divisés  par  la  quatrième  puissance  de  la  distance 
lunaire  sont,  par  le  n*"  16  du  quatrième  livre, 


5L' 
?7r 


[cos.0.  sin.v'-hsin.O.  COS.  v'.  cos.(/ifH-'cy — yp')]')       /   \ 
—  y.  [cos.0.  sin.v'-t-sin.0.  COS.  v'.  cos.(nfH-'cy--'^')]  i 


On  peut,  dans  le  développement  de  cette  fonction,  négliger  les 
termes  qui  dépendent  de  l'angle  nt-h'rs  —  x^',  parce  qu'il  résulte 
du  chapitre  précédent  que  les  flux  partiels  relatifs  à  cet  angle  sont 
trts-petits  dans  le  port  de  Brest  et  deviennent  insensibles,  lorsqu'ils 

TOIU  T*  35 
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sont  divisés  par  la  distance  r  de  la  lune  à  la  terre.  Nous  allons 
d'abord  considérer  le  terme  dépendant  de  l'angle  3nt+3©  — 3>//': 
ce  terme  est 

|.i;l.  sin\0.cos\v.cos.[3nM-3©  -3\|/  — 3  [^—^)]. 

En  substituant  pour  sin.  v ,  cos.  v',  sin,-^'  et  cos-  \|/',  leurs  valeurs 
données  dans  le  chapitre  ii ,  on  voit  que  ce  terme  produit  un  flux 
partiel  de  la  forme 

G.cos.  [3nf-+-3t;T  -3(p  — 3((p  — (p)— 3Q], 

G  et  Q  étant  les  constantes  que  l'observation  seule  peut  déterminer. 
Les  autres  flux  partiels  dépendants  de  l'angle  3 /if -h  Star  —  3(p, 
sont  multipliés  par  le  carré  du  sinus  de  l'inclinaison  e'  de  l'orbite 
lunaire  à  Téquateur;  ils  sont  peu  considérables,  et  produisent  la 
difi'érence  entre  les  observations  équinoxiales  et  les  observations 
solsticiales.  On  y  aurait  égard  en  considérant  l'inégalité 

G.cos.  [3/if-t-3t;T— 3(p— 3(^  — (p)— 3Q] 

comme  représentant  l'inégalité  relative  aux  équinoxes,  et  en  la 
multipliant  par  cos'.v,  pour  la  rapporter  aux  solstices,  ce  qui 
diminuerait  d'un  cinquième  à  peu  près  la  valeur  de  G  dans  les 
solstices  ;  mais  peut-être  cette  correction  n'est  pas  suffisante.  Dans 
les  nouvelles  lunes  équinoxiales,  ^' — (p  est  nul.  De  plus,  au  mo- 
ment de  la  haute  mer  du  soir,  nt-f-^xj —  ^,  ou  l'angle  horaire  du 
soleil,  est  X;  l'inégalité  précédente  devient  ainsi 

G.  COS.  (3X  —  30)  : 

c'est  la  quantité  que  ce  flux  partiel  ajoute  à  la  hauteur  de  la  pleine 
mer  du  soir,  à  Brest.  Pour  avoir  sa  valeur  dans  la  basse  mer  du 

matin  qui  la  précède,  il  faut  changer  X  en  X  —  -,  ce  qui  donne 

—  G.sin.  (3X — 3Q); 
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ce  flux  ajoute  donc  à  Fexcès  de  la  haute  mer  du  soir  à  Brest,  dans 
les  nouvelles  lunes,  sur  la  basse  mer  qui  précède,  la  quantité 

G.  cos.  (3X  —  3Q)  -h  G.  sin,  (3X—  3Q). 

On  verra  de  la  même  manière,  que  dans  les  pleines  lunes  où 
^' —  (p  est  égal  à  tt,  ce  flux  ajoute  à  cet  excès  une  quantité  con- 
traire 

—  G.cos.(3X  — 30)  — G.sin.(3X  — 30); 

ce  flux  doit  donc,  s  il  est  sensible,  se  manifester  dans  la  difle- 
rence  d'un  grand  nombre  de  ces  excès  dans  les  nouvelles  lunes  et 
dans  les  pleines  lunes. 

Ce  même  flux  doit  se  manifester  encore  dans  les  observations 
des  marées  quadratures.  Dans  ces  observations,  on  a  déterminé 
l'excès  de  la  hauteur  de  la  pleine  mer  du  matin  sur  la  basse  mer 
du  soir;  l'inégalité  précédente  devient,  au  moment  de  la  pleine 
mer  du  matin, 

G.cos.[3(x--^)— 3Q-3(f— 9)]; 

et  au  moment  de  la  basse  mer  du  soir,  elle  devient 
G.  COS.  [3X- 30  —  3(9' -9)]. 

Dans  le  premier  quartier,  (p' — (^  est  égal  à  -;  l'excès  de  la  haute 
mer  du  matin  sur  la  basse  mer  du  soir  est  donc 

—  G.  COS.  (3X  —  30)  -+-  G.  sin.  (3X  -  30) • 

Cet  excès  prend  un  signe  contraire  dans  le  second  quartier  où 

Dans  les  quadratures  solsticiales,  la  ^  '  àquateur  ; 

35. 
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dans  les  quadratures  équinoxiales,  elle  est  vers  son  maximum  de 
déclinaison.  La  difiFérence  entre  les  marées  quadratures  du  pre- 
mier quartier  et  celles  du  second  quartier  doit  donc  être  plus 
petite  dans  les  équinoxes  que  dans  les  solstices. 

L'excès  d'une  marée  d'une  nouvelle  lune  sur  celle  d'une  pleine 
lune  est 

2G.sin.(3X — 30)  -hiG.  COS.  (3X — 30); 

nommons  E  cet  excès.  L'excès  d'une  marée  du  premier  quartier 
sur  une  marée  du  second  quartier  est 

aG.sin.  (3X  —  30)  — 2G.COS.  (3X  —  30); 

nommons  Zs"  cet  excès  :  on  aura 

Ung.(3X-30)=|±|, 


'^=  ;È- V'^(^)' 


Pour  comparer  ces  résultats  aux  observations,  M.  Bouvard  a 
fait  la  somme  des  hauteurs  des  pleines  mers  du  soir,  au-dessus  des 
basses  mers  du  matin,  du  jour  de  la  syzygie  et  des  trois  jours  sui- 
vants, dans  les  64  nouvelles  lunes  équinoxiales  qu'il  avait  consi- 
dérées, et  il  a  trouvé  cette  somme  égale  à  i583,594.  Le  même 
calcul,  relatif  aux  64  pleines  lunes  équinoxiales,  lui  a  donné  pour 
cette  somme  1 583,594 -+-21,419.  Les  pleines  mers  des  lunes 
solsticiales  lui  ont  donné  les  sommes 

i4oo,oi6,  i4oo,i6-f- 10,175. 

Ainsi  les  marées  des  pleines  lunes  ont  excédé  les  marées  des 
nouvelles  lunes,  tant  dans  les  équinoxes  que  dans  les  solstices;  et, 
conformément  à  la  théorie,  cet  excès  a  été  plus  grand  dans  les 
équinoxes  que  dans  les  solstices. 


LIVRE  TREIZIEME.  277 

Les  hauteurs  des  pleines  mers  quadratures  du  matin ,  au-dessus 
des  basses  mers  du  soir,  du  jour  de  la  quadrature  et  des  trois 
jours  suivants,  ont  donné,  relativement  aux  quadratures  équi- 
noxiales  du  premier  et  du  second  quartier  de  la  lune,  les  sommes 

710,860,         7io,85o  —  5,6o5; 

et  relativement  aux  quadratures  solsticiales,  les  sommes 

353,595,  853,595  —  20,543. 

Conformément  à  la  théorie,  la  différence  est  plus  grande  dans 
les  quadratures  solsticiales  que  dans  les  quadi-atures  équinoxiales; 
mais  une  partie  de  cet  excès  est  due  aux  erreurs  des  observations. 
L'ensemble  des  différences  dans  les  nouvelles  et  pleines  lunes 
équinoxiales  et  solsticiales  est  12S.E;  etFensemble  des  différences, 
dans  les  quadratures  équinoxiales  et  solsticiales,  est  12S.E';  on  a 
donc 

12S.E  = — 21,016 —  10,175, 

i2S.E'=        5,6o5-f- 20,542; 

d'où  l'on  tire,  en  degrés  centésimaux, 

3X-3Q=5%59, 
G  =  — o^ll68l. 

Un  aussi  petit  flux  exige  un  plus  grand  nombre  d'observations 
pour  être  déterminé  avec  exactitude;  mais  son  existence  est  indi- 
quée par  les  observations  précédentes  avec  une  grande  proba- 
bilité. 

Considérons  maintenant  les  termes  de  la  fonction  [p]  dépen- 
dants de  l'angle  2nl-{-2^  —  2\|/'  :  ces  termes  résultant  du  déve- 
loppement de  la  quantité 

i5    L' 

— .  -7; .  COS.  6\  sin.v'.  sin*.  6.  cos\v'.  cos*.  [nt-i-'cs  —  \^') , 
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ils  correspondent  aux  termes  de  l'expression  de  l'action  lunaire, 
divisés  par  le  cube  de  la  distance  r  de  la  lune,  et  qui,  par  le 
second  chapitre,  sont  le  développement  de  la  quantité 

3    L 

- .  -T- .  sin'.  B.  cos*.v'.  cos'.  (/itH-'cy  —  \|/') . 

Si  Ton  suit  l'analyse  du  chapitre  cité,  et  si  l'on  observe  que 
sin.v'  est  égal  à  sin. e'. sin. (p',  ^'  étant  la  longitude  de  la  lune, 
comptée  de  l'intersection  de  son  orbite  avec  l'équateur,  on  voit 
qu'il  en  résulte  dans  la  hauteur  de  la  marée  à  Brest,  soit  dans 
les  syzygies  solsticiales ,  soit  dans  les  quadratures  équinoxiales, 
une  quantité  égale  à  =t  F;  le  signe  supérieur  se  rapportant  à  la 
déclinaison  boréale  de  la  lune,  et  le  signe  inférieur  à  sa  déclinai- 
son australe.  L'observation  peut  seule  déterminer  la  constante  F. 

Si  les  flux  partiels  avaient,  relativement  à  la  latitude 0  du 

port,  le  même  rapport  que  les  forces,  la  valeur  de  F  serait  à  la 
partie  de  la  hauteur  de  la  mer  due  à  l'action  de  la  lune,  à  peu 

près  dans  le  rapport  de  — ?.cos.  0.sin.  e'  à  -|-.   Mais  nous  avons 

remarqué,  dans  le  premier  chapitre,  que  chaque  flux  partiel  étant 
la  résultante  de  tous  les  flux  semblables  qui  émanent  de  chaque 
point  de  la  surface  de  la  mer,  et  qui  reçoivent  un  nombre  presque 
infini  de  modifications  avant  que  de  parvenir  dans  le  port  de 
Brest ,  la  résultante  n'a  point  avec  la  latitude  de  Brest  le  même 
rapport  que  les  forces  productrices  de  ce  flux  :  elle  peut  même 
avoir  un  signe  contraire  à  celui  que  ces  forces  indiquent,  en  sorte 
que  l'observation  peut  seule  le  faire  connaître.  Pour  cela,  M.  Bou- 
vard a  séparé ,  dans  le  calcul  des  syzygies  solsticiales ,  les  marées 
où  la  déclinaison  de  la  lune  était  australe ,  des  marées  où  la  décli- 
naison de  la  lune  était  boréale,  et  il  a  fait  sur  ces  marées  ainsi 
séparées  le  même  calcul  qu'il  avait  fait  sur  leur  ensemble,  et  dont 
nous  avons  donné  le  résultat  dans  le  troisième  chapitre  ;  il  a  fait 
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le  même  calcul  relativement  aux  quadratures  équinoxiales,  et  il  a 
formé  la  table  suivante. 

TABLE  XVIII. 
Marées  syzygies  solsticiales.  Lune  australe. 

f  =326,701,    y  =348,393,    y  =  362,o5i, 
/•=36i,672,    /"=35o,733,    /  =  329,636. 
362,8222  — 5,6778  [t — 2,5621)'. 

362,9096=3  Q/a, 
5,5778=  2  lê'. 


Marées  syzygies  solsticiales.  Lune  boréale. 

7=318,782,    /  =342,724,    /  =  352,6o5, 
/'  =  350,299,    /'"^^i  340,006,    /*^  =  319,253. 
353,1223  —  5,43i6  (f—  2,4784)^ 

353,2072  =-■■  2ia, 
5,43 16=  2lê'. 


Marées  quadratures  équinoxiales.  Lune  australe. 

/=i99i7o4,    /=  160,878,    /'  =  i6i,35o,    /"=2oi,o89. 
i56,2oio-H  19,6412  {f~i,4882)\ 

155,3925=  21V, 
19,6412  =  2lê^ 

Marées  quadratures  équinoxiales.  Lune  boréale. 

/==i94,4i8,    /=i5i,3o4,   /=i5i,6i6,  /'=i95,io6. 
i46,o466  -h  2  i,65io  (f  —  l,4945)^ 

i45,7077=2ia\ 

2  1,65lO=2lê\ 
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On  voit  d'abord,  par  cette  table,  que  l'action  de  la  lune  aus- 
trale sur  la  mer  l'emporte  sur  l'action  de  la  lune  boréale.  La  valeur 
de  2F  est  donnée,  soit  par  la  différence  des  valeurs  de  21a,  rela- 
tives aux  marées  syzygies  solsticiales,  soit  par  la  différence  des 
valeurs  de  21V,  relatives  aux  marées  quadratures.  La  première 
de  ces  différences  donne 

128. F=  —  9,7024, 

parce  qu'il  y  a  128  syzygies  solsticiales. 
La  seconde  de  ces  différences  donne 

i28.F=  — 9,6848. 

L'accord  de  ces  valeurs  de  12 8. F  ne  permet  pas  de  douter  que 
l'action  lunaire  australe  sur  l'Océan  l'emporte  sur  l'action  lunaire 
boréale. 
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CHAPITRE  VIL 

DU  FLUX  ET  REFLUX  DE  L'ATMOSPHÈRE. 

1 .  Les  observations  dont  j'ai  fait  usage  correspondant  à  toutes 
les  saisons ,  les  flux  lunaires  partiels  qui  dépendent  des  déclinai- 
sons de  la  lune  et  de  sa  parallaxe  disparaissent  dans  l'ensemble 
de  ces  observations.  Le  flux  lunaire  atmosphérique  peut  alors 
s'exprimer,  comme  celui  de  la  mer,  par  la  formule 

R.  cos.[2nt-+'i^  —  2mt — 2  [mt — mt)  —  2V], 

R  et  X'  étant  des  constantes  indéterminées;  ml  est  le  moyen  mou- 
vement du  soleil  pendant  le  temps  t;  mt  est  celui  de  la  lune;  nt 
est  la  rotation  de  la  terre  ;  tsf  est  la  longitude  du  lieu  :  tous  ces 
angles  sont  comptés  de  l'équinoxe  du  printemps,  nt-h-'cs  —  mt  est 
l'angle  horaire  du  soleil,  que  nous  ferons  partir  de  midi.  Cet  angle 
réduit  en  temps,  à  raison  de  la  circonférence  entière  pour  un 
jour,  sera  le  temps  compté  depuis  midi  ;  X'  sera  ainsi  l'heure  du 
maximum  du  flux  atmosphérique  du  soir  :  R  dépend  de  l'action  de 
la  lune  sur  l'atmosphère,  soit  directe,  soit  transmise  par  la  mer. 

Si  l'on  suppose  que  la  syzygie  arrive  à  midi ,  ce  que  l'on  peut 
admettre  ici,  sans  erreur  sensible,  comme  le  résultat  moyen  des 
heures  de  toutes  les  syzygies  considérées,  la  formule  précédente 
donne  iî.cos.2X'  pour  la  hauteur  du  flux,  au  midi  du  jour  de  la 
syzygie.  En  désignant  par  q  le  mouvement  synodique  de  la  lune 
dans  un  jour,  la  hauteur  du  flux  à  neuf  heures  du  matin  du  jour 
de  la  syzygie  sera 

—  iR.sin.(2X' —  j\; 

JOUE  V.  3C 


282  MECANIQUE  CELESTE, 

à  trois  heures  du  soir,  elle  sera 


H-/î.sin.(2X'-4-|j. 

Soient  donc  A ,  A',  A"  les  hauteurs  observées  du  baromètre  le 
jour  de  la  syzygie  à  neuf  heures  du  matin,  à  midi,  à  trois  heures 
du  soir;  on  aura 

C—R.sin.Ux—Û^A, 
C  H-  R.  COS.  2  X'=  A\ 
C-f-/^.sin.^X'-f-|WA^ 

C,  C\  c  étant  les  hauteurs  du  baromètre  qui  auraient  lieu  sans 
Faction  de  la  lune.  Ces  équations  subsistent  également  pour  le 
jour  de  la  quadrature,  pourvu  que  Ton  y  change  iJ  en  — fl,  et 
A  y  A\  A\  dans  B,  B\  ff  ;  ces  trois  dernières  lettres  exprimant 
respectivement  les  hauteurs  du  baromètre  observées  le  jour  de 
la  quadrature,  à  neuf  heures  du  matin,  à  midi  et  à  trois  heures 
du  soir. 

Ces  six  équations  donnent  les  deux  suivantes  : 


kR 


4/î.cos.  isin.2X'=i*^-   1-+-B  — JS', 
a 

/i_sin.iycos.2X'=2i'— (i^-A^)-2fl-f-(fi-f-B*). 


Ces  deux  équations  sont  indépendantes  des  hauteurs  absolues  du 
baromètre  :  elles  n'emploient  que  les  diflFérences  A  —  A\  A  —  A", 
A — A"  du  jour  de  la  syzygie,  et  les  différences  correspondantes 
du  jour  de  la  quadrature. 
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Le  jour  /^°"*  après  chaque  syzygie  et  après  chaque  quadrature 
donne  les  deux  équations  suivantes  : 

4jR-  cos.  j.  sin.(2X'+  2 iq  )  =  A"i  —  i4,  -hB,~F, , 

Ai,  A\\  etc.  Bi,  B'i,  etc.  sont  des  valeurs  de  A,  A,  etc.  B,  B,  etc. 
relatives  à  ce  i^"'''jour:  i  est  négatif  pour  les  jours  qui  précèdent 
la  syzygie  ou  la  quadrature. 

On  peut  conclure  des  observations  de  chaque  jour  les  valeurs 
de  R  et  de  X'.  Mais  il  y  a  des  jours  plus  propres  à  déterminer 
l'une  de  ces  inconnues.  La  méthode  que  j'ai  désignée  sous  le 
nom  de  méthode  la  plus  avantageuse  combine  toutes  les  équa- 
tions de  manière  à  donner  les  valeurs  les  plus  probables  des 
inconnues.  Les  deux  équations  du  jour  i^^  donnent  en  faisant 

les  suivantes, 

X.  COS.  j . cos.  2 i(j  -h y.  cos.  j.sm.2iq=: A')  —  A^ -h Bi —  fî", , 

j.l  1 — sin.yj. cos.2i^  —  x.l  1  —  sin.^i.sin.  liq 

^,^A'^—{Ai-^A\)  —  2B'i-^-{Bi^B\). 

Sin.^  est  une  quantité  très-petite  et  à  fort  peu  près  égale  à  — . 
Si  l'on  néglige  son  carré  et  si  l'on  nomme  F,  la  quantité 

2i',-  {Ai-,-A\)-2Ri^  {Bi-+-B\) 

augmentée  de  sa  dix-neuvième  partie;  si  l'on  nomme  pareillement 
Ei  la  quantité 

36. 
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les  deux  équations  précédentes  deviendront 

X.  COS.  1  i(j  -t- j.  sin.  2 1^  =  E^, 
j.cos.  2i(j — jj.  sin.  ii(j=Fi. 

En  faisant  i  successivement  égal  à  — 1,0,  -f-i,  -4-2,  on  aura 
huit  équations  qui,  résolues  par  le  procédé  de  la  méthode  la  plus 
avantageuse,  détermineront  x  et  j.  Mais  cette  méthode  exige  que 
l'on  connaisse  la  loi  des  écarts  des  hauteurs  du  baromètre  de  leur 
hauteur  moyenne,  dus  aux  causes  irrégulières  pour  les  diverses 
heures  du  jour;  ce  que  nous  ignorons.  Dans  cet  état  d*incertitude, 
nous  supposerons  cette  loi  la  même  pour  les  heures  diverses, 
l'inexactitude  de  cette  supposition  n'ayant  que  peu  d'influence 
sur  les  résultats  cherchés.  Alors,  pour  former  les  deux  équations 
finales  qui  doivent  donner  x  et  y,  il  faut,  suivant  le  procédé  que 
j'ai  donné  dans  le  troisième  supplément  à  ma  Théorie  analytique 
des  probabilités,  multiplier  chacune  des  quatre  équations  rela- 
tives à  la  lettre  E  par  trois,  et  par  son  coefficient  de  x;  il  faut 
multiplier  chacune  des  équations  relatives  à  la  lettre  F  par  son 
coefficient  de  y;  enfin,  il  faut  ajouter  tous  ces  produits;  ce  qui 
donne 

ir.(8  +  S .  COS.  419)  +j. S  sin.  l^iq  =  3S.  E,-  cos.  2iq  — 2. F,-,  sin.  2iq , 

le  signe  2  exprimant  la  somme  de  toutes  les  quantités  qu'il  affecte, 
et  que  l'on  obtient  en  faisant  successivement  i= — 1, 1  =  0, 1=1, 
1  =  2.  En  opérant  de  la  même  manière  sur  le  coefficient  de  j,  on 
aura  la  seconde  équation  finale 

j.(8— S.cos.  417)+^.  S.sin.4î7  =  3S.  J?,-.sin.  217  + S. F, cos.  219. 

Toutes  les  syzygies  et  toutes  les  quadratures  depuis  le  i*"^  oc- 
tobre 181 5  jusqu'au  i^*^  octobre  1828  ont  donné,  en  réduisant 
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la  colonne  de  mercure  du  baromètre  à  zéro  de  température, 

i4_,=  755°*,92  5,  i4'_»=:  755,7 12,  i4''_,==755,i75. 

JB_,  =  756  ,3i5,  ^_j  =  756,o34,  !?'._,  =  755,549. 

A    =756  ,195,  K    =755,788,  A'    =755,270. 

B    =756  ,072,  fi'    =755,692,  ZT    =755,o4i. 

i4,  =755  ,704,  il'i   =755,416,  k\  =1755,010. 

B,  =755  ,296,  F,   =755,015,  B\  =754,386. 

i4,  =755  ,63 1,  il',   =755,407,  il'',   =754,955. 

B,  =755  ,575,  F,   =755,322,  F,   =754,891. 

De  là  on  conclut 

JE'.,=+o'",oi6,  jBo=:  +  o,io5,  J?,  =  +  o,2i6,  £,=+0,008, 
F_i=+o  ,126,  Fo=+o,i68,  Fi  =  -o,242,  F,=+o,o53. 

On  a  ainsi  les  deux  équations  finales 

10, 18716.0: -h  o,99i36.  j=  1,076815, 
4,51927.^-4-  o,99i36. 57  =  0,027033. 

D'où  l'on  tire 

0?=  0,10743,       j=  —  0,017591. 

L'étendue  2/1  du  flux  lunaire  est  égal  à  -.  \/a;*-f-y;  elle  est  donc 
o^o5443. 

On  a  t^ï^g-  2X=  -; 

ce  qui  donne  en  degrés  sexagésimaux 

x= 49^39'. 

Cette  valeur,  réduite  en  temps,  donne  pour  l'heure  sexagési- 
male du  plus  haut  flux  lunaire  du  jour  de  la  syzygie,  3*  18'  36'' 
du  soir. 
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2.  Déterminons  maintenant  la  probabilité  avec  laquelle  les 
observations  précédentes  indiquent  un  flux  lunaire  atmosphé- 
rique. 11  résulte  de  ce  que  j'ai  fait  voir  dans  le  n°  20  du  second 
livre  de  ma  Théorie  analytique  des  probabilités,  que  si  Ion  prend 
un  très-grand  nombre  n  de  valeurs  de  la  variation  diurne  du 
baromètre,  que  Ton  divise  leur  nombre  par  n  pour  avoir  la  valeur 
moyenne,  que  Ton  nomme  e  la  somme  des  carrés  des  différences 
de  cette  valeur  moyenne  à  chacune  de  ces  valeurs;  si  l'on  nomme 
ensuite  a  l'erreur  moyenne  d'un  nombre  considérable  s  de  valeurs 
de  la  variation  diurne;  la  probabilité  de  a  sera  proportionnelle  à 


.  5tt* 

ne 
C 


c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  Funité.  Le 
nombre  n  des  observations  diurnes  comprises  dans  les  observa- 
tions précédentes  est  i584;  et  l'on  a  trouvé,  relativement  à  ces 
observations,  la  valeur  moyenne  de  la  variation  diurne  égale  à 
o"",8o45,  et  e  égal  à  5572"',93;  ce  qui  donne 


—  =o,i42ii6; 

2e 


le  millimètre  étant  pris  pour  l'unité.  La  probabilité  de  u  est  ainsi 
proportionnelle  à 


-o,i  Aa  1 16.  su* 

c 


En  supposant  que  s  exprime  le  nombre  des  variations  diurnes 
observées  vers  les  syzygies,  on  a  5  =  792,  et  la  probabilité  de 
l'erreur  moyenne  u  sera  proportionnelle  à 


•^1 12,55.  a' 
c 


s'il  n'y  a  point  de  cause  constante  qui  influe  sur  ces  variations. 
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La  probabilité  de  Terreur  moyenne  n  des  79a  observations  vers 
les  quadratures  sera  pareillement  proportionnelle  à 

-1  i2,55.u'* 
c 

Soit  z  Texcès  de  u  sur  u,  la  probabilité  des  erreurs  simultanées 
u  et  u  sera  proportionnelle  à 

-I  i2,55.[(a  +  2:)*+tt*] 
la  probabilité  de  z  sera  donc  proportionnelle  à  l'intégrale 

l'intégrale  étant  prise  depuis  u  égal  à  l'infini  négatif,  jusqu  à  u 
égal  à  l'infini  positif.  En  donnant  à  Tîntégrale  précédente  cette 
forme 

-  1 12,55.-  -1 12,55. 2.1  tt  +  -) 

c         '  fdu.c  ^    ^^ 

on  voit  que  la  probabilité  de  z  est  proportionnelle  à 

C  ' 

Les  observations  précédentes  donnent  pour  z 

d'où  l'on  tire 

z=  o,o865. 

La  probabilité  que  les  seules  anomalies  du  hasard  donneront  une 
valeur  de  z  plus  petite  est  donc 

113,55       , 

fdz.c~     ' 


jdZA 


113,55       , 

.Z' 
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l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  z=  —  oo  jusqu'à 
z = o,o865 ,  et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  « = — oo 
jusqu'à  z  =  oo.  Si  l'on  fait 


.55 
cette  fraction  devient 


-v^ 


fdtc' 


l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  f=o,o865.i  / '- — 

jusqu'à  t  infini,  et  tt  étant  ie  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre.  Ainsi  la  probabilité  que  la  valeur  observée  de  z  n'attein- 
drait pas  o,o865  par  les  seules  chances  du  hasard,  est  o,843;  il 
y  a  donc  quelque  invraisemblance  à  leur  attribuer  cette  valeur  : 
mais  cette  invraisemblance  est  si  petite  que  pour  affirmer  quelque 
chose  à  cet  égard  il  faut  multiplier  considérablement  les  obser- 
vations. Neuf  fois  plus  d*observations  donneraient 


fzi=:o,o865.  i /-^-^— ^ — .  g. 


Si  la  valeur  de  z  restait  égale  à  o,o865,  la  probabilité  que 
cette  valeur  ne  serait  pas  l'effet  du  hasard  serait  à  fort  peu  près , 
IsJ;  cette  valeur  indiquerait  donc  alors,  avec  beaucoup  de  vrai- 
semblance, le  flux  lunaire  atmosphérique. 
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REMARQUES 

SUR  LA  PAGE    1  1  7  DU  PREMIER  VOLUME  DE  LA  MECANIQUE  CELESTE. 

Jai  dit,  au  commencement  de  cette  page,  que  je  ferais  voir 
dans  la  théorie  du  flux  et  du  reflux  de  la  mer,  que  la  valeur  de 
5V'  est  à  très-peu  près  la  même  pour  toutes  les  molécules  situées 
sur  le  même  rayon  terrestre.  J'ai  omis  de  le  faire  en  exposant 
cette  théorie  :  pour  réparer  cette  omission ,  je  vais  considérer  la 
partie  de  5V'  relative  à  l'attraction  de  la  couche  aqueuse.  Cette 
partie  est  donnée  par  l'expression  de  A.V  de  la  page  4 2  du  second 
volume.  Si  l'on  fait  varier  6  et  ^  dans  l'intérieur,  des  mêmes 
quantités  au  et  av  qu'à  la  surface,  ce  qui  revient  à  considérer  les 
molécules  situées  primitivement  sur  le  même  rayon  comme  res- 
tant constamment  sur  un  même  rayon,  alors  SV  ne  varie  de 
l'intérieur  à  la  surface  qu'à  raison  de  la  variation  aj  du  mouve- 
ment de  la  molécule  dans  le  sens  vertical,  variation  d'un  ordre 
inférieur  à  celui  de  la  variation  au  de  son  mouvement  horizontal 
dans  le  sens  du  méridien.  Or,  il  résulte  de  l'expression  de  A.V 
que  la  variation  aj  de  r  a  pour  facteur  une  quantité  de  l'ordre  de 
la  profondeur  de  la  mer;  on  peut  donc  négliger  la  variation  qui 
en  résulte  dans  5V',  et  supposer  SV  le  même  à  l'intérieur  qu'à  la 
surface;  ce  qui  rend  l'équation  (M)  commune  à  tous  ces  points. 
Comme  cette  équation  donne  pour  tous  les  points  situés  sur  le 
même  rayon,  les  mêmes  valeurs  de  au  et  de  av,  on  voit  que  la  sup- 
position des  points  restant  sur  le  même  rayon  pendant  la  durée 
du  mouvement  satisfait  aux  conditions  de  ce  mouvement;  car  il 
est  facile  d'appliquer  à  la  force  attractive  des  astres  ce  que  nous 
venons  de  dire  relativement  à  l'attraction  de  la  couche  aqueuse. 
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DES  MOUVEMENTS  DES  CORPS  CELESTES  AUTOUR  DE  LEUR  CENTRE 

DE  GRAVITÉ. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DE  LA  PRéCESSION  DES  l^QUINOXES. 


Notice  historique  des  travaux  des  astronomes  et  des  géomètres 

sur  cet  objet. 

1 .  La  plus  ancienne  observation  de  la  position  sidérale  des  sols- 
tices ou  des  équinoxes  remonte  au  commencement  du  xii®  siècle 
avant  notre  ère.  Tcheou-kong,  qui  gouvernait  alors  la  Chine  pen- 
dant la  minorité  de  son  neveu,  fixa  la  position  du  solstice  d'hiver 
à  deux  degrés  chinois  de  nu,  constellation  chinoise  qui  commen- 
çait par  e  du  Verseau.  Cette  détermination,  que  Ton  peut  rap- 
porter à  Tan  1  loo  avant  notre  ère,  ne  diffère  pas  dé  92  minutes 
centésimales  du  résultat  des  formules  du  sixième  livre,  différence 
qui  paraîtra  bien  petite  si  Ton  considère  Timperfection  des  moyens 
dont  on  pouvait  alors  faire  usage  pour  obtenir  un  élément  aussi 
délicat.  La  même  tradition  qui  nous  a  transmis  ce  précieux  résul- 
tat nous  a  pareillement  transmis  l'observation  des  ombres  du 
gnomon  aux  solstices  d'hiver  et  d'été,  faite  par  le  même  prince. 
L'accord  de  l'obliquité  de  l'écliptique  qu'elle  donne  pour  cette 
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époque,  avec  les  formules  du  sixième  livre,  ne  permet  pas  de  ré- 
voquer en  doute  cette  observation,  regardée  comme  incontestable 
par  le  missionnaire  Gaubil,  Thomme  le  plus  versé  dans  Tastro- 
nomie  chinoise,  qu  il  avait  approfondie  pendant  un  long  séjour  à 
la  Chine.  Dans  le  v""  siècle  avant  notre  ère,  les  astronomes  chinois 
placèrent  le  solstice  d'hiver  au  commencement  de  la  constellation 
chinoise  nieou,  dont  la  première  étoile  était  ê  du  Capricorne.  Il 
est  fort  vraisemblable,  dit  le  savant  et  judicieux  Gaubil,  que  ces 
astronomes,  en  comparant  celle  position  du  solstice  d'hiver  avec 
celle  que  Tcheou-kong  lui  avait  assignée,  et  qui  leur  était  bien 
connue,  remarquèrent  le  mouvement  rétrograde  des  solstices  par 
rapport  aux  étoiles;  mais  rien  dans  l'astronomie  des  Égyptiens, 
des  Chaldéens  et  des  Grecs  n'indique  que  ces  peuples  aient  eu 
connaissance  des  observations  chinoises.  Il  faut  descendre  de  huit 
siècles  depuis  Tcheou-kong  pour  avoir  des  observations  de  leurs 
astronomes  sur  la  position  sidérale  des  équinoxes.  Aristille  et 
Tymocharis,  premiers  observateurs  de  l'école  d'Alexandrie,  déter- 
minèrent la  position  de  plusieurs  étoiles  par  rapport  à  l'équinoxe 
du  printemps;  et  ce  fut  en  comparant  leurs  observations  aux 
siennes,  qu'Hipparque  reconnut  le  changement  de  la  position 
équinoxiale  des  étoiles,  changement  que  les  Égyptiens  et  les 
Chaldéens  paraissent  avoir  ignoré.  Les  périodes  que  les  Chaldéens 
assignaient  aux  mouvements  sidéraux  du  soleil,  de  la  lune,  de  ses 
nœuds  et  de  son  périgée,  périodes  que  Géminus  et  Ptolémée  nous 
ont  transmises,  supposent  une  année  sidérale  de  SôôJ-J-,  la  même 
que  l'année  tropique  admise  généralement  par  les  anciens  astro- 
nomes; ils  ne  supposaient  donc  pas,  dans  les  étoiles,  un  mouve- 
ment par  rapport  aux  équinoxes.  Ptolémée,  qui  pouvait  mieux 
que  nous  connaître  ce  que  l'on  avait,  avant  lui,  pensé  sur  cet 
objet,  dit  expressément  qu'Hipparque  soupçonna  le  premier  ce 
mouvement,  et  qu'il  y  fut  conduit  uniquement  par  la  comparaison 
de  ses  observations  avec  celles  d' Aristille  et  de  Tymocharis.  Hip- 
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parque  reconnut  que  depuis  le  temps  de  ces  astronomes,  les 
étoiles  s'étaient  avancées  en  longitude,  comptée  de  Téquinoxe  du 
printemps,  d'un  degré  sexagésimal  par  siècle,  sans  changer  de 
latitude  au-dessus  de  l'écliptique  ;  ce  qu'il  expliqua  en  faisant 
mouvoir  la  sphère  des  étoiles  autour  des  pôles  de  l'écliptique. 
Ptolémée  confirma  par  ses  propres  observations  la  découverte 
d'Hipparque;  mais  ayant  conclu  de  ses  observations  défectueuses 
des  équinoxes ,  la  même  durée  de  l'année  tropique  qu'Hipparque 
avait  donnée,  il  dut  retrouver  et  il  retrouva  en  eflFet  le  même 
mouvement  des  étoiles  en  longitude.  Les  astronomes  arabes  rec- 
tifièrent ce  mouvement  :  ils  remarquèrent  l'inexactitude  des  équi- 
noxes de  Ptolémée.  En  comparant  ceux  qu'ils  observèrent  avec 
les  équinoxes  d'Hipparque,  ils  donnèrent  une  durée  de  l'année 
tropique  plus  exacte  que  celle  qui  fut  depuis  déterminée  par 
Copernic,  et  ils  en  conclurent  le  vrai  mouvement  des  étoiles  en 
longitude. 

Copernic,  ayant  substitué  les  mouvements  réels  de  la  terre 
aux  mouvements  apparents  des  astres,  expliqua  la  précession  des 
équinoxes  par  un  mouvement  des  pôles  de  la  terre  autour  des 
pôles  de  l'écliptique,  ce  qui  maintenant  est  généralement  admis; 
mais  il  ne  s'occupa  point  de  la  cause  de  ce  mouvement,  se  bor- 
nant à  démêler  dans  les  mouvements  apparents  des  astres  ce  qui 
est  dû  aux  mouvements  réels  de  la  terre.  Kepler,  porté  par  une 
imagination  active  à  la  recherche  des  causes,  essaya  de  découvrir 
celle  de  la  précession  des  équinoxes  :  après  diverses  tentatives,  il 
avoua  l'inutilité  de  ses  efforts. 

Il  était  réservé  à  Newton  de  nous  faire  connaître  la  cause  de 
ce  phénomène,  en  la  rattachant  à  sa  découverte  de  la  pesanteur 
universelle  dont  il  est  l'un  des  plus  curieux  résultats  et  l'une  des 
plus  fortes  preuves.  Après  avoir  reconnu,  par  sa  théorie,  l'aplatis- 
sement de  la  terre  et  la  cause  du  mouvement  des  nœuds  de  l'orbite 
lunaire,  Newton ,  considérant  le  renflement  graduel  du  sphéroïde 
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terrestre,  des  pôles  à  Téquateur,  comme  le  système  d'un  nombre 
infini  de  satellites,  vit  bientôt  que  l'attraction  solaire  devait  faire 
rétrograder  les  nœuds  des  orbites  qu'ils  décrivent,  comme  elle 
fait  rétrograder  les  nœuds  de  la  lune,  et  que  l'ensemble  de  ces 
mouvements  devait  produire  un  mouvement  rétrograde  dans  l'in- 
tersection de  l'équateur  de  la  terre  avec  l'écliptique.  Voici  com- 
ment il  détermine  ce  mouvement. 

Ce  grand  géomètre,  supposant  la  terre  homogène,  la  conçoit 
formée,  i*"  d'une  sphère  intérieure  dont  le  diamètre  est  l'axe  des 
pôles;  2**  de  l'excès  du  sphéroïde  terrestre  sur  cette  sphère.  Il  ima- 
gine d'abord  cet  excès  réuni  autour  de  l'équateur  sous  la  forme 
d'un  anneau  détaché  du  globe,  en  conservant  toujours  son  mou- 
vement de  rotation.  Il  trouve  qu  alors  ses  nœuds  auraient  sur 
l'écliptique  un  mouvement  rétrograde  qui  serait  au  mouvement 
rétrograde  des  nœuds  de  l'orbe  lunaire  comme  le  jour  sidéral  est 
à  la  durée  d'une  révolution  sidérale  de  la  lune;  résultat  exact  et 
que  l'on  peut  facilement  déduire  de  l'expression  différentielle  de 
la  précession  des  équinoxes,  donnée  dans  le  n*"  4  du  cinquième 
livre,  en  y  supposant,  comme  Newton  l'a  fait  d'abord ,  l'inclinaison 
de  l'écliptique  sur  l'équateur  très-petite.  Newton  remarque  ensuite 
que  l'anneau,  par  son  adhérence  à  l'équateur  du  globe  terrestre, 
doit  communiquer  à  la  masse  entière  de  ce  globe  une  très-grande 
partie  du  mouvement  rétrograde  de  ses  nœuds,  qui  par  là  se 
trouve  extrêmement  alTaibli.  Mais  de  quelle  manière  cette  com- 
munication doit-elle  se  faire?  Quel  est  le  mouvement  rétrograde 
qu  elle  produit  dans  l'intersection  de  l'équateur  et  de  l'écliptique? 
C'est  dans  la  solution  de  ces  deux  questions  que  consiste  la  prin- 
cipale difficulté  du  problème. 

Il  était  naturel  que  Newton  fît  usage,  pour  cet  objet,  de  la 
règle  suivante  qu'il  a  donnée  dans  le  scolie  qui  termine  l'exposi- 
tion de  la  troisième  loi  du  mouvement  ou  de  l'égalité  de  l'action 
à  la  réaction ,  dans  l'ouvrage  des  Principes. 
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«  Si  Ton  estime  Taction  de  Tagent  par  sa  force  multipliée  par 
«  sa  vitesse,  et  que  Ton  estime  pareillement  la  réaction  du  corps 
«  résistant  par  les  vitesses  de  chacune  de  ses  parties,  multipliées 
«  respectivement  par  les  forces  qu'elles  ont  pour  résister  en  vertu 
«  de  leur  cohésion,  de  leur  attrition,  de  leur  poids  et  de  leur  accé- 
«  lération  :  l'action  et  la  réaction  se  trouveront  égales  dans  les  effets 
«  de  toutes  les  machines.  » 

Pour  appliquer  cette  règle  à  la  question  présente,  il  faut  obser- 
ver que  la  force  imprimée  à  Tanneau  par  l'action  solaire  est  égale 
à  la  masse  de  l'anneau,  multipliée  par  son  mouvement  de  préces- 
sion. Ainsi  l'action  de  l'agent  sur  le  corps  résistant  ou  sur  le  globe 
terrestre  est  ici  le  produit  de  cette  masse  par  son  mouvement  de 
précession,  diminué  de  la  précession  qui  lui  reste  et  qui  lui  est 
commune  avec  le  globe,  et  par  sa  vitesse,  qui  est  celle  de  rotation 
de  la  terre  à  l'équateur.  Chaque  molécule  du  globe  reçoit  une 
force  égale  à  son  accélération  multipliée  par  sa  masse;  et,  en  vertu 
de  la  cohésion  des  molécules,  cette  accélération  est  la  précession 
terrestre  multipliée  par  la  distance  de  la  molécule  à  l'axe  des 
pôles,  la  moitié  de  cet  axe  étant  prise  pour  unité.  La  vitesse  de 
la  molécule  est  la  vitesse  de  rotation  à  l'équateur,  multipliée  par 
cette  distance;  la  réaction  du  corps  résistant  est  donc  égale  à  la 
somme  des  produits  de  chaque  molécule,  par  le  carré  de  sa  dis- 
tance à  l'axe,  par  la  précession  terrestre,  et  parla  vitesse  de  rotation 
à  l'équateur.  Newton  eût  pu  facilement  déterminer  cette  somme  : 
en  égalant  ensuite  l'action  de  l'agent  à  la  réaction  du  corps  résis- 
tant, il  aurait  trouvé  la  précession  terrestre  égale  à  la  précession 
primordiale  de  l'anneau,  multipliée  par  le  rapport  de  la  masse  de 
l'anneau  à  celle  de  la  terre,  et  par  le  facteur  \.  Au  lieu  de  ce  vrai 
facteur.  Newton  déduit  de  considérations  inexactes  le  facteur 
l'unité  divisée  par  ^  du  carré  de  la  demi-circonférence  dont  le 
rayon  est  l'unité.  En  supposant,  comme  Newton  l'a  fait  d'abord, 
l'excès  du  sphéroïde  terrestre  sur  la  sphère  dont  le  diamètre  est 
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Taxe  des  pôles  réuni  sous  la  forme  d'un  anneau  à  Téquateur,  on 
obtient  une  précession  plus  grande  que  la  véritable;  car  l'action 
du  soleil  sur  les  molécules  de  cet  excès,  pour  faire  rétrograder 
les  équinoxes,  est  plus  petite  et  a  moins  d'énergie  que  dans  cette 
hypothèse  :  il  faut  donc  diminuer  la  précession  qui  en  résulte. 
Newton,  dans  la  première  édition  de  son  ouvrage  des  Principes, 
la  réduisait  au  quart;  depuis,  il  ne  l'a  réduite  qu'aux  deux  cin- 
quièmes; ce  qui  est  exact.  Il  la  multiplie  ensuite  par  le  cosinus  de 
{'inclinaison  de  l'écliptique  à  l'équateur,  pour  tenir  compte  de  cette 
inclinaison,  ce  qui  est  encore  exact.  Ainsi  la  solution  newtonienne 
du  problème  de  la  précession  des  équinoxes  n'est  en  défaut  que 
par  le  facteur  erroné  dont  je  viens  de  parler,  facteur  qui  réduit 
la  précession  au-dessous  de  la  moitié  de  sa  vraie  valeur.  Il  est 
vraisemblable  que  ce  grand  géomètre  eût  rectifié  cette  erreur 
capitale,  mais  bien  excusable  dans  le  premier  inventeur,  si,  moins 
livré  à  des  occupations  d'un  tout  autre  genre,  il  eût  donné  une 
attention  plus  particulière  aux  découvertes  des  géomètres  du  con- 
tinent, telles  que  le  principe  par  lequel  Jacques  Bernoulli  a  déter- 
miné les  oscillations  des  pendules  composés,  et  le  principe  des 
vitesses  virtuelles,  publié  sans  démonstration  par  Jean  Bernoulli, 
principes  dont  le  premier  a  une  grande  analogie  avec  la  règle 
énoncée  ci-dessus,  et  dont  le  second  est  une  généralisation  de 
cette  règ^e.  Mais  alors  la  correction  de  son  erreur  lui  eût  fait 
éprouver  quelque  difficulté  à  concilier  avec  l'observation  son  ré- 
sultat de  la  précession  des  équinoxes,  qui  par  là  devenait  beau- 
coup trop  grand.  Pour  avoir  la  précession  totale,  il  faut  ajouter  la 
précession  solaire  à  la  précession  lunaire;  et  pour  obtenir  celle-ci, 
Newton  multiplie  la  première  par  le  rapport  de  l'action  lunaire 
sur  ce  phénomène  à  l'action  solaire.  Ce  rapport  est  le  même  que 
le  rapport  de  ces  actions  sur  les  marées.  Newton ,  dans  la  première 
édition  de  ses  Principes,  le  trouvait,  par  les  observations  des  ma- 
rées, égal  à  6  y.  Il  l'a  réduit  ensuite  à  4,48 1 5.  L'incertitude  des 
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observations  dont  il  a  fait  usage  lui  permettait  de  le  diminuer 
encore;  et  Ton  a  vu  dans  le  treizième  livre,  que  des  observations 
très-nombreuses  des  marées,  faites  chaque  jour  à  Brest,  pendant 
seize  années  consécutives,  et  discutées  avec  un  soin  particulier, 
donnent  ce  rapport  égal  à  2  j;  ce  qui  rapproche  considérablement 
de  l'observation  la  formule  newtonienne  de  la  précession,  corrigée 
de  son  erreur.  Newton  eût  pu  remarquer  encore  que  l'hypothèse 
de  l'homogénéité  de  la  terre  est  peu  vraisemblable,  et  qu'il  est 
naturel  de  penser  que  les  couches  du  sphéroïde  terrestre  croissent 
en  densité  à  mesure  qu'elles  se  rapprochent  du  centre.  C'est  ce. 
qu'il  supposait  dans  la  première  édition  de  ses  Principes;  mais  il 
croyait  que  cette  supposition  rendait  la  terre  plus  aplatie,  et  par 
conséquent  augmentait  la  précession  des  équinoxes;  ce  qui  est 
entièrement  contraire  aux  résultats  de  l'analyse,  qui  a  fait  voir 
qu'en  rectifiant  toutes  ces  erreurs  la  théorie  de  Newton  devenait 
parfaitement  conforme  à  l'observation. 

Newton  a  remarqué  l'inégalité  de  la  nutation  produite  par  l'ac- 
tion du  soleil,  et  dont  la  période  est  de  six  mois;  mais  il  se  con- 
tente d'observer  qu'elle  est  très-petite.  Il  n'a  point  considéré  les 
inégalités  de  la  précession  et  de  la  nutation,  dépendantes  du  mou- 
vement des  nœuds  de  l'orbe  lunaire.  Dans  la  production  de  ces 
inégalités,  l'action  lunaire,  déjà  insensible  dans  les  inégalités  de 
ce  genre,  qui  sont  indépendantes  de  l'inclinaison  de  cet  orbe,  est 
multipliée  par  cette  petite  inclinaison;  et  il  fallait  une  analyse 
délicate  et  très-épineuse  pour  reconnaître  que  les  expressions  de 
ces  inégalités  acquièrent  par  les  intégrations  un  très-petit  diviseur 
qui  les  rend  sensibles.  Ainsi  la  théorie  qui,  perfectionnée,  a  sur 
beaucoup  de  points  devancé  l'observation,  a  été  sur  ce  point  de- 
vancée par  elle.  Bradley  dut  à  une  longue  suite  d'observations  la 
découverte  de  la  nutation  de  l'axe  terrestre,  découverte  l'une  des 
plus  remarquables  et  des  plus  importantes  de  l'astronomie,  en 
ce  qu  elle  affecte  toutes  les  observations  des  astres.  Ce  grand 
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astronome  ayant  reconnu,  par  la  précision  de  ses  observations, 
Taberration  des  étoiles  et  sa  cause,  s'aperçut  bientôt  quelle  ne 
suffisait  pas  pour  représenter  les  observations  de  plusieurs  années, 
et  que  ces  observations  indiquaient  une  inégalité  qu'il  suivit  pen- 
dant une  période  de  dix-huit  ans,  après  laquelle  les  étoiles  lui 
parurent  revenir  à  leur  première  position.  Cette  période,  la  même 
que  celle  du  mouvement  des  nœuds  de  la  lune,  lui  fit  penser  que 
l'axe  de  la  terre  avait  un  mouvement  périodique  dépendant  de  la 
longitude  de  ces  nœuds.  Machin  lui  proposa  l'hypothèse  du  pôle 
vrai  de  la  terre  décrivant  uniformément  autour  du  pôle  moyen , 
pendant  une  période  du  mouvement  des  nœuds  lunaires,  un  petit 
cercle,  de  manière  que  le  pôle  vrai  fût  le  plus  près  de  l'écliptique 
lorsque  le  nœud  ascendant  de  l'écliptique  coïncide  avec  l'équinoxe 
du  printemps.  Bradley  reconnut  que  par  là  ses  observations  étaient 
à  fort  peu  près  représentées,  mais  qu'elles  le  seraient  un  peu 
mieux  encore  si  l'on  substituait  au  cercle  une  ellipse  peu  aplatie. 
Machin  n'a  point  fait  connaître  la  théorie  qui  l'a  conduit  à  son 
hypothèse,  et  qui,  si  elle  eût  été  juste,  lui  aurait  donné  l'ellipticité 
de  la  courbe  décrite  par  le  pôle  vrai  de  la  terre ,  et  soupçonnée 
par  Bradley.  Il  aurait  vu  que  le  grand  axe  de  cette  ellipse,  toujours 
tangent  à  la  sphère  céleste,  passe  constamment  par  le  pôle  moyen 
de  la  terre  et  par  celui  de  l'écliptique.  Mais  la  découverte  de  ces 
résultats  était  alors  au-dessus  des  moyens  de  l'analyse  et  de  la 
mécanique  :  il  fallait  en  inventer  de  nouveaux  pour  y  arriver. 
L'honneur  de  cette  invention  était  réservé  à  d'Alembert.  Un  an  et 
demi  après  la  publication  de  l'écrit  dans  lequel  Bradley  présenta 
sa  découverte,  d'Alembert  fit  paraître  son  Traité  de  la  précession 
des  équinoxes,  ouvrage  aussi  remarquable  dans  l'histoire  de  la 
mécanique  céleste  et  de  la  dynamique,  que  l'écrit  de  Bradley 
dans  les  annales  de  l'astronomie. 

D'Alembert  détermine  d'abord  les  résultantes  des  attractions  du 
soleil  et  de  la  lune  sur  toutes  les  molécules  du  sphéroïde  terrestre, 
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qu'il  suppose  être  un  solide  de  révolution,  résultantes  auxquelles 
il  applique  en  sens  contraire  la  résultante  de  ces  attractions  sur 
le  centre  de  la  terre,  que  Ton  doit  ici  considérer  comme  immo- 
bile. Pour  avoir  la  vraie  situation  de  la  terre  autour  de  ce  point, 
d'Alembert  choisit  pour  coordonnées  Tinclinaison  de  Taxe  du  sphé- 
roïde au  plan  de  Técliptique;  l'angle  que  l'intersection  de  ces  deux 
plans  ou  la  ligne  des  équinoxes  forme  avec  une  droite  fixe,  menée 
sur  l'écliptique  par  le  centre  de  la  terre;  enfin  l'arc  compris  entre 
un  point  déterminé  de  l'équateur  terrestre,  et  le  point  où  cet 
équateur  coupe  l'écliptique  à  l'équinoxe  du  printemps.  Les  varia- 
tions de  ces  coordonnées  pendant  un  instant  donne  la  vitesse 
correspondante  de  chaque  molécule  du  sphéroïde.  D'Alembert,  en 
appliquant  ici  son  principe  général  de  dynamique,  décompose 
cette  vitesse  en  deux,  l'une  qui  subsiste  dans  l'instant  suivant,  et 
l'autre  qui  est  détruite,  et  qui  ne  peut  l'être  que  par  les  résultantes 
des  attractions  du  soleil  et  de  la  lune.  En  déterminant  ensuite  les 
résultantes  de  ces  vitesses  détruites,  et  en  les  supposant  en  équilibre 
avec  les  résultantes  des  attractions  des  deux  astres,  il  parvient, 
au  moyen  des  conditions  de  l'équilibre  d'un  nombre  quelconque 
de  forces,  conditions  qu'il  a  le  premier  établies,  à  trois  équations 
différentielles  du  second  ordre  entre  les  trois  coordonnées.  L'une 
de  ces  équations  est  facile  à  intégrer  :  elle  donne  la  vitesse  de 
rotation  du  sphéroïde.  D'Alembert  n'intègre  point  les  deux  autres 
équations  :  il  se  contente  de  faire  voir  que  la  nutation  du  pôle 
terrestre  observé  par  Bradley  en  est  une  conséquence  nécessaire, 
et  il  détermine  le  rapport  des  deux  axes  de  la  petite  ellipse  décrite 
par  le  pôle  vrai  de  la  terre,  et  la  loi  du  mouvement  de  ce  pôle 
sur  cette  ellipse,  résultats  précieux  qui  sont  généralement  adoptés 
dans  les  tables  astronomiques.  En  comparant  aux  observations  les 
expressions  analytiques  de  la  nutation  et  de  la  précession,  d'Alem- 
bert en  conclut  le  rapport  de  l'action  de  la  lune  à  celle  du  soleil; 
mais  il  observe  qu'une  très-petite  différence  dans  la  valeur  de  la 
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nutation  changerait  sensiblement  ce  rapport,  et  celui  de  la  masse 
de  la  lune  à  la  masse  de  la  terre,  que  Ton  conclut  de  ce  rapport. 
D'Alembert  détermine  ensuite  les  rapports  de  la  précession  et 
de  la  nutation  avec  la  figure  de  la  terre,  et  les  lois  de  la  densité 
et  de  Tellipticité  de  ses  couches,  depuis  son  centre  jusqu'à  sa  sur- 
face :  il  en  conclut  que  Tellipticité  î^,  qui  résulte  de  la  comparaison 
des  degrés  mesurés  en  Laponie  en  1786,  et  à  Téquateur,  ne  peut 
satisfaire  à  ces  rapports.  Ce  grand  géomètre  croit  cependant  qu  il 
est  possible  de  concilier  avec  ces  mesures  la  théorie  de  l'attraction , 
en  considérant  que  la  terre  est  recouverte  en  grande  partie  par  la 
mer,  dont  les  molécules,  cédant  à  l'action  des  astres,  ne  doivent 
point,  suivant  lui,  contribuer  aux  mouvements  de  l'axe  terrestre; 
en  sorte  qu'il  ne  faut  employer  dans  le  calcul  de  ces  mouvements 
que  l'ellipticité  du  sphéroïde  recouvert  par  l'océan,  ellipticité  qui 
peut  être  supposée  moindre  que  celle  de  la  surface  de  la  mer. 
Mais  ayant  soumis  à  une  analyse  exacte  les  oscillations  d'un  fluide 
qui  recouvrirait  le  sphéroïde  terrestre,  et  la  pression  qu'il  exerce 
sur  la  surface  du  sphéroïde^  j'ai  fait  voir  que  ce  fluide  transmet  à 
l'axe  terrestre  les  mêmes  mouvements  que  s'il  formait  une  masse 
solide  avec  la  terre.  M.  Plana,  par  d'ingénieuses  et  savantes  recher- 
ches sur  les  oscillations  des  fluides  qui  recouvrent  les  planètes, 
vient  de  confirmer  ce  résultat  important,  auquel  j'avais  donné, 
dans  le  cinquième  livre,  la  plus  grande  généralité,  en  établissant, 
par  le  principe  de  la  conservation  des  aires,  que  l'action  des  astres 
sur  la  mer,  quelle  que  soit  la  manière  dont  elle  recouvre  le  sphé- 
roïde terrestre,  produit  sur  la  nutation  et  la  précession  les  mêmes 
effets  que  si  la  mer  venait  à  se  consolider.  La  difficulté  que  la 
théorie  de  l'attraction  présente  sur  cet  objet  subsiste  donc  si 
l'ellipticité  de  la  terre  est  ^^.  Cet  aplatissement  ne  peut  encore  se 
concilier  dans  cette  théorie,  avec  les  observations  du  pendule,  de 
l'équateur  aux  pôles,  qui  donnent  un  aplatissement  au-dessous 
de  55Ô.    Mais  une  vérification    du  degré  de  Laponie,   faite  par 
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M.  Swanberg,  astronome  suédois,  a  montré  que  la  mesure  de  ce 
degré,  à  laquelle  on  avait  accordé  trop  de  confiance,  est  fautive. 
La  nouvelle  mesure  de  M.  Swanberg,  comparée  aux  degrés  mesu- 
rés en  France,  dans  l'Inde  et  à  l'équateur,  donne  un  aplatissement 
au-dessous  de  555,  et  par  là  concilie  avec  la  théorie  de  l'attraction 
les  phénomènes  de  la  précession  et  de  la  nutation,  et  les  obser- 
vations du  pendule.  L'erreur  de  d'Alembert  que  nous  venons  de 
signaler  n  est  pas  le  seul  exemple  que  l'histoire  des  sciences  nous 
offre  de  savants  célèbres  induits  en  erreur  par  trop  de  confiance 
dans  des  mesures  fautives.  Ce  fut  par  la  mesure  inexacte  de  la 
hauteur  du  baromètre,  faite  par  le  père  Feuillée,  au  sommet  du 
pic  de  Ténériffe,  que  Daniel  Bernoulli  fut  conduit  à  l'étrange 
hypothèse  de  l'accroissement  de  la  chaleur  à  mesure  qu'on  s'élève 
dans  l'atmosphère  au-dessus  de  la  surface  de  la  terre.  Il  importe 
donc  au  géomètre  de  ne  s'appuyer  que  sur  des  observations  très- 
exactes  et  vérifiées  avec  un  soin  particulier. 

D'Alembert  applique  sa  solution  du  problème  de  la  précession 
des  équinoxes  aux  deux  cas  que  Newton  avait  considérés,  celui 
où  la  terre  serait  réduite  à  l'enveloppe  qui  recouvre  une  sphère 
dont  le  diamètre  serait  l'axe  des  pôles,  et  le  cas  où  les  molécules 
de  cette  enveloppe  seraient  réunies  sous  la  forme  d'un  anneau,  à 
l'équateur.  Il  examine  le  cas  où  la  terre  n'aurait  point  de  mouve- 
ment de  rotation.  Je  tiens  de  ce  grand  géomètre  qu'il  avait  d'abord 
pensé  que  la  terre  étant  supposée  un  solide  de  révolution ,  sa  rota- 
tion ne  devait  avoir  aucune  influence  sur  les  phénomènes  de  la 
précession  et  de  la  nutation;  parce  que  tous  les  méridiens  étant 
semblables  et  se  présentant  successivement  de  la  même  manière 
au  soleil  et  à  la  lune,  l'action  de  ces  astres  sur  l'axe  terrestre  est 
la  même,  soit  que  la  terre  tourne  sur  elle-même,  soit  qu'elle  ne 
tourne  pas.  C'était,  en  effet,  conformément  à  cette  idée  qu'il  avait 
précédemment  considéré  les  oscillations  de  l'atmosphère  dans  sa 
pièce  sur  la  cause  des  vents.  Il  parvint  ainsi,  sur  la  précession  et 
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sur  la  nutation ,  à  des  résultats  contraires  aux  obsei^ations.  Mais 
avant  que  de  rien  prononcer  sur  un  objet  de  cette  importance,  il 
voulut  revoir  avec  le  plus  grand  soin  ses  calculs,  et  soumettre  à 
un  nouvel  examen  les  principes  qui  leur  servaient  de  base,  et 
spécialement  celui  de  la  non-influence  de  la  rotation  de  la  terre 
sur  les  mouvements  de  l'axe  terrestre.  Ayant  donc  traité  cette 
(piestion  en  considérant  le  mouvement  de  rotation,  il  parvint  à 
des  résultats  fort  différents  de  ceux  quil  avait  d'abord  obtenus, 
et  ces  nouveaux  résultats  se  trouvèrent  parfaitement  conformes 
aux  observations  de  la  précession  et  de  la  nutation. 

D'Alembert  détermine  la  position  de  Taxe  instantané  de  rota- 
tion et  la  vitesse  de  rotation.  N'ayant  point  intégré  les  équations 
différentielles  qu'il  avait  trouvées,  il  n'a  point  considéré  les  iné- 
galités du  mouvement  de  Taxe  terrestre  qui  dépendent  de  sa 
position  et  de  son  mouvement  primitifs,  inégalités  que  j'ai  déter- 
minées dans  le  n"*  4  du  cinquième  livre.  Les  observations  les  plus 
précises  n'ayant  point  fait  reconnaître  ces  inégalités,  il  est  naturel 
de  penser  que  si  elles  ont  eu  lieu  primitivement ,  les  fluides  qui 
recouvrent  le  sphéroïde  terrestre  les  ont,  à  la  longue,  anéanties 
par  leur  frottement  et  leurs  chocs  multipliés  contre  sa  surface. 
On  conçoit,  en  effet,  que  ces  causes  diminuent  sans  cesse  la  force 
vive  du  système  de  ces  ffuides  et  du  sphéroïde;  mais  eUes  n'al- 
tèrent point  la  somme  des  aires  que  toutes  les  molécules  de  ce 
système  décrivent  sur  le  plan  du  maximum  des  aires.  La  diminu- 
tion de  la  force  vive  doit  donc  avoir  une  limite  qu'elle  finit  par 
atteindre;  ce  qui  ne  peut  arriver  que  dans  le  cas  où  ces  fluides 
«ont  en  repos  sur  la  surface  du  sphéroïde,  l'axe  de  rotation  de  la 
terre  étant  immobile  autour  de  son  centre.  J'ai  prouvé,  dans  le 
c^ième  livre,  qu'un  tel  axe  est  toujours  possible,  quelle  que  soit 
1a  manière  dont  l'océan  recouvre  le  sphéroïde  terrestre.  Il  devient, 
lorsque  Féquilibre  est  établi,  perpendiculaire  au  plan  du  maximum 
des  aires;  et  la  rotation  de  la  terre  autour  de  cet  axe  doit  être  telle 
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que  la  somme  des  aires  décrites  par  chaque  molécule  de  la  terre 
soit  la  même  qu  à  l'origine.  Ainsi  cette  somme  et  le  plan  du  maxi- 
mum des  aires,  qui  restent  toujours  l'un  et  l'autre  les  mêmes  qu'à 
l'origine ,  s'il  n'y  a  point  d'action  étrangère,  déterminent  la  position 
de  l'axe  de  rotation  de  la  terre  et  sa  vitesse  de  rotation,  lorsqu'elle 
parvient  à  l'état  d'équilibre. 

D'Alembert  a  étendu,  dans  les  Mémoires  de  l'académie  des 
sciences  pour  l'année  1 764^  sa  solution  du  problème  de  la  préces- 
sion des  équinoxes,  au  cas  où  l'équateur  et  les  parallèles  terrestres 
seraient  elliptiques;  ce  qui  donne  la  solution  générale  de  ce  pro- 
blème, lorsque  dans  l'action  du  soleil  et  de  la  lune,  on  ne  porte 
l'approximation  que  jusqu'aux  termes  divisés  par  le  cube  de  leurs 
distances  à  la  terre.  Enfin,  il  a  déterminé,  par  la  même  analyse, 
le  mouvement  d'un  corps  solide  animé  par  des  forces  quelconques 
autour  de  son  centre  de  gravité. 

Euler  a  traité  depuis  les  mêmes  sujets  avec  beaucoup  d'élé- 
gance, soit  dans  les  Mémoires  de  l'académie  de  Beriin,  soit  dans 
son  Traité  de  la  mécanique  des  corps  durs.  Son  premier  Mémoire 
sur  la  précession  des  équinoxes  parut  dans  le  volume  des  Mémoires 
de  cette  académie  pour  l'année  1749.  H  n'y  fait  aucune  mention 
du  traité  de  d'Alembert;  mais  dans  le  volume  suivant^^  il  reconnut 
expressément  qu'il  n'avait  composé  son  mémoire  qu'après  la  lec- 
ture de  l'ouvrage  du  géomètre  français.  La  méthode  d'Euler  est 
identique  avec  une  seconde  solution  du  problème  de  la  précession 
des  équinoxes,  que  d'Alembert  avait  donnée  dans  son  ouvrage; 
solution  moins  rigoureuse  que  la  première,  mais  qui  conduit  fort 
simplement  aux  mêmes  résultats. 

C'est  à  Euler  que  l'on  est  redevable  des  équations  générales  du 
mouvement  d'un  corps  solide  animé  par  des  forces  quelconques, 
que  j'ai  développées  dans  le  chapitre  vu  du  premier  livre.  La 
découverte  des  trois  axes  principaux  de  rotation,  due  à  Ségner, 
apporte  d'utiles  simplifications  dans  un  sujet  aussi  compliqué  ;  et 
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les  équations  auxquelles  Euler  est  parvenu  me  paraissent  être  les 
plus  simples  qu'il  soit  possible  d'obtenir. 

Plusieurs  géomètres  ont  essayé  de  traiter  synthétiquement  le 
problème  de  la  précession  des  équinoxes;  mais  leurs  solutions 
inexactes,  du  moins  pour  la  plupart,  sont  autant  d'exemples  de  la 
supériorité  de  l'analyse  sur  la  synthèse. 

Les  recherches  de  d'Alembert  et  d'Euler  laissaient  encore  à 
considérer  plusieurs  points  importants  que  j'ai  discutés  dans  le 
cinquième  livre.  L'un  de  ces  points  est  l'influence  de  la  fluidité 
de  la  mer,  de  ses  courants  et  de  ceux  de  l'atmosphère  sur  les 
mouvements  de  l'axe  terrestre  :  j'ai  reconnu,  comme  je  l'ai  dit 
précédemment,  que  cette  influence  est  la  même  que  si  ces  fluides 
formaient  une  masse  solide  adhérente  au  sphéroïde  terrestre. 

Un  second  point  est  l'influence  de  l'aplatissement  de  la  terre 
sur  l'obliquité  de  l'écliptique  et  sur  la  longueur  de  l'année.  Si  le 
soleil  et  la  lune  agissaient  seuls  sur  la  terre,  l'inclinaison  moyenne 
de  l'équateur  à  l'écliptique  serait  constante.  Mais  Faction  des  pla- 
nètes change  continuellement  la  position  de  l'orbe  terrestre,  et  il 
en  résulte,  dans  son  obliquité  sur  l'équateur,  une  diminution 
confirmée  par  toutes  les  observations  anciennes  et  modernes.  La 
même  cause  donne  aux  équinoxes  un  mouvement  annuel  direct 
d'environ  un  dixième  de  seconde  centésimale.  Ainsi  la  précession 
annuelle  produite  par  l'action  du  soleil  et  de  la  lune  est  diminuée 
de  cette  quantité,  par  l'action  des  planètes.  Ces  eflets  de  l'action 
des  planètes  sont  indépendants  de  l'aplatissement  du  sphéroïde 
terrestre.  Mais  l'action  du  soleil  et  de  la  lune  sur  ce  sphéroïde 
doit  les  modifier  et  en  changer  les  lois. 

Rapportons  à  un  plan  fixe  la  position  de  l'orbite  de  la  terre  et 
le  mouvement  de  son  axe  de  rotation.  Il  est  clair  que  l'action  du 
soleil  supposé  mû  constamment  sur  cette  orbite  produira  dans 
cet  axe,  en  vertu  des  variations  de  l'écliptique,  un  mouvement 
d'oscillation  analogue  à  la  nutation,  avec  cette  différence  que  la 


304  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

période  de  ces  variations  étant  incomparablement  plus  longue 
que  celle  des  variations  du  plan  de  l'orbe  lunaire,  Tétendue  de 
Toscillation  correspondante  dans  Taxe  de  la  terre  est  beaucoup 
plus  grande  que  celle  dé  la  nutation.  L'action  de  la  lune  produit 
dans  ce  même  axe  une  oscillation  semblable,  parce  que  l'incli- 
naison moyenne  de  son  orbe  sur  Técliptique  vraie  est  constante. 
Le  déplacement  de  l'écliptique,  en  se  combinant  avec  l'action  du 
soleil  et  de  la  lune  sur  la  terre,  produit  donc,  dans  son  obliquité 
sur  l'équateur,  une  variation  très-difFérente  de  ce  qu'elle  serait 
en  vertu  de  ce  seul  déplacement.  L'étendue  entière  de  cette  varia- 
tion due  à  ce  déplacement  se  trouve  par  là  réduite  environ  au 
quart  de  sa  valeur. 

La  variation  du  mouvement  des  équinoxes,  produite  par  les 
mêmes  causes,  change  la  longueur  de  l'année  tropique  dans  les 
différents  siècles.  Cette  durée  diminue  quand  ce  mouvement  aug- 
mente, ce  qui  a  lieu  présentement,  et  Tannée  actuelle  est  plus 
courte  d'environ  i  y  centésimales  qu'au  temps  d'Hipparque.  Mais 
cette  variation  dans  la  longueur  de  l'année  a  des  limites  qui  sont 
encore  restreintes  par  l'action  du  soleil  et  de  la  lune  sur  le  sphé- 
roïde terrestre.  L'étendue  de  ces  limites  serait  d'environ  5oo*,  par 
le  déplacement  seul  de  l'écliptique  :  elle  est  réduite  à  120"  par 
cette  action. 

J'ai  recherché,  avec  tout  le  soin  qu'exige  l'importance  de  l'objet, 
dans  l'astronomie,  si  les  inégalités  séculaires  des  mouvements  de 
la  terre  et  de  la  lune  pouvaient  déplacer  sensiblement  l'axe  de 
rotation  sur  la  surface  du  sphéroïde  terrestre,  et  altérer  le  mou- 
vement de  rotation.  J'ai  reconnu  que  ces  effets  seront  toujours 
insensibles.  M.  Poisson  a  confirmé,  depuis,  ce  résultat  important 
par  une  savante  analyse  insérée  dans  le  tome  VIII  du  Journal  de 
l'École  Polytechnique.  Il  restait  à  discuter  une  cause  de  variation 
du  mouvement  diurne  de  rotation,  que  les  expériences  faites  sur 
la  température  des  mines  profondes  m'a  paru  indiquer.  Ces  expé- 
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riences  donnent  un  accroissement  de  température,  à  mesure  que 
Ton  s'enfonce  au-dessous  de  la  surface  de  la  terre.  Il  est  naturel 
d'en  conclure  que  la  terre  a  une  chaleur  intérieure  croissante  de  la 
surface  au  centre,  et  qui  diminue  sans  cesse  par  les  pertes  qu  elle 
éprouve  à  cette  surface.  En  vertu  de  cette  diminution,  les  parties 
de  la  terre  se  resserrent;  et  comme  cette  cause  n'altère  point  l'aire 
décrite  par  le  rayon  vecteur  de  chaque  molécule  du  sphéroïde 
terrestre  projeté  sur  le  plan  de  l'équateur,  le  mouvement  de  rota- 
tion doit  par  là  s'accélérer.  On  a  vu  dans  le  onzième  livre  que 
l'effet  de  cette  cause  est  jusqu'à  présent  insensible,  en  sorte  que 
l'on  peut  regarder  comme  constante  la  durée  du  jour,  que  les 
astronomes  ont  prise  pour  étalon  du  temps. 

Enfin  un  troisième  point  de  discussion  est  la  nutation  de  l'orbe 
lunaire  correspondante  à  la  nutation  de  l'équateur  terrestre.  Il 
résulte  du  n**  10  du  second  livre,  que,  vu  la  grande  distance  du 
soleil  à  la  terre  et  à  la  lune,  le  centre  de  gravité  du  système  de 
ces  deux  derniers  corps  est  à  très-peu  près  attiré  par  le  soleil, 
comme  si  toutes  les  molécules  de  ce  système  étaient  réunies  à  ce 
centre.  De  là  il  suit  que  la  somme  des  aires  décrites  autour  de  ce 
point  par  le  rayon  vecteur  de  chaque  molécule  projetée  sur  le  plan 
mené  par  le  même  point  parallèlement  à  l'écliptique  est  toujours 
la  même  en  temps  égal,  quelle  que  soit  la  manière  dont  ces  molé- 
cules agissent  et  réagissent  les  unes  sur  les  autres.  Or,  en  vertu 
de  la  nutation  de  l'axe  terrestre,  la  somme  des  aires  décrites  par 
les  molécules  du  sphéroïde  terrestre  autour  du  centre  de  gravité 
du  système  de  la  terre  et  de  la  lune  est  assujettie  à  une  inégalité 
semblable  à  la  nutation;  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  de  la 
lune  doit  donc  être  assujettie  à  une  inégalité  contraire,  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu  qu'autant  que  l'expression  de  la  latitude  de  la  lune 
contient  une  inégalité  proportionnelle  au  sinus  de  la  longitude 
moyenne  de  la  lune,  et  dont  le  coefficient  dépend,  comme  celui 
de  la  nutation,  de  l'aplatissement  de  la  terre.  Je  retrouve  ainsi 
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l'inégalité  à  laquelle  je  suis  parvenu  dans  le  second  chapitre  du 
livre  VII,  par  la  considération  directe  de  Faction  du  sphéroïde 
terrestre  sur  la  lune. 

J'avais  négligé,  dans  le  cinquième  livre,  la  petite  nutation  dé- 
pendante du  double  de  la  longitude  du  nœud  lunaire,  parce 
qu  elle  me  paraissait  devoir  être  insensible.  Mais  comme  on  peut 
facilement  la  comprendre  dans  les  tables  de  la  précession  et  de 
la  nutation,  j'en  donne  ici  l'expression,  qui  confirme  ce  que  j'avais 
dit  à  son  égard. 

Quelques  astronomes  ont  pensé  qu'il  serait  avantageux,  dans  le 
calcul  de  ces  phénomènes,  d'employer  la  longitude  vraie  de  la 
lune  au  lieu  de  sa  longitude  moyenne.  Mais  il  est  aisé  de  voir, 
par  l'expression  diiFérentiélle  de  la  nutation  réduite  en  sinus  et 
cosinus  du  temps,  que  la  différence  entre  la  longitude  vraie  du 
nœud  de  la  lune  et  sa  longitude  moyenne  serait  insensible  dans 
l'intégrale,  parce  qu'elle  n'acquiert  point  par  l'intégration  pour 
diviseur  le  très-petit  coefiBcient  du  temps  dans  la  valeur  de  la 
longitude  du  nœud;  en  employant  donc  la  longitude  vraie  du 
nœud  au  lieu  de  sa  longitude  moyenne,  on  s'exposerait  à  une 
erreur  qui  pourrait  devenir  sensible. 

Enfin,  pour  ne  rien  négliger  sur  un  objet  de  cette  importance 
dans  l'astronomie,  j'ai  considéré  les  termes  dépendants  des  varia- 
tions séculaires  des  mouvements  de  la  lune,  et  ceux  qui  dépendent 
de  la  quatrième  puissance  de  sa  parallaxe  et  de  celle  du  soleil,  et 
j'ai  trouvé  qu'ils  sont  insensibles. 

Formules  générales  du  mouvement  de  Téquateur  terrestre. 

2.  Les  expressions  différentielles  de  ce  mouvement,  que  j'ai 
données  dans  le  n"*  4  du  livre  V,  me  paraissent  être  les  plus,  simples 
auxquelles  on  puisse  parvenir.  Mais  on  peut  leur  donner  la  forme 
suivante,  qui  présente  quelques  résultats  utiles  que  nous  allons 
exposer. 
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Soient  x^ y,  z  les  coordonnées  d'une  molécule  dm  de  la  terre, 
rapportées  au  centre  de  gravité  de  cette  planète  et  à  un  plan  fixe. 
Désignons  par  x\  y\  z\  les  coordonnées  de  la  même  molécule 
rapportées  au  même  centre  et  au  premier,  au  second  et  au  troi- 
sième axe  principal  de  la  terre  que  nous  supposerons  être  à  très- 
peu  près  son  axe  de  rotation.  Nommons  0  le  complément  de 
Tangle  que  ce  troisième  axe  forme  sur  le  plan  fixe,  et  \|/  le  com- 
plément de  l'angle  que  la  projection  de  cet  axe  sur  ce  plan  forme 
avec  l'axe  de  x  ;  \|/  sera  l'angle  que  ce  dernier  axe  fait  avec  la  ligne 
d'intersection  du  plan  fixe  et  du  plan  formé  par  le  premier  et  le 
second  axe  principal.  Désignons  encore  par  <p  l'angle  que  cette 
ligne  d'intersection  fait  avec  le  second  axe  principal.  Cela  posé, 
on  aura,  par  le  n"*  26  du  premier  livre, 

a:'= a:'' (cos.0.  sin.>|/.  sin.(p -f- cos.\|/.  cos.^) 
H-y  (cos.0.  sin.>|/.  cos.(p  —  cos.>|/.  sin.^)  -h z\  sin.0.  sin.\|/ , 

y  =  X  (cos.0.  cos.>|/. sin,^  —  sin.>|/.  cos.^) 

-^-y  (cos.0. cos.>|/. cos.(p H-sin.\|/. sin.(p) -f-z". sin.0.  cos  >|/, 

z  =  z  .  COS.0  — y  .  sin.0.  cos.  (p  —  x\  sin.0.  sin.(p. 
Soit 
y(y'.^/«)  àm=A.     JV'-^^'')  dm=B,     f{y'-'r-x')  dni=C; 
on  aura,  par  les  propriétés  des  axes  principaux, 

fx^"  rfm  =  o ,        fx^z"  Jm  =  o ,        fyz"  dm  =  o; 

toutes  ces  intégrales  étant  étendues  à  la  masse  entière  de  la  terre. 
On  aura,  par  la  nature  du  centre  de  gravité, 

fx.dm  =  o^       fy\dm  =  o^       fz.dni--o; 
fx\dm  =  o,       fy\dm  =  Oy       fz\dm  =  o. 

Considérons  l'action  d'un  astre  L  sur  la  molécule  dm.  Soient 
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x,y,  2  les  coordonnées  de  cet  astre  rapportées  au  centre  de  la 
terre  et  aux  axes  des  x,  des  y  et  des  z.  Faisons 

r,  =  \/af-l-/-i-z', 

et  ^  =  V; 

V/(a;-x')«-H(j'-/)'-l-(z-z')' 

àt  étant  l'élément  du  temps,  supposons 

-=/..[.(g)-.(-)]. 

F  est  fonction  de  a?,  j,  z,  a;',  y\  z.  En  y  substituant  pour  Xy  y\  z, 
leurs  valeurs  précédentes,  Y  devient  fonction  de  neuf  quantités 
Xyjy  Zy  x\  fj  /,  (^ ,  >|/  ct  Ô,  papuii  lesquelles  x\  y\  z  sont  inva- 
riables pour  la  même  molécule.  On  a  donc 

en  ne  faisant  varier  que  ^,  >|/  et  0  dans  les  valeurs  précédentes 
de  x\  y,  z.  Si  Ton  différencie  ces  valeurs,  et  qu après  les  diffé- 
rentiations  on  fasse,  pour  plus  de  simplicité,  -^  nul,  on  aura 

dx=      d(p  [z.  sin.6  — y.cos.0)  -hy- d-^ , 
dy  =     X.  COS.0.  d^  —  ccÀ-^  -h  z.d%y 
dz  = — x.d(p.  sin.0 — y^dB. 

Substituant  ces  valeurs,  dans  l'équation  précédente,  aux  différences 
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partielles,  on  aura,  eo  comparant  séparément  les  coefficients  de 
J^,  d"^  et  dO,  les  trois  équations  suivantes  : 


doù  Ton  tire 


(dv\     ,(dv\     (f)-^^"^-^^ 

\dx')       ^[dz'J—  sin.ô 

Maintenant,  les  variables  <^ ,  >|/  et  d  étant  les  mêmes  pour  toutes 
ies  molécules  im,  il  est  clair  que  si  Ton  fait 


dm 

\/{x-x'y+{y-y'y+{z-z') 
on  aura 


/*  dm 

V/x-x"+(y-r"+2-z')' 


(dv^        f.fdV2\ 


dN 


■-•^  seconds  membres  de  ces  équations  sont  les  valeurs  de  -j— , 
'2(">  -rr-  présentées  sous  une  autre  forme. 
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Soient 


\/p'-^q'+r''      \/jpM^Y+^'      \/p'+q'+r'' 

les  cosinus  des  angles  que  Taxe  instantané  de  rotation  de  la  terre 
fait  avec  le  troisième  axe»  le  second  et  le  premier  de  ses  axes 
principaux;  soit  encore  V^pM-^M^,  la  vitesse  angulaire  de  ro- 
tation autour  de  cet  axe  instantané;  on  aura,  par  les  n*"*  26  et  28 
du  premier  livre,  les  équations 

Cdp-h{B—A)(jrdt=:  —  dN.cos.d—dN\sin.d, 
Ad(j'^{C—B)prdt  =  —  {dN.  sin.d-i-dN'.  cos.d)  sin.(p-hdN\cos.(p, 
Bdr-h{A—C)pqdt=  —  {dN.sin.d-\-dN\cos.d)cos.(^—dlT.sm.(p. 

Substituant  pour  ^  >  "ir  >  "^^  ^^^^s  valeurs  précédentes,  on  aura 

BÏ-(C-^)P.=  Sl[(^)--.e(f)]^(-)Mo.,' 

C'est  sous  cette  forme  générale  que  M.  Poisson  a  présenté  les 
équations  (G)  du  n*"  4  du  cinquième  livre. 
Si  Ton  développe  V,  ou 


k 


dm 


dans  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  négatives  de  la 
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distance  r,  de  Tastre  L  au  centre  de  la  terre,  on  aura,  en  ne 
portant  l'approximation  que  jusqu'aux  termes  de  Tordre  —^ , 

r,  2  J  r.» 

3L  fdm{xx'+yy'+2z'y 

T  étant  la  masse  entière  de  la  terre.  En  substituant  pour  x,  y,  z 
leurs  valeurs  précédentes,  on  trouvera 


y^LT   .     SL 


r.      ■    4 


r.»  V  ^i-h2A(7.cos.0— Z.sin.0)sin.2(p         j 

H_|£(2C— i  — B)[A«H-(r.cos.0— Z.sin.e)'— fr.'], 

X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  x,  y,  z  de  Tastie  L  rapportées  par 
la  supposition  de  \|/  nul,  à  Téquinoxe  du  printemps,  et  aux  deux 
axes  perpendiculaires  à  la  ligne  des  équinoxes;  Técliptique  fixe 
d'une  époque  donnée  étant  prise  pour  le  plan  fixe. 

Quoique  cette  expression  ne  renferme  point  explicitement 
Tangle  \|/,  elle  le  renferme  implicitement,  parce  que  les  coordon- 
nées X  et  F  en  dépendent.  Si  Ton  nomme  /{  la  projection  du 
rayon  r,  sur  Técliplique,  et  v  Tangle  que  cette  projection  fait  avec 
Taxe  fixe  d*où  Ton  compte  les  angles ,  on  aura 

A  =  jR.  COS. (v  -4-  >|/) ,         y = /i.  sin. (v  -h  >//) , 
d'où  Ton  tire 

par  conséquent 
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Les  équations  (F)  donneront  ainsi 

Cdp+(B-A) nrdt=^B-A)\    K^* cos.0-Z.sin.0)'-A«] sin.  a ^ j 

Ail      (C—B\     dt—^^^Uc    B\\    (^-cos.ô— Z.sin.0)(y.sin.0+Z.cos.0)cos.^| 
f^  +  K        )pr   -  r,^  [        '\-X{Y.sin.e+Z.cos.d)sin.<p  (' 

Dj      /*    /^     j*    3Ld^/.    ^(    A(r.sin.ô+Z.  cos.ô)cos.0  ) 

Ces  équations  sont  identiquement  les  équations  (G)  du  n*"  4  du 
cinquième  livre.  Elles  donnent,  en  les  intégrant,  les  valeurs  de 
^,  \|/  et  0  au  moyen  des  équations  suivantes  données  dans  le 
n°  26  du  premier  livre 

d(p  —  d-^.  cos.d =pdt, 
d-^.  sin.O.  sin. ^  —  dO.  cos. ^  =  (jdt, 
d-^.  sin.0.  COS.9  -t-^^-  sin.^  =  rdt. 

On  peut  substituer  ^,  au  lieu  de  p,  dans  les  termes  (C — B)  pr 

et  —  (C — 4)  p9,  des  équations  (F);  car  la  différence  ^  — p  étant 

égale  à  j-.  cos.O,  et  les  valeurs  de  q  et  de  r,  étant  de  Tordre  de  -jr 

et  -7-,  on  ne  fait  que  négliger  des  termes  de  Tordre  des  carrés  et 

des  produits  des  différentielles  d-^  et  dd,  et  qui  de  plus  ont  les 
facteurs  très-petits  C — il,  et  C — B.  Cela  posé,  si  Ton  multiplie 
la  seconde  des  équations  (F)  par  cos.^,  et  quon  retranche  le 
produit  de  la  troisième  de  ces  équations,  multipliée  par  sin.^, 
on  formera  la  suivante  : 


-T-)    [  dT—) 

(i4— jB\  j /a.cos.0+r.sin.0\ 
C.^(r.  cos.p-)-,.sm.p)  =  (^j. 
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On  a 

r.sin.^  —  q.cos.(p  =  -j-, 

r.  cos.^-h^.sin.(p=  '^.  sin.0, 

r.sin.^-l-^.cos.(p  =  -j-.sm.B.ûu.i(^ —  -r-.cos.2(p; 


p  serait  égal  à  une  constante  n,  si  la  terre  était  un  solide  de  révo- 
lution, et,  dans  le  cas  général,  la  valeur  de  p  est  une  constante  n 
plus  le  produit  de  A — JB,  et  de  la  force  perturbatrice,  par  sin.a^ 
et  COS.  2  ^  ;  en  négligeant  donc  ce  produit  et  celui  des  différen- 
tielles d-^  et  dd,  on  pourra  supposer  -jj-  =n,  dans  Téquation  pré- 
cédente, qui  devient 

/A+B\    dde        r     d'i'     '     a 

Si  le  sphéroïde  était  de  révolution,  le  terme  qui  a  pour  fac- 
teur A  — B  disparaîtrait  :  dans  tous  les  cas  il  est  insensible,  parce 
que,  vu  la  rapidité  du  mouvement  de  rotation,  les  termes  dépen- 
dants de  sin.  2<p  et  de  cos.ai^,  déjà  insensibles  par  eux-mêmes, 
acquièrent  encore  par  les  intégrations  le  grand  diviseur  2n. 
L'équation  précédente  devient  ainsi 

On  trouvera  de  la  même  manière,  en  multipliant  la  second 

TOME    T.  40 
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des  équations  (F)  par  sîn.(^  et  en  l'ajoutant  à  la  troisième,  mul- 
tipliée par  cos.(p, 

(A+B\  ,  (f:^      {A-B\  ,  (§sm.e.cos.2(p+^.sin.2^) 

[-r-)  ^      dt     -  [-r-)  ^  ' dt 

Si  Ton  néglige,  comme  nous  venons  de  le  faire,  les  termes  mul- 
tipliés par  A — B,  et  par  -j-.  cos.2^,  ou  par  -j-.  sin.2^;  si  Ton 

observe,  de  plus,  que  la  rapidité  du  mouvement  de  la  terre  per- 
met de  négliger  les  termes  dépendants  de  sin.^,  et  de  cos.^  et 

par  conséquent  (^^);  Téquation  précédente  donnera 


(A+B\  ^U'^'"'    /     .   r    (à6\  1      (dV\ 


(0 


Si  Ton  n  a  égard  dans  les  équations  (i)  et  [ï]  qu'aux  termes  de  B 
et  >|/  qui  dépendent  de  Faction  des  astres,  et  si  Ton  considère  que 
le  mouvement  des  astres  est  fort  lent  par  rapport  au  mouvement 
rapide  de  rotation  de  la  terre,  on  pourra  négliger  dans  ces  équa- 
tions les  secondes  différentielles  de  0  et  de  >|/  ainsi  que  les  produits 
de  leurs  premières  différences;  et  alors  on  a 

dt  6'n.sin.0  ' 


d$__      

dt  Cn.sin.6' 


\d^) 
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Si  dans  l'expression  de  V  donnée  ci-dessus,  on  néglige  les 
termes  multipliés  par  sin.a^,  et  par  cos.s^,  et  si  Ton  suppose 

P=  ^.  [Y. cos.e—Zs[n.d)  (7.sin.0^Z.  cos.Ô), 

F=^,X{Y.s{n.d-hZcos.e); 
on  aura 

dt  2  7lC 

de  _    {2C--A-B)  p, 

dt  ~  2nC 

€es  équations  sont  identiquement  celles  que  j'ai  données  dans 
les  n"  5  et  6  du  cinquième  livre.  Elles  sont  les  plus  simples  aux- 
quelles on  puisse  parvenir. 

Si  Ton  multiplie  la  première  des  équations  (F)  par/>,  la  seconde 
par  ^,  et  la  troisième  par  r;  qu  ensuite  on  les  ajoute,  et  que  dans 
le  second  membre  de  l'équation  résultante  on  substitue  pour  p,  (] 
et  r,  leurs  valeurs;  on  aura 

Cpdp+A.  ^  +  B.  rè-=  (^  dp  +  (^)  d^  -  [§)  de. 

ce  qui  donne  en  intégrant 

C.  p*  -h  A.  (f  -hB.  r  =--  constante  -r-  id.fVdt; 

1^  caractéristique  diflPérentielle  d  se  rapportant  aux  seules  varia- 
tions du  mouvement  du  sphéroïde.  Ainsi  en  désignant  par  V  la 

fonction  V ,  on  aura 

C.  /)•  -f-  i4 .  9*  -^-  B.r*  =  constante  -h  2  d.fVdt. 
Quelque  loin  que  Ton  porte  l'approximation  de  la  valeur  de 

40. 
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fVdt,  tout  ce  qui  dépend  de  la  précessîon  \|/  des  équinoxes,  de 
rinclinaison  d  de  Taxe  terrestre  à  Técliptique,  et  de  l'angle  nf-t-e, 
nt  étant  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre,  ne  peut  avoir  été 
introduit  que  par  ces  quantités,  puisque  les  coordonnées  des  astres 
ne  les  renferment  point.  On  aura  donc  d.fVdt,  en  faisant  tout 
varier  dans  cette  intégrale,  à  Texception  des  angles  introduits  par 
les  inégalités  du  mouvement  des  astres.  Ce  qui  donne 

la  différence  partielle  (-tt-)  étant  uniquement  relative  à  la  va- 
riation du  mouvement  des  astres.  L'équation  précédente  devient 
ainsi, 

On  a,  par  ce  qui  précède, 

ces  termes  sont  du  second  ordre,  en  considérant  comme  des 
quantités  du  premier  ordre  celles  qui  sont  de  l'ordre  /;  It  étant 
la  précession  des  équinoxes.  En  ne  conservant  donc  que  les  quan- 
tités du  premier  ordre,  qui  sont  multipliées  par  le  sinus  ou  le 
cosinus  d'un  angle  croissant  avec  une  grande  lenteur,  ou  dans 
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lequel  le  coefficient  du  temps  soit  de  l'ordre  /;  on  voit  que  q'-\-  r' 
et  ^' — r*  ne  renferment  point  de  termes  semblables.  Ainsi  en 
n'ayant  égard  qu'à  des  quantités  de  ce  genre,  on  peut  supposer 

Maintenant  ne  considérons  dans  V  que  la  partie  qui  est  indé- 
pendante de  sin.2(p  et  de  cos.2(p.  Cette  partie  est,  par  ce  qui 
précède, 

^,^^C—A—B)[X^-^{Y.cos.d  —  Z.sin.ey-^.r,^]. 

Dans  le  cas  d'un  sphéroïde  de  révolution,  dans  lequel  A=B,  on 
a  vu  dans  le  n°  8  du  cinquième  livre,  et  il  résulte  de  la  valeur 
donnée  ci-dessus  de  dp,  que  p  devient  une  constante,  et  qu  ainsi 
p'-f-7*H-r*  ne  contient  point  de  quantités  du  premier  ordre,  mul- 
tipliées par  le  sinus  d'un  angle  croissant  avec  une  très-grande 
lenteur.  Mais  la  supposition  de  A=^B  ne  détruit  point  les  quan- 
tités de  ce  genre  qui  pourraient  exister  dans  le  cas  d'un  sphé- 
roïde quelconque,  puisque  cette  supposition  ne  fait  que  changer 
2C  —  A  —  B,  en  2(C — A).  Il  n'existe  donc  point  de  quantités 
semblables  dans  le  cas  d'un  sphéroïde  quelconque,  à  moins  que, 
dans  une  seconde  approximation,  elles  ne  soient  introduites  dans 
la  fonction 


2r 
c 


h-m-'- 


par  les  valeurs  de  â(^ ,  èO  et  8y\^ ,  dépendantes  des  sinus  et  cosinus 
de  2^.  Mais  ces  valeurs  ayant  acquis,  par  les  intégrations,  de 
grands  diviseurs  de  l'ordre  ^n\  comme  il  est  facile  de  le  conclure 
des  équations  différentielles  données  ci-dessus,  ayant  de  plus  le 
facteur  A  — B  qui  est  insensible  jusqu'ici  pour  la  terre,  et  acqi 
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rant  encore  ce  facteur  dans  les  termes  indépendants  de  (p ,  qu'ils 
produisent  dans  la  fonction  précédente;  nous  nous  dispenserons 
d'y  avoir  égard.  D'ailleurs  il  résulte  de  l'analyse  citée  de  M.  Pois- 
son, que  ces  valeurs  ne  produisent,  dans  cette  fonction,  aucun 
terme  du  premier  ordre  multiplié  par  le  sinus  ou  cosinus  d'un 
angle  croissant  avec  une  extrême  lenteur.  Les  inégalités  de  l'in- 
tégrale 


ou  de  la  rotation  de  la  terre  sont  donc  insensibles. 

Le  sinus  de  l'angle  formé  par  l'axe  instantané  de  rotation  et  pai 

Taxe  principal  étant     ^^  ^ — zr , 
il  sera 


et  l'on  voit,  par  les  expressions  précédentes  de  ^.  sin.0  et  de  ^-, 

qu'il  sera  toujours  insensible.  Ces  deux  résultats  sont  très-impor- 
tants, en  ce  qu'ils  assurent  l'uniformité  de  la  rotation  de  la  terre 
et  la  stabilité  des  latitudes  terrestres. 

Je  n'ai  point  eu  égard  dans  le  cinquième  livre  à  l'inégalité 
dépendante  du  double  de  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  lunaire, 
par  la  raison  qu'elle  est  très-petite  relativement  à  la  nutation. 
Cependant,  vu  la  précision  des  observations  modernes,  et  parce 
qu'il  est  facile  de  la  comprendre  dans  une  même  table  avec  la 
nutation,  je  vais  ici  la  déterminer. 

Pour  cela,  je  rapporterai  les  coordonnées  A,  F,  Z  au  plan  de 
l'écliptique  vraie,  en  faisant  abstraction  des  variations  séculaires 
de  cette  écliptique,  ce  que  l'on  peut  faire  ici.  En  désignant  par  v' 
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pression  de  0,  ont  donc  des  coefficients  qui  sont  dans  le  rapport 
de 

.y.cos.O,    à  ^.y*. sin.ô; 

ou  dans  le  rapport  de  Tunité  à  —  jy.  tang.O.  On  trouve  pareil- 
lement que  le  terme 

-7--.  Y\sin.0.cos.d 

r  1 

de  l'expression  de  P  produit  le  terme 


et  que  le  terme 


produit  le  terme 


Q-7-, .  sin.  2  0.  y\  COS.  2  A  ; 
or  i  ^ 


^.YZ{cos\e—sin\d) 
r  1 


Si''  n  A 

— 7- .  COS.  2u.y.  COS.  A . 
2r,*  ^ 


Les  inégalités  de  la  précession  dépendantes  de  sin.A  et  de  sin.2  A 
ont  donc  leurs  coefficients  dans  le  rapport  de  l'unité  à — t-  y .  tang.  2  6. 

De  la  nutation  de  Torbe  lunaire,  correspondante  à  la  nutation  de  Téquateur 

terrestre. 

3.  Le  centre  de  gravité  du  système  formé  de  la  lune  et  de  la  terre 
est  attiré  par  le  soleil  à  très-peu  près  comme  si  toutes  les  molé- 
cules de  ce  système  étaient  réunies  à  ce  centre;  ce  qui,  par  le  n*"  10 
du  livre  II,  résulte  de  la  proximité  de  la  lune  à  la  terre,  relati- 
vement à  sa  distance  au  soleil.  De  là  il  suit  que  la  somme  des  aires 
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tracées  à  chaque  instant  par  le  rayon  vecteur  de  chaque  molécule 
projetée  sur  Técliptique  autour  de  leur  centre  commun  de  gravité 
est  constante.  Soient  donc  X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  de  la  terre,  rapportées  au  centre  de  gravité  du  système, 
et  au  plan  de  Técliptique;  soient  x,y,  z,  celles  d*une  molécule  dm 
de  la  terre,  et  x,  y,  z,  celles  du  centre  de  la  lune,  rapportées 
toutes  au  centre  de  gravité  de  la  terire.  On  aura 

/,*,[(A-»-)(^)-(r-,l(^)] 


=  const.\ 


L  étant  la  masse  de  la  lune.  Mais  on  a,  par  la  nature  du  centre 
de  gravité, 

fxdm  =  o,       fydm=Oy       fzdm  =  o. 

Soit  T  la  masse  de  la  terre,  on  aura 

T=fdm. 

On  a  de  plus,  par  la  propriété  du  centre  de  gravité, 

L{x~X)  =  TX, 
ce  qui  donne 

Lx 


x=r; 


T+L 
On  aura  pareillement 


1  = 


Ly 


r+L 

'''équation  (i)  deviendra  donc 


tJ    (^'dy'-ydx\  TL   (xdy^ydxX  ,     , 

ion  ▼.  41 
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La  première  des  équations  (G)  du  n*"  26  du  premier  livre 
donne 

A(j.sin.d.sin.(p+Br.sin.0.cos.^-'Cp.cos.d=—fdml — ^^-rf —  )»  (0 

et  Ton  a,  en  vertu  des  expressions  de  />,  ^  et  r  du  numéro  pré- 
cédent, 

i4.sin.0  [(].  sin.^  H-r.  COS. 9)  H-  (JB  —  ^)sin.0.  r.cos.^ 

==4.5^.sm-.9+L_J5^sm-.fl+L_J      ^,  • 

1+  -7-.  sm.  0.sin.2(p\ 

L'équation  précédente  (/)  deviendra,  en  négligeant  les  termes 
multipliés  par  le  sinus  et  le  cosinus  de  2 9>  ^^  î^^»  P^^  ^^  numéro 
précédent,  réduit  p  à  la  constante  n, 

nC.  C0S.9—  ^^ -j-,  sm'.04-  ji — j  ( — =^-^~ — - 1  =  constante.    (2) 

L'aire  tracée  dans  l'instant  dt  par  le  rayon  vecteur  de  la  lune 
est  xdy — ydx.  En  désignant  par  a  le  demi-grand  axe  de  l'orbe 
lunaire,  par  e  son  excentricité,  et  par  y  l'inclinaison  de  cet  orbe 
à  l'écliptique,  on  a,  en  regardant  cet  orbe  comme  une  ellipse 
variable, 


xdy  — ydx  =  a*mdt.  cos.  y.  \/ 1  —  e% 

mt  étant  le  moyen  mouvement  de  la  lune.  La  partie  de  V  qui 
produit  la  nutation  de  l'équateur  terrestre  est,  par  le  numéro 
précédent, 

—  -. — -{^C      A  —  JB)y.  sin.0.  COS.0.COS.A, 
A  étant  la  longitude  du  nœud  de  l'orbe  lunaire.  J'ai  donné,  dans 
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le  n**  1  du  Supplément  au  Traité  de  mécanique  céleste,  les  expres- 
sions diflFérentielles  des  éléments  d'une  ellipse  variable,  par  une 
force  perturbatrice  R.  Cette  force  est  augmentée  par  la  considé- 
ration de  l'aplatissement  de  la  terre,  de  la  fonction  — V\  comme 
il  est  facile  de  le  voir  par  le  numéro  cité.  Il  résulte  encore  des  ex- 
pressions différentielles  du  demi-grand  axe  et  de  l'excentricité  e, 
que  la  partie  de  V  dont  je  viens  de  parler  ne  produit  aucun 
terme  sensible  dans  ces  expressions;  en  sorte  que  l'on  peut  sup- 
poser, relativement  à  cette  partie,  a  et  ^  constants.  L'équation  (2) 

donne  donc,  en  y  substituant  pour  — ^-jr- — 1  sa  valeur  précé- 
dente; en  désignant  par  S0  et  Sy,  les  nutations  de  l'équateur 
terrestre  et  de  l'orbe  lunaire,  et  en  observant  que  -7-  peut  être 

négligé  relativement  à  S0  qui,  par  l'intégration,  a  acquis  pour 
diviseur  le  très-petit  coefficient  du  temps,  dans  l'expression  du 
mouvement  des  nœuds  de  l'orbe  lunaire;  enfin,  en  négligeant  le 
carré  e\ 

nC. 80.  sin.0  =  —  rp — r .  a\ m.  hy.  sïn.y. 

Telle  est  la  relation  fort  simple  qui  existe  entre  les  nutations  de 
l'équateur  terrestre  et  de  l'orbe  lunaire. 
On  a,  par  le  n°  5  du  livre  V, 

n.C 30. sin.6  =  —— . -i^  (2 C  —  k  —  B)  sin.0-  cos.6.  cos. [f't-+- ê) , 

c  étant  l'inclinaison  de  l'orbe  lunaire,  que  nous  désignons  ici  par 
y,  et  — ft  —  ê  étant  la  longitude  de  son  nœud  ascendant.  On  a 

.       L        T+L 

41 
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on  aura  donc,  en  comparant  les  deux  expressions  précédentes  de 
Sd,  et  désignant/'f  par  [g — i)mt, 

^y  =  —J^*'    {gliyr  ^sin.g.cos.g.cos.[(ff— i)m^f-t-g]. 

On  a,  par  le  n°  2  du  livre  V, 

aC— 4— B=f  T{oLh  —  ia(^)I>, 

ah  étant  Tellipticité  du  sphéroïde  terrestre,  a^  le  rapport  de  la 
force  centrifuge  à  la  pesanteur,  à  Téquateur;  et  D  étant  le  rayon 
moyen  du  sphéroïde  terrestre  ;  on  a  donc 

5yr=  — (aA  — |a(?)-.— ^-p— .cos.[(^— i)mf-+-6]. 

Soient 

H.  sin.(û-4-A)  H-fiT'.  sin.(('f-|- A')  -f-  etc. 

les  inégalités  de  la  latitude  de  la  lune  dépendantes  de  l'aplatisse- 
ment de  la  terre; les  angles  it-hk,  it-hk\  étant  rapportés,  comme 
la  longitude  A  du  nœud  ascendant  de  Torbite  lunaire,  à  Téquinoxe 
du  printemps.  La  latitude  lunaire  étant 

y.sin.(m'f — A), 

sa  variation  relative  aux  variations  de  ses  éléments  sera 

hy.  sin.(m'f —  A)  — ySk.  cos.[m't —  A) , 
ou 

sin.m'f  (Sy.  cos.A  — yS  A.  sin.A) 
—  COS.  mt  (Sy.  sin.  A  -h  ySX .  cos.  A) . 
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En  régalant  à  la  fonction 

H.  sin.(if-+-  k)  -hH'.  sm.{i't-hk')  ■+-  etc. 

mise  sous  cette  forme, 

sin.  m't \H. cos.[(i — m')t-\-k]-\-H'. cos.[(i'— m')  t-\-k']-\-  etc.j 
■+■  COS. m't \H. sin.[(i — m') t-hk]-hH.  sm.[{i  —  m)  t -+- k']-+-  etc. j, 

on  aura 

<Jy.C08.A— y3A.sin.A=    H.cos.[{i—m')  t+k]  +  H'.cos.[{i'-m')  t+k']+ etc. 
Sy.sin.A+y3A.cos.A=-H.sin.[(i-m')  t+k]- H',  sin.  [{i'— m!)  t+k]— etc. 

Si  Ton  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  cos.A,  et  qu'on 
l'ajoute  à  la  seconde  multipliée  par  sin. A,  on  aura 

3y=H.  cos.[A  +  (i-  m')  t+k]  +  H'.  cos.[A  +  (l'-m')  t+  k']  +  etc. 

En  comparant  cette  valeur  de  èy  à  la  précédente,  on  aura 

(i — m')f-i-ft=o, 
rj  /i        1  />\  ^*   sin.ô.cos.ô 

H=-a(h-i(p)-.     ^_^      ; 
1^=0  y  etc. 

^   inégalités  lunaires  en  latitude  dues  à  Taplatissement  de  la 
****  se  réduisent  ainsi  à  la  suivante, 

/    1        1     /^\   O*   sin. ô.  COS. ô     .        , 
—  {ah—ia(p).-.—j—^.sm.mt; 

^  cjui  est  conforme  à  ce  que  j*ai  trouvé  dans  le  chapitre  ii  du 
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Des  inégalités  de  la  précession  et  de  la  nutation  de  Téquateur  terrestre,  dépen- 
dantes de  la  quatrième  puissance  des  parallaxes  du  soleil  et  de  la  lune. 

4.  Si  Ton  nomme  v  la  déclinaison  d'un  astre  L,  v  sa  longitude 
à  Téquinoxe  du  printemps,  y^  la  distance  de  cet  équinoxe  à  une 
ligne  fixe  sur  Técliptique,  F'  la  somme  des  produits  de  la  masse 
L  de  l'astre  par  chaque  molécule  dm  de  la  terre,  divisée  par  la 
distance  de  cette  molécule  au  centre  de  L;  enfin  si  l'on  nomme  T 
la  masse  de  la  terre,  et  r  la  distance  de  son  centre  à  celui  de  L, 
on  aura,  par  le  n""  35  du  troisième  livre, 

F  =  —  -^  '-^^ L.TL  (sm*i;  —  |) 

H-  ^.  TL  (sin*.t;  — y.  sin.v)  -i-  etc. 

en  supposant  que  le  rayon  terrestre  soit 

i—ah  (ft*— i)  -^cuj  (ft*  — Ift)  -f-  etc. 
(X  étant  le  sinus  de  la  latitude  terrestre.  Le  terme 

--^-^ —  (sm'.v  —  y.  sm.v) 

est  le  terme  que  la  considération  de  la  quatrième  puissance  de  la 
parallaxe  de  L  ajoute  à  l'expression  de  V  donnée  ci-dessus.  Pour 
en  déterminer  la  valeur,  nous  observerons  que  s  étant  la  latitude 
de  L,  y  l'inclinaison  de  son  orbite,  et  A  la  longitude  de  son  nœud 
ascendant,  on  a 

sin.t;  =  cos.0.  sin.  5 -hsin.ô.  sin.  V.  COS.  5, 
tang.  s  =  tang.  y .  sin .  (v  —  A  ) . 

Ces  équations  donnent 
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(d.  sin.v\         .     ^ 
—^ —  1 1=  sin.u.  COS.  V.  COS.  5, 

((f.sin.vX  /j    .  •     û    • 

— — —  I  =  COS.&.  sin.  V.  COS.  5  —  sin.u.  sm.  s. 

En  effet,  si  F  est  formé  d'angles  rapportés  à  Téquinoxe  mobile  du 
printemps,  et  que  i  soit  le  nombre  de  ces  angles  pris  positivement, 
et  l' le  nombre  des  angles  pris  négativement,  on  a  généralement 

car  A  étant  un  des  angles  de  F,  en  lui  donnant  cette  forme, 

il  est  clair  que,  par  la  variation  de  \|/,  Tangle  A  —  \|/  reste  inva- 
riable. 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que  le  terme  précédent  dépen- 
dant de  —  ajoute  à  la  valeur  de  ^,  donnée  ci-dessus,  la  quantité 

3a(/.  TL.  COS.  u.  COS. 5   /  •  ,  i\ 

en  négligeant  le  carré  de  y,  cette  fonction  devient 

iaq.TL  (     4--sin*.0 — ^  —  Tsin*.0.cos.2v  / 

_Z .  COS.  V  <  5  2  f^ 

^(^'^'   '       "    I — |y.  sin.0.cos.0[sin.(2V  —  A)  —  sin.Aji 

On  voit  d'abord  que  cette  fonction  ne  contient  point  le  sinus 
ou  le  cosinus  de  la  longitude  A  du  nœud,  les  seuls  qui,  affectés 
de  y,  puissent  devenir  sensibles  par  fintégration  qui  leur  fait 
acquérir  un  très^petit  diviseur.  Ainsi  le  coefficient  de  la  nutation 
ne  reçoit  aisonne  a^mentation  des  termes  dépendants  de  la  qua- 
trième  piisflHnee 4e la  parallaxe  lunaire;  ce  qui  a  également  lieu 

influence  que  puisse  avoir  cette 


328  MECANIQUE  CELESTE. 

puissance  dépend  de  Texcentricité  e  de  Torbe  lunaire.  En  effet,  r 
étant  à  peu  près 

r^[i  —  e.  cos.(v — t^r)], 
la  fonction  précédente  donnera  le  terme 

Sauf.  TL     1  /  •    .  /i        A\ 

-7-4i .—.€.  COS.tiT  (sin'.S  —  -7-) . 

En  nommant  it  le  mouvement  du  périgée  lunaire,  il  en  résultera 
dans  la  valeur  de  6  le  terme 

Saq.TL      1      e.sin.«r 

Le  terme  de  V  dépendant  de  -7  produit  dans  la  valeur  de  6  le 
terme 

/   I       1     ^\     TL  /y    y.  COS.  A 

(aA_i.a(p)  ^^^.cos-0. — ^ — , 

f't  étant  le  mouvement  rétrograde  du  nœud.  Ainsi  en  nommant 
b  le  coefficient  de  cos.A  ou  de  la  nutation,  le  coefficient  de  sin.t? 
sera 

h^  t  L     1    (sin.g-^l)         gy        ,  ,    . 

coefficient  insensible,  car  i  est  à  peu  près  égal  à  ij\  -  est  envi- 
ron -r,  et  —  environ  77-;  et  les  expériences  du  pendule  prouvent 

que  cuj  doit  être  beaucoup  plus  petit  que  cth  —  ya^,  comme  on 
peut  le  voir  dans  le  livre  XL 

Relativement  au  soleil,  l'expression  de  &.  sin.tsr  est,  par  le  cha- 
pitre VII  du  second  livre,  composée  de  termes  de  la  forme 
c.  sin.(if H-  e).  Lagrange  a  donné  dans  les  Mémoires  de  TAcadémie 
de  Berlin  pour  Tannée  1782  les  valeurs  numériques  de  c  et  de  it, 
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d'après  des  suppositions  sur  les  masses  des  planètes,  qui  ne  sont 
pas  sans  doute  exactes,  mais  que  l'on  peut  regarder  comme  suffi- 
samment approchées  pour  notre  objet;  il  en  résulte  que  la  plus 

grande  des  valeurs  de  c  est  au-dessous  de  — ,  et  que  les  valeurs 

annuelles  de  it  difiFèrent  peu  de  ±5o''  sexagésimales.  En  adoptant 

pour  it  cette  valeur,  en  faisant  c  égal  à  — ;  observant  ensuite  que 

—  est  environ  —, et  que  la  formule  [a]  doit  être  divisée  par 

r,  24000         ^  ^^^  ^ 

le  rapport  de  l'action  de  la  lune  à  celle  du  soleil,  rapport  égal  à 
2,3  à  fort  peu  près,  on  trouve  que  la  formule  ((x)  est  au-dessous 
d'une  demi-seconde  sexagésimale  multipliée  par 

«9 


De  là  il  suit  que  ce  genre  d'inégalités  sera  toujours  insensible. 


TOME    ▼.  ^2 
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CHAPITRE  IL 


DE  LA  LIBRATION  DE  LA  LUNE. 


Notice  historique  des  travaux  des  astronomes  et  des  géomètres 

sur  cet  objet. 

5.  Les  anciens  avaient  reconnu  que  la  lune  nous  présente  tou- 
jours la  même  face  dans  son  mouvement  autour  de  la  terre;  mais, 
loin  de  s'en  étonner,  ils  regardaient  ce  phénomène  Comme  naturel 
à  tout  corps  qui  circule  autour  d'un  centre.  Cette  erreur,  ou  plu- 
tôt cette  illusion,  força  Copernic,  pour  maintenir  le  parallélisme 
de  l'axe  terrestre,  à  donner  à  cet  axe  un  mouvement  annuel  con- 
traire au  mouvement  de  la  terre  dans  son  orbite,  et  assujetti  aux 
mêmes  inégalités;  ce  qui  compliquait  beaucoup  son  système. 
Kepler  remarqua  le  premier  que  l'axe  de  rotation  d'un  globe  doit 
conserver  toujours  de  lui-même  une  situation  parallèle  dans  les 
divers  mouvements  du  centre  de  ce  globe.  Par  cette  remarque,  le 
système  de  Copernic  est  devenu  plus  simple;  ce  qui  lui  est  arrivé 
constamment  par  les  progrès  successifs  de  l'observation ,  de  l'ana- 
lyse et  de  la  dynamique,  progrès  qui  l'ont  enfin  élevé  au  plus 
haut  degré  de  simplicité  et  de  certitude.  En  étendant  la  remarque 
de  Kepler  à  la  lune,  le  phénomène  suivant  lequel  cet  astre  nous 
présente  toujours  le  même  hémisphère,  et  qui  semblait  si  naturel, 
devenait  très-difficile  à  expliquer.  Il  fallait  admettre  une  égalité 
rigoureuse  entre  la  durée  de  la  rotation  de  la  lune  et  la  durée  de 
sa  révolution  autour  de  la  terre,  égalité  dont  il  était  impossible 
alors  d'entrevoir  la  cause. 


LIVRE  QUATORZIÈME.  331 

Galilée  reconnut,  par  des  considérations  tirées  de  l'opticjue, 
que  rhémisphère  visible  de  la  lune  varie  sans  cesse  par  le  chan- 
gement de  sa  parallaxe  de  hauteur  et  de  sa  latitude,  et  il  s  en 
assura  par  Tobservation. 

Riccioli  reconnut  la  libration  en  longitude,  qu'il  expliqua,  ainsi 
qu  Hévelius,  par  la  supposition  que  la  lune  présente  toujours  la 
même  face  au  centre  de  son  orbite;  ce  qui  ne  donne  que  la  moitié 
de  cette  libration,  si  Ton  considère  l'orbite  comme  une  ellipse, 
mais  ce  qui  la  donne  tout  entière  si  l'on  considère,  avec  Riccioli, 
cette  orbite  comme  un  cercle  excentrique.  Newton,  dans  une 
lettre  écrite  à  Mercator  en  1 67  5 ,  donna  une  explication  semblable, 
en  faisant  mouvoir  uniformément  la  lune  autour  de  son  axe  de 
rotation  pendant  qu'elle  se  meut  inégalement  autour  de  la  terre; 
mais  il  supposait  l'axe  de  rotation  perpendiculaire  à  l'écliptique. 
Enfin,  Dominique  Cassini  reconnut,  par  l'observation,  que  cet 
axe  est  incliné  à  l'écliptique,  et  que  ses  nœuds  coïncident  tou- 
jours avec  les  nœuds  de  l'orbite  lunaire,  en  sorte  que  les  pôles  de 
cette  orbite,  de  l'écliptique  et  de  l'équateur  lunaire,  sont  constam- 
ment sur  un  même  cercle  de  latitude,  le  pôle  de  l'écliptique  étant 
entre  les  deux  autres.  Cassini,  par  cette  découverte,  l'une  des  plus 
importantes  qu'il  ait  faites,  et  qu'il  publia  en  1 693  dans  son  Traité 
de  l'origine  et  des  progrès  de  l'astronomie,  compléta  la  théorie 
astronomique  de  la  libration  de  la  lune. 

En  1 7^8,  Tobie  Mayer  confirma  la  théorie  de  Cassini  par  une 
suite  nombreuse  d'observations  dont  il  calcula  les  résultats  suivant 
un  procédé  fort  ingénieux;  seulement  il  trouva  l'inclinaison  de 
l'équateur  lunaire  à  l'écliptique  moindre  que  Cassini;  mais  il  as- 
sure que  des  observations  faites  du  temps  de  ce  grand  astronome 
donnent  l'inclinaison  qu'il  trouva  en  1748. 

Lalande,  en  1764,  parvint,  au  moyen  de  nouvelles  observa- 
tions, aux  résultats  de  Mayer.  MM.  Bouvard  et  Arago  voulurent 
bien,  à  ma  prière,  entreprendre,  en  1806,  une  nouvelle  suite 

42. 
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d'observations  qui  fut  continuée  par  MM.  Bouvard  et  Nicollet,  et 
qui  par  le  nombre  et  la  précision  des  observations  surpasse  les 
précédentes  et  confirme  Tinvariabilité  de  l'inclinaison  de  l'équateur 
lunaire  à  l'écliptique,  et  la  coïncidence  constante  de  ses  nœuds 
avec  ceux  de  l'orbe  lunaire. 

Newton  parle  de  la  libration  de  la  lune  dans  les  propositions 
XVII  et  XXXVIII  du  troisième  livre  de  son  ouvrage  des  Principes. 
Dans  la  proposition  XVII  de  la  première  édition,  antérieurement 
à  la  publication  du  traité  de  Cassini,  il  attribue  la  libration  en 
latitude  à  l'inclinaison  de  l'axe  de  rotation  de  la  lune  au  plan  de 
son  orbite  ;  dans  la  troisième  édition ,  il  l'attribue  à  la  latitude  de 
la  lune,  et  à  l'inclinaison  de  son  axe  sur  l'écliptique,  inclinaison 
que  le  traité  de  Cassini  avait  fait  connaître. 

C'est  dans  la  proposition  XXXVIII  du  troisième  livre,  que 
Newton  parle  de  la  cause  physique  de  la  libration  de  la  lune.  Il 
détermine  d'abord  la  figure  de  la  lune,  qu'il  considère  comme  un 
ellipsoïde  de  révolution  homogène  et  fluide.  Il  trouve  que  son 
grand  axe  doit  être  dirigé  vers  la  terre,  et  qu'il  surpasse  d'environ 
soixante  mètres  le  diamètre  de  son  équateur.  Ce  grand  géomètre 
n'a  point  eu  égard  à  la  force  centrifuge  due  au  mouvement  de  ro- 
tation de  la  lune,  sans  doute  parce  qu'il  la  jugeait  insensible  re- 
lativement aux  forces  résultantes  de  l'attraction  terrestre.  Mais  elle 
est  du  même  ordre,  et  elle  change  la  figure  de  la  lune  supposée 
fluide  et  homogène,  dans  un  ellipsoïde  qui  n'est  pas  de  révolu- 
tion et  dont  Taxe  de  rotation  est  le  plus  petit  axe.  L'axe  moyen 
et  le  grand  axe  sont  dans  le  plan  de  l'équateur,  et  le  plus  grand 
axe  est  dirigé  vers  la  terre  :  l'excès  du  plus  grand  sur  le  plus  petit 
axe  est  quadruple  de  l'excès  de  l'axe  moyen  sur  le  plus  petit  axe, 

et  environ —  de  ce  petit  axe.  «  C'est  ce  gui  fait,  dit  Newton, 

27640  ^  ^  '  ' 

«  que  la  lune  présente  toujours  le  même  côté  à  la  terre,  car  elle 
«  ne  peut  être  en  repos  dans  une  autre  position;  mais  elle  doit  re- 
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«  tourner  sans  cesse  à  celle-là  en  oscillant.  »  Cela  suppose  que  le 
moyen  mouvement  de  rotation  de  la  lune  est  rigoureusement  égal 
à  son  moyen  mouvement  de  révolution.  Il  y  a  une  invraisem- 
blance infinie  à  supposer  que  cette  égalité  rigoureuse  a  eu  lieu  à 
l'origine;  en  sorte  que  Ton  peut  regarder  comme  certain  qu'il  y  a 
eu  primitivement  une  très-petite  différence  entre  ces  mouvements, 
et  que  l'attraction  de  la  terre  a  établi  et  maintient  constamment 
entre  eux  une  rigoureuse  égalité.  Newton  n'a  point  considéré  cet 
effet  de  l'attraction  terrestre,  qu'il  aurait  pu  cependant  recon- 
naître par  un  de  ces  concepts  au  moyen  desquels  il  a  souvent 
suppléé  à  l'état  d'imperfection  où  était  de  son  temps  l'analyse  de 
l'infini ,  pour  arriver  à  des  résultats  que  cette  analyse  perfection- 
née a  confirmés  et  généralisés.  Concevons  que  l'on  transporte  à 
chaque  instant  le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  la  lune  à 
toutes  ses  parties  et  à  la  terre;  ce  centre  sera  immobile,  et  la  terre 
tournera  autour  de  lui  avec  une  vitesse  angulaire  que  nous  sup- 
poserons uniforme.  Donnons  au  sphéroïde  lunaire  un  mouvement 
moyen  angulaire  de  rotation  égal  à  cette  vitesse.  Si  son  grand  axe 
eût  été,  à  l'origine,  sur  le  rayon  mobile  qui  joint  les  centres  de  la 
lune  et  de  la  terre,  et  qu'au  premier  instant  il  l'eût  exactement 
suivi,  il  ne  s'en  serait  jamais  écarté.  Mais  s'il  y  avait  eu,  au  pre- 
mier instant,  une  très-petite  différence  entre  les  vitesses  angu- 
laires du  rayon  vecteur  et  de  l'axe  du  sphéroïde,  ces  deux  lignes 
se  seraient  successivement  écartées  l'une  de  l'autre;  mais,  à  cause 
de  l'extrême  petitesse  que  nous  supposons  à  cette  différence,  l'at- 
traction terrestre,  tendant  sans  cesse  à  ramener  l'axe  sur  le  rayon, 
aurait  fini  par  la  diminuer.  On  voit  à  priori,  et  un  calcul  fort 
simple  prouve  que  l'axe  doit  alors  osciller  sans  cesse  de  part  et 
d'autre  du  rayon  vecteur,  dans  des  limites  d'autant  plus  rappro- 
chées, que  la  différence  primitive  des  vitesses  de  l'axe  et  du  rayon 
aura  été  plus  petite.  La  vitesse  angulaire  de  rotation  du  grand 
axe  ou  de  la  lune  variera  donc  sans  cesse  :  sa  valeur  moyenne  sera 
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la  vitesse  moyenne  angulaire  de  révolution  de  la  lune,  dont  elle  a 
pu  différer  primitivement  d'une  quantité  arbitraire^  mais  extrê- 
mement petite;  ce  qui  fait  disparaître  finvraisemblance  infinie 
d'une  égalité  rigoureuse  à  l'origine. 

D'Alembert  appliqua  ses  formules  de  la  précession  des  équi- 
noxes  à  la  libration  de  la  lune.  Mais  ce  grand  géomètre,  qui  avait 
si  bien  senti  l'influence  de  la  rapidité  du  mouvement  de  rotation 
de  la  terre  sur  les  mouvements  de  nutation  et  de  précession  de 
son  équateur,  ne  fit  pas  attention  aux  changements  que  la  lenteur 
du  mouvement  de  rotation  de  la  lune,  et  surtout  la  circonstance 
de  l'égalité  de  ce  mouvement  à  celui  de  la  révolution,  doivent 
produire  dans  les  mouvements  de  précession  et  de  nutation;  ce 
qui  le  conduisit  à  des  résultats  inexacts. 

L'Académie  des  sciences  ayant  proposé,  pour  le  sujet  du  prix 
de  mathématiques  qu'elle  devait  décerner  en  1764,  la  théorie 
de  la  libration  de  la  lune,  Lagrange  remporta  ce  prix.  Sa  pièce 
est  remarquable  par  une  profonde  analyse,  et  surtout  par  l'union 
du  principe  de  dynamique  de  d'Alembert  avec  le  principe  des 
vitesses  virtuelles  de  Jean  Bernoulli;  ce  qui  réduit  de  la  manière 
la  plus  générale  et  la  plus  simple  la  recherche  des  mouvements 
d'un  système  de  corps  à  l'intégration  des  équations  difierentielles  : 
alors  l'objet  de  la  mécanique  est  rempli  et  l'analyse  doit  achever 
la  solution  des  problèmes;  c'est  ce  que  Lagrange  a  fait  voir  en 
détail  dans  sa  Mécanique  analytique.  Ce  grand  géomètre,  dans 
sa  pièce,  détermine  d'abord  la  libration  de  la  lune  en  longitude. 
Il  prouve  que  dans  le  cas  où  il  y  aurait  eu,  à  l'origine,  une  très- 
petite  dififérence  entre  les  mouvements  de  rotation  et  de  révolu- 
tion de  la  lune,  l'attraction  terrestre  a  sufii  pour  établir  entre  ces 
mouvements  une  égalité  rigoureuse.  Cette  difl'érence  primitive  a 
fait  naître  un  mouvement  d'oscillation  du  grand  axe  du  sphéroïde 
lunaire,  dirigé  vers  la  terre,  de  part  et  d'autre  du  rayon  vecteur 
de  la  lune.  Lagrange  détermine  les  lois  de  ce  mouvement,  ainsi 
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que  les  petites  inégalités  du  mouvement  de  rotation  correspon- 
dantes aux  inégalités  du  mouvement  de  révolution.  Passant  ensuite 
à  la  libration  de  la  lune  en  latitude,  il  donne  les  équations  diffé- 
rentielles de  riuclinaison  de  Téquateur  lunaire  et  du  mouvement 
de  ses  nœuds.  Mais  ayant  négligé,  en  les  intégrant,  comme  on  le 
peut  relativement  à  Técpiateur  terrestre,  les  différences  secondes, 
ce  qui,  par  ce  qui  précède,  simplifie  considérablement  Tintégra- 
tion  de  ces  équations,  il  ne  put  expliquer  le  phénomène  singulier 
de  la  coïncidence  des  nœuds  de  Téquateur  et  de  Torbite  lunaire  : 
seulement,  il  trouva  que  cette  coïncidence  existe  dans  un  cas 
particulier  qui  fait  entrevoir  sa  possibilité  dans  le  cas  général. 
Mais  les  inégalités  arbitraires  introduites  par  l'intégration  com- 
plète des  équations  aux  différences  secondes  peuvent  seules  expli- 
quer comment,  dans  le  cas  infiniment  vraisemblable  dune  très- 
petite  différence  initiale  entre  les  positions  des  nœuds  de  Torbite 
et  de  Téquateur  lunaire,  l'attraction  terrestre  établit  et  maintient 
la  coïncidence  de  leurs  nœuds  moyens.  Lagrange,  dans  les  Mé- 
moires de  l'Académie  de  Berlin  pour  l'année  1780,  reprit  la 
théorie  de  la  libration  de  la  lune  au  moyen  d'une  très-belle  ana- 
lyse :  il  expliqua  de  la  manière  la  plus  heureuse  la  coïncidence 
des  nœuds  moyens  de  l'équateur  et  de  l'orbite  lunaire,  et  il  déter- 
mina la  loi  des  oscillations  du  nœud  vrai  de  l'équateur  lunaire 
autour  de  son  nœud  moyen. 

Il  restait,  pour  compléter  la  théorie  de  la  lune,  à  déterminer 
l'influence  des  grandes  inégalités  séculaires  des  mouvements  de  la 
lune,  sur  les  phénomènes  de  sa  libration  :  c'est  ce  que  j'ai  fait 
dans  le  chapitre  11  du  cinquième  livre.  Les  inégalités  séculaires  de 
son  mouvement  de  révolution  s'élevant  à  plusieurs  circonférences 
devraient  à  la  longue  présenter  à  la  terre  toutes  les  parties  de 
sa  surface.  Mais  je  démontre  que  l'attraction  de  la  terre  sur  le 
sphéroïde  lunaire  donne  au  mouvement  de  rotation  de  ce  sphé- 
roïde les  inégalités  séculaires  de  son  mouvement  de  révolution,  et 
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rend  invisible  à  jamais  Thémisphère  opposé  à  celui  qu  elle  nous 
présente.  Je  fais  voir  encore  que  cette  même  attraction  maintient 
les  mêmes  inclinaisons  moyennes  de  l'équateur  et  de  l'orbite 
lunaire  sur  Técliptique  vraie  et  la  coïncidence  de  leurs  nœuds  au 
milieu  des  mouvements  séculaires  de  cette  écliptique.  Ce  résultat 
est  analogue  à  celui  que  l'attraction  du  soleil  et  de  la  lune  sur  le 
sphéroïde  terrestre  produit,  en  réduisant  au  quart  environ  les 
variations  séculaires  de  l'obliquité  de  l'écliptique  et  de  la  lon- 
gueur de  Tannée,  qui  auraient  lieu  par  l'action  des  planètes  si 
la  terre  était  sphérique,  et  qui  deviendraient  insensibles  si  le 
mouvement  des  équinoxes  était  aussi  rapide  que  celui  des  nœuds 
de  l'orbite  lunaire. 

En  discutant  avec  un  soin  particulier  les  inégalités  de  la  libra* 
tion  en  latitude,  M.  Poisson  a  reconnu  une  petite  inégalité  qui 
dépend  de  la  différence  en  longitude  du  nœud  et  du  périgée 
lunaire.  Un  nouvel  examen  de  la  théorie  de  la  libration  m'a  fait 
voir  ensuite  que  rien  de  sensible  n'avait  été  omis;  en  sorte  que 
cette  théorie  ne  laisse  maintenant  à  désirer  qu'une  longue  suite 
d'observations,  au  moyen^  desquelles  on  puisse  déterminer  avec 
précision  les  quantités  inconnues  que  cette  théorie  renferme,  et 
surtout  les  rapports  des  moments  d'inertie  des  trois  axes  princi- 
paux du  sphéroïde  lunaire.  C'est  dans  cette  vue  que  j'avais  invité 
les  astronomes  de  l'Observatoire  royal  à  vouloir  bien  entreprendre 
cette  suite  d'observations,  et  à  la  comparer  aux  formules  de  la  théo- 
rie. M.  Nicollet  a  exécuté  ce  travail  important  en  y  employant  cent 
soixante  et  quatorze  observations  faites  par  lui  et  par  MM.  Bou- 
vard et  Arago.  L'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  à  l'écliptique, 
qu'il  trouve  en  degrés  sexagésimaux  de  i^aS'^ô",  et  qui  ne  diffère 
que  de  lô''  de  celle  que  Mayer  avait  trouvée,  est  une  donnée  pré- 
cieuse en  ce  qu'elle  détermine  avec  beaucoup  d'exactitude  les  rap- 
ports des  moments  d'inertie  du  plus  grand  et  du  plus  petit  axe  du 
sphéroïde  lunaire.  La  plus  sensible  des  inégalités  de  la  libration 
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est  Tinégaiité  de  ia  libration  en  longitude,  dépendante  du  sinus 
de  Tanomalie  moyenne  du  soleil.  M.  Nicollet  trouve  en  secondes 
sexagésimales,  4'48\7  pour  le  coefficient  de  cette  inégalité,  qui 
donne  le  rapport  des  moments  d'inertie  du  plus  grand  axe  et  de 
Taxe  moyen  du  sphéroïde  lunaire.  Mais  pour  que  Ton  puisse 
compter  sur  ce  rapport,  il  faut  un  nombre  plus  grand  encore 
d'observations. 

Remarques  sur  la  théorie  de  la  libration  de  la  lune. 

6.  Les  formules  que  j'ai  données  dans  le  chapitre  ii  du  cin- 
quième livre  me  paraissent  laisser  peu  de  chose  à  désirer.  Il  y  a 
quelques  fautes  d'impression,  dont  je  donnerai  Y  errata  à  la  fin  de 
ce  volume. 

L'expression  de  la  libration  en  latitude  renferme  une  petite 
inégalité  qui,  pouvant  devenir  sensible  dans  des  observations 
exactes,  mérite  d'être  considérée.  Pour  la  déterminer,  nous  trans- 
porterons à  la  lune  les  expressions  de  dp,  dq  et  dr  du  n""  2,  et 
nous  observerons  que,  l'inclinaison  de  l'équateur  lunaire  à  Téclip- 
tique  étant  très-petite,  nous  pouvons  négliger  son  carré  et  son 
produit  par  le  carré  de  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire.  Cela  posé, 
on  aura  par  le  n""  2 

Adq  +  {C^B).prdt=^^^{C--B)sin.{v-(p)[d.s^^^^ 

Bdr+{A-C).p<jdt=^^^{A-C)cos.{v-f)[d.sm.v-hy.s\n.v]: 

L  est  ici  la  terre,  v  est  sa  longitude,  vue  de  la  lune  et  rapportée 
au  nœud  de  l'orbite  lunaire,  en  sorte  que  y.  sin.  u  est  sa  latitude, 
vue  pareillement  de  la  lune.  Soit 

6.  sin. 9  =^^       ^-  cos.^  =  s. 

Tom  ▼. 
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On  aura  par  le  n°  2 

''~~     dt      dt' 

ds' 

1=^  -Tt — 'P' 


ii 
dt 


'•=■"    w  -'P- 


Les  équations  différentielles  précédentes  relatives  à  dq  et  dr 
deviendront,  en  y  substituant  m  pour  p,  et  en  négligeant  les  dif- 
férentielles *  jf  6*  *'  jf»  ce  que  l'on  peut  faire  ici, 

dds'       (À+B-C)       ds       (C-B)     ,, 
de  A        '^  dt  A     '^^ 

=  -r7.— j— ^.sin.(v — ^)  [s.sin.[v — ^p)-f-A-. cos.(v — ^)  -l-y. sin.v], 

dds        (A+B-C)        ds'        m^(C-A) 
IF  B '"^df^ B ' 

=  -7T'     u    »cos.(v-  ^)[5'.sin.(v — (p)-i-s.cos.[v — ^)  -4-y.sin.v]. 

V — (p  est,  comme  on  le  voit  dans  le  chapitre  ii  du  cinquième 
livre,  un  très-petit  angle,  en  sorte  qu'on  peut  le  supposer  nul,  et 
faire  son  cosinus  égal  à  Tunité. 

Sin.(v  —  <^)  contient  à  très-peu  près,  par  le  chapitre  ii  du  cin- 
quième livre,  le  terme  2e.  sin.  [mt  —  txr),  e  étant  Texcentricité  de 
l'orbe  lunaire,  txr  étant  la  longitude  de  son  périgée,  les  angles  mt 
et  ^  étant  comptés  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  lunaire.  Le 
second  membre  de  la  première  des  deux  équations  précédentes 
contient  donc  le  terme 

3m\^— ^ — ^  (y-^^)  2^.  sin.(/nf  —  ^)s\n.mt, 
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et  par  conséquent  celui-ci 

3/nV  ^    "7    ^  [y  -f-  0)  e.  cos.«. 

On  trouvera,  de  la  même  manière,  que  le  second  membre  de  la 
deuxième  des  mêmes  équations  contient  le  terme 

(A—C) 
lm\  ^   ^    ^  (^"+"7)  3^-  cos.(m« — «)  sin.mf+Qe.sin.(mt — «)  cos.  mt, 

et  par  conséquent  celui-ci 

3m'(y4— C)//j   .     V 

ft —  K^'^y)  ^'  sm.«; 

ces  deux  équations  deviennent  ainsi,  en  ne  considérant  dans  leurs 
seconds  membres  que  ces  termes, 

_ddl_  [A+B^C)       ds       [C^B)     .  , 
dv  A        '^ir       ~Â~'^^ 

=      3m'.  ^—2 — ■  (y  -+-  ^)  ^-  cos.«, 

dds  _  {A+B-~C)       dl        m^{C-A) 
dv  B        '^  dt  '^        B       '^ 

=  —  3/n*.  ^ — j^  (^■+"7)  ^-  sin.«, 

"0  étant  rapporté  au  nœud  ascendant  de  Torbite  lunaire.  La  lon- 
gitude du  périgée  de  la  terre  vue  de  la  lune  est  la  longitude  du 
périgée  de  la  lune  vue  de  la  terre,  moins  la  demi-circonférence 
de  f  orbite  lunaire.  Si  l'on  suppose  it-f-L  la  longitude  de  ce  der- 
nier périgée  rapportée  à  un  point  fixe,  et  0 — g't  la  longitude  du 
nœad  rapportée  au  même  point,  on  aura 

«  =  (  i  -hg)  t  -+-  L  —  0  —  la  demi-circonférence  ; 

43. 
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alors  m.  ^   ^    '  et  m.  ^— -j — '  étant  fort  petits  par  rapport  à  m.{i+g') , 

on  aura  à  fort  peu  près 

5'=  3m«.  i^) .  fe±^ .  cos.[(i+^')  «-+- L- 0]. 

0  étant,  par  le  chapitre  ii  du  cinquième  livre,  égal  à 

3m(A~C)y 
3m{A^C)+2Ag'' 

on  aura  par  ce  même  chapitre,  pour  les  expressions  complètes 
s  et  de  s, 

_H3iii'.^-^.fct^'.sin.[(i-i-^')«  +  L-0], 

_^  3m-.  (^) . fe±^ .  cos.[(i -i-^') t -4- L- 0]. 

M.  NicoUet  a  trouvé,  par  la  comparaison  de  cent  soixante  et 
quatorze  observations  de  la  libration  de  la  lune  en  longitude,  et 
d*un  même  nombre  d'observations  de  la  libration  en  latitude, 
Tinclinaison  0  de  Téquateur  lunaire  à  Técliptique,  en  degrés 
sexagésimaux,  égale  à  i^'^S'^b^  ce  qui  ne  diffère  que  de  i5'  du 
résultat  de  Mayer,  et  il  en  a  conclu 

—p—  =0,00059701. 
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11  a  trouvé,  par  les  mêmes  observations,  Téquation  de  la  libration 
en  longitude  dépendante  de  l'anomalie  du  soleil  égale  à 

4'49\7.sin.(anomalie  moyenne  du  soleil), 

et  il  en  a  conclu 

— — -  =  0,000663916. 

îllais  cette  valeur  de  — p—  n  est  pas  aussi  sûre  que  celle  de  — jr- , 

à  cause  de  la  petitesse  de  Téquation  de  la  libration  en  longitude. 
Un  nombre  plus  grand  encore  d'observations  déterminera  plus 
euctement  cette  valeur,  et  alors  la  théorie  physique  de  la  libra- 
tion de  la  lune  sera  complète. 
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CHAPITRE  m. 


DES    ANNEAUX    DE    SATURNE. 


Notice  historique  des  travaux  des  astronomes  et  des  géomètres 

sur  cet  objet. 

Galilée  observa  le  premier  Tanneau  de  Satuffae.  Il  k  vit^  dans 
se&  faibles  lunettes,  sous  la  forme  de  deux. corps  lumineux  co]>- 
tigus  à  deux  parties  opposées  de  la  surface  de  la  planète.  Quel* 
quefois  Saturne  lui  parut  rond  comme  les  autres  planètes.  Ces 
apparences  singulières  furent  ensuite  observées  par  d*autres  astro- 
nomes. Enfin,  Huygens  les  ayant  suivies  au  moyen  d'excellents 
objectifs  quil  avait  construits  lui-même,  en  découvrit  les  lois  et 
la  cause.  Il  fit  voir  que  Saturne  est  environné  d'un  anneau  large 
et  dune  très-mince  épaisseur,  suspendu  autour  de  lui  à  une  petite 
distance,  et  incliné  à  son  orbite  dun  douzième  environ  de  la 
circonférence,  ce  qui  lui  donne  une  forme  apparente  elliptique. 
Cet  anneau  disparaît  toutes  les  fois  que  le  soleil  ou  la  terre  tra- 
versent son  plan  ;  il  ne  nous  transmet  alors  de  lumière  que  par 
ses  bords,  trop  minces  pour  être  aperçus.  L'accord  de  cette  théorie 
avec  toutes  les  disparitions  et  toutes  les  réapparitions  de  Tanneau 
observées  depuis  Huygens  ne  laisse  aucun  doute  sur  sa  réalité. 
Jacques  Cassini  reconnut  la  division  de  l'anneau  en  deux  anneaux 
distincts.  Short  crut  en  apercevoir  un  plus  grand  nombre.  Mais 
Herschel,  avec  ses  puissants  télescopes,  qui  lui  ont  toujours  fait 
voir  les  bords  éclairés  de  l'anneau  lorsqu'il  avait  disparu  pour  les 
autres  observateurs,  n'y  a  vu,  comme  Cassini,  que  deux  anneaux 
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situés  dans  un  même  plan,  séparés  par  un  très-petit  intervalle, 
et  dont  Textérieur  a  moins  de  largeur  et  une  lumière  moins  vive 
que  Tintérieur.  Dans  le  mois  de  juin  1 790,  il  présenta  à  la  Société 
royale  de  Londres  une  série  d'observations,  d'où  il  conclut  la 
durée  de  la  rotation  de  l'anneau  intérieur  de  Saturne,  d'environ 
dix  heures  et  demie  sexagésimales.  Il  avait  présenté  à  la  Société 
royale,  en  novembre  1789,  une  suite  d'observations  qui  lui  don- 
naient la  durée  de  la  rotation  de  Saturne  presque  égale  à  celle  de 
l'anneau,  et  plus  petite  seulement  de  seize  minutes  sexagésimales. 
Ces  deux  résultats  ont  été  publiés  dans  le  volume  des  Transactions 
philosophiques  pour  l'année  1 790,  et  qui  parut  en  1791. 

Maintenant,  par  quel  mécanisme  les  anneaux  de  Saturne  se 
maintiennent-ils  suspendus  autour  de  la  planète?  S'ils  l'étaient  par 
la  seule  force  de  cohésion,  leurs  diverses  parties  se  détacheraient 
à  la  longue,  les  unes  des  autres,  et  finiraient  par  se  précipiter  sur 
Saturne,  ou  par  former  autant  de  satellites;  et  comme  c^la  n'est 
point  arrivé,  il  est  naturel  d'en  conclure  que  leur  suspension  re- 
pose prinâpalement  sur  les  lois  de  l'équilibre  des  fluides.  C'est 
ainsi  que  Maupertuis  les  a  considérés  dans  l'explication  ingénieuse 
de  ce  phénomène,  qu'il  a  donnée  dans  son  Discours  sur  la  figure 
des  astres.  Il  conçoit  chaque  molécule  d'un  anneau  fluide,  sollici- 
tée vers  le  centre  de  la  planète  et  vers  un  point  intérieur  de  la 
figure  génératrice  de  l'anneau  :  je  nomme  ainsi  la  section  de  l'an- 
neau par  un  plan  mené  perpendiculairement  à  son  plan,  et  pas- 
sant par  le  centre  de  Saturne.  En  combinant  ces  deux  tendances 
de  la  molécule,  avec  la  force  centrifuge  due  à  une  rotation  de 
l'anneau  dans  son  plan,  autour  du  centre  de  Saturne,  il  déter- 
mine la  figure  que  l'anneau  doit  prendre  pour  l'équilibre  de 
toutes  ses  parties.  Mais,  dans  la  nature,  chaque  molécule  de  l'an- 
neau ne  tend  point  uniquement  vers  deux  points;  elle  a  un  nombre 
infini  de  tendances  vers  les  autres  molécules  de  l'anneau  et  vers 
la  planète.  C'est  en  combinant  toutes  »ce8  tendances  avec. la  force 
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centrifuge,  qu'il  faut  déterminer  la  figure  d'équilibre  de  la  section 
génératrice  de  l'anneau.  Tel  est  le  problème  que  je  me  suis  pro- 
posé dans  un  mémoire  inséré  dans  le  volume  des  Mémoires  de 
l'Académie  des  sciences  de  1787,  qui  parut  au  mois  de  février 
1 789.  J*ai  prouvé  dans  ce  mémoire,  et  ensuite  dans  le  troisième 
livre,  qu'un  anneau  fluide  peut  se  maintenir  en  équilibre  autour 
de  Saturne  en  vertu  de  l'attraction  mutuelle  de  ses  molécules  com- 
binée avec  un  mouvement  de  rotation,  si  la  figure  génératrice  de 
l'anneau  est  une  ellipse  aplatie  dont  le  grand  axe  est  dirigé  vers 
le  centre  de  Saturne.  La  durée  de  la  rotation  doit  être  alors  la 
même  que  celle  de  la  révolution  d'un  satellite  dont  la  distance  au 
centre  de  Saturne  serait  celle  du  centre  de  la  figure  génératrice 
au  même  point  :  j'en  avais  conclu  que  cette  durée  était  d'environ 
n  de  jour,  avant  qu'Herschel  l'eût  reconnue  par  l'observation. 

J'ai  remarqué  ensuite  cpie  si  l'anneau  était  parfaitement  sem- 
blable dans  toutes  ses  parties,  les  centres  de  la  planète  et  de  l'an- 
neau se  repousseraient  mutuellement,  pour  peu  qu'ils  cessassent 
de  coïncider,  ce  qui  devrait  nécessairement  arriver  par  les  attrac- 
tions étrangères.  Le  centre  de  l'anneau  décrirait  donc  alors  une 
courbe  convexe  vers  le  centre  de  la  planète,  et  l'anneau  finirait 
par  atteindre  la  surface  de  la  planète  à  laquelle  il  se  réunirait.  Il 
est  donc  nécessaire,  pour  la  stabilité  de  son  équilibre,  que  ses 
figures  génératrices  soient  dissemblables  et  que  son  centre  de  gra- 
vité ne  coïncide  point  avec  son  centre  de  figure.  Dans  ce  cas, 
l'équilibre  de  la  masse  fluide  ne  sera  point  sensiblement  troublé 
si  les  changements  des  ellipses  génératrices  ne  deviennent  sen- 
sibles qu'à  des  distances  respectives  beaucoup  plus  grandes  que 
les  grands  axes  de  ces  ellipses. 

Les  deux  anneaux  de  Saturne  placés  à  des  distances  di£Pérentes 
de  la  planète  doivent,  par  l'action  du  soleil,  avoir  des  mouve- 
ments di£Pérents  de  précession  qui,  si  rien  ne  s'y  opposait,  chan- 
geraient continuellement  la  position  respective  de  leurs  pians;  ces 
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plans  ne  coïncideraient  donc  sensiblement  que  pendant  de  courts 
intervalles.  Il  est  contre  toute  vraisemblance  de  supposer  que  les 
anneaux  de  Saturne  ont  été  découverts  dans  un  de  ces  intervalles; 
il  est  donc  très-probable  qu'il  existe  une  cause  qui  maintient  ces 
anneaux  à  peu  près  dans  un  même  plan,  quoique  Taction  du 
soleil  tende  sans  cesse  à  les  en  écarter.  J'ai  annoncé  comme  un 
résultat  de  la  théorie  de  la  pesanteur,  dans  le  volume  cité  de 
l'Académie  des  sciences,  que  cette  cause  est  l'aplatissement  du 
sphéroïde  de  Saturne,  produit  par  un  mouvement  rapide  de  ro- 
tation de  cette  planète,  mouvement  qu'Herschel  a  confirmé  depuis 
par  l'observation.  L'analyse  fait  voir  qu'en  supposant  les  anneaux 
peu  inclinés  au  plan  de  féquateur  de  Saturne,  cet  aplatissement 
les  maintient  toujours  à  peu  près  dans  ce  plan,  dont  faction  du 
soleil  tend  à  les  écarter.  En  même  temps  que  ces  anneaux  tournent 
autour  de  leurs  centres  de  gravité,  ces  centres  se  meuvent  autour 
du  centre  de  la  planète.  De  là  naissent  dans  les  positions  respec- 
tives des  plans  des  anneaux,  des  variations  continuelles  qui  pro- 
duisent dans  la  manière  dont  ils  sont  éclairés  par  le  soleil,  vers 
leurs  apparitions  et  leurs  disparitions,  et  dans  celle  dont  ils  se 
présentent  à  f observateur,  des  différences  propres  à  expliquer 
les  apparences  singulières  que  f  on  a  quelquefois  observées.  Telle 
est  la  disparition  d'une  des  anses  avant  f  autre,  qui  continue  de 
paraître  du  même  côté  de  la  planète  pendant  une  et  même 
plusieurs  périodes  de  la  rotation  de  fanneau.  Tels  sont  encore 
ces  points  lumineux  qui  semblent  immobiles,  et  qui  ont  porté 
quelques  observateurs  à  douter  de  la  rotation  des  anneaux,  dont 
cependant  la  nécessité  est  démontrée  par  les  lois  de  la  méca- 
nique. 

Suivant  les  observations  d'Herschel,  la  durée  de  la  rotation  de 
lanneau  est  de  oJ,438;  celle  de  Saturne  est  de  0^,427,  presque 
égale  à  la  précédente,  mais  un  peu  plus  petite,  comme  cela  doit 
être  suivant  fhypothèse  que  j'ai  proposée  sur  la  formation  des 
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planètes,  des  satellites  et  des  anneaux.  Dans  cette  hypothèse,  les 
satellites  et  les  anneaux  de  Saturne  ont  été  formés  par  les  zones 
que  l'atmosphère  de  la  planète  a  successivement  abandonnées  à 
mesure  qu  elle  s'est  resserrée  en  se  refroidissant.  Le  mouvement 
de  rotation  de  Saturne  s'est  accéléré  de  plus  en  plus  en  vertu  du 
principe  des  aires.  La  durée  de  la  rotation  d'une  planète  doit 
donc  être,  d'après  cette  hypothèse,  plus  petite  que  la  durée  de 
la  révolution  du  corps  le  plus  voisin  qui  circule  autour  d'elle;  ce 
qui  a  lieu  pareillement  pour  le  soleil,  relativement  aux  planètes, 
qui  sont  toutes  les  produits  des  zones  abandonnées  successive- 
ment par  l'atmosphère  solaire.  Tout  cela,  confirmé  par  l'obser- 
vation, augmente  la  probabilité  que  beaucoup  de  phénomènes 
singuliers  du  système  solaire  donnent  à  l'hypothèse  dont  il  s'agit, 
comme  on  peut  le  voir  dans  l'Exposition  du  Système  du  monde. 
On  conçoit  que,  dans  cette  hypothèse,  l'anneau  intérieur  de 
Saturne  étant  fort  voisin  de  la  planète,  la  durée  de  sa  rotation 
ne  doit  surpasser  que  très-peu  celle  de  la  rotation  de  Saturne.  En 
considérant  combien  la  différence  observée  entre  ces  durées  est 
petite,  il  est  difficile  de  ne  pas  admettre  que  l'atmosphère  de  Sa- 
turne s'est  étendue  jusqu'à  ses  anneaux,  et  qu'ils  ont  été  formés 
par  la  condensation  de  ses  couches. 


LIVRE  QUINZIEME. 

DU  MOUVEMENT  DES  PLANETES  ET  DES  COMETES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

NOTICE  HISTORIQUE  DES  TRAVAUX  DES  GÉOMÈTRES  SUR  CET  ORJET. 


1.  Les  anciens  asironomes,  et  spécialement  Hipparque  et  Pto- 
iémée,  déterminèrent  les  mouvements  apparents  des  astres.  Ils 
essayèrent  de  les  représenter  par  des  mouvements  circulaires  et 
uniformes  qu*ils  jugeaient  être  les  plus  parfaits,  et  devoir  ainsi  ap- 
partenir aux  corps  célestes;  n'attribuant,  par  une  bizarrerie  de 
Tesprit  humain,  aucune  imperfection  des  corps  terrestres  à  ces 
xnémes  astres,  dont  cependant  ils  subordonnaient  Texistence  à  la 
terre.  La  complication  des  cercles  qu'ils  avaient  imaginés,  et  qu  ils 
multipliaient  à  chaque  inégalité  que  l'observation  faisait  découvrir, 
vivait  frappé  de  bons  esprits  et  leur  avait  inspiré  des  doutes  sur  le 
système  de  Ptolémée.  Elle  engagea  Copernic  à  rechercher  un 
moyen  plus  simple  d'expliquer  les  mouvements  célestes.  Considé- 
rant que  plusieurs  anciens  philosophes  avaient  fait  tourner  la  terre 
sur  dle-méme  et  autour  du  soleil,  il  appliqua  cette  hypothèse  aux 
phénomènes,  et  il  reconnut  que  le  mécanisme  de  l'univers  en 
devenait  beaucoup  plus  simple.  Elle  affranchissait  la  sphère  des 
éb^es  de  Tinconcevable  vitesse  que  sa  révolution  diurne  donnait, 
dans  le  système  de  Ptolémée,  à  ces  astres,  dont  on  connaissait  déjà 
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le  grand  éloignement.  Les  mouvements  rétrogrades  des  planètes 
n'étaient  que  de  simples  apparences  produites  par  leur  mouve- 
ment réel,  combiné  avec  celui  de  la  terre;  et  le  mouvement  géné- 
ral du  ciel,  d'où  résulte  la  précession  des  équinoxes,  se  réduisait 
à  un  mouvement  fort  lent  dans  Taxe  terrestre.  Mais,  pour  expli- 
quer les  inégalités  des  mouvements  réels,  Copernic  adopta  l'an- 
cienne hypothèse  des  mouvements  circulaires  et  uniformes.  Kepler, 
après  avoir  essayé  longtemps  et  inutilement  de  représenter  dans 
cette  hypothèse  les  observations  de  Tycho-Brahé  sur  la  planète 
Mars,  reconnut  enfin  qu'elle  se  meut  dans  une  ellipse  dont  le  centre 
du  soleil  occupe  un  des  foyers,  et  que  son  rayon  vecteur  trace 
autour  de  ce  point  des  aires  proportionnelles  au  temps.  Il  étendit 
ces  résultats  à  la  terre  et  aux  autres  planètes,  et  il  découvrit  que 
toutes  leurs  ellipses  sont  liées  entre  elles  par  ce  beau  rapport, 
savoir,  que  les  cubes  des  grands  axes  sont  proportionnels  aux 
carrés  des  temps  des  révolutions. 

Quoique  Kepler  donne  dans  la  préface  de  son  ouvrage  De  Stella 
Martis,  des  idées  justes  sur  l'attraction  réciproque  de  la  lune  et 
de  la  terre,  et  sur  la  tendance  des  eaux  de  la  mer  vers  la  lune,  et 
qu'il  reconnaisse,  dans  ce  même  ouvrage,  que  les  inégalités  ellip- 
tiques du  mouvement  des  planètes  sont  dues  à  l'action  du  soleil, 
il  attribue  cependant  à  une  autre  cause  la  périodicité  des  mouve- 
ments planétaires.  Il  suppose  que  le  soleil,  par  sa  rotation,  envoie 
à  chaque  instant,  dans  le  plan  de  son  équateur,  des  espèces  im- 
matérielles douées  d'une  activité  décroissante  en  raison  des  dis- 
tances, et  qui,  en  s'étendant,  conservent  le  mouvement  circulaire 
qu'elles  avaient  à  la  surface  de  cet  astre,  et  donnent  aux  planètes 
qu'elles  entraînent  leur  mouvement  de  révolution.  J'ai  montré 
ailleurs  comment  la  rotation  du  soleil  a  pu  imprimer  à  chaque 
planète  son  mouvement  initial.  Mais,  pour  le  rendre  presque  cir- 
culaire, il  est  nécessaire  de  le  combiner  avec  une  tendance  de  la 
planète  vers  le  soleil.  Borelli  a  eu  le  premier  l'heureuse  idée  de 
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cette  combinaison,  qu'il  a  étendue  aux  satellites  relativement  à 
leur  planète.  Newton,  Halley,  Wren  et  Hook,  en  comparant  cette 
idée  aux  théorèmes  d'Huygens  sur  la  force  centrifuge,  et  au  rap- 
port trouvé  par  Kepler  entre  les  carrés  des  temps  des  révolutions 
des  planètes  et  les  cubes  des  grands  axes  de  leurs  orbites ,  trou- 
vèrent qu'en  supposant  ces  orbites  circulaires,  les  tendances  des 
planètes  vers  le  soleil  étaient  réciproques  aux  carrés  de  leurs  dis- 
tances à  cet  astre.  En  effet,  la  vitesse  d'une  planète  étant  alors  la 
circonférence  de  son  orbite  divisée  par  le  temps  de  sa  révolution , 
le  carré  de  cette  vitesse  est  proportionnel  au  carré  du  rayon  de 
l'orbite  divisé  par  le  carré  de  ce  temps  qui,  d'après  la  loi  de 
Kepler,  est  proportionnel  à  la  puissance  y  du  rayon;  le  carré 
de  la  vitesse  est  donc  réciproque  au  rayon.  Par  les  théorèmes 
d'Huygens,  la  force  centrifuge  d'un  corps  mû  dans  un  cercle  est 
égale  au  carré  de  sa  vitesse  divisé  par  le  rayon;  elle  est  donc, pour 
une  planète,  réciproque  au  carré  de  sa  distance  au  soleil;  or  cette 
force  doit  être  balancée  à  chaque  instant  par  la  tendance  de  la 
planète  vers  le  soleil  pour  que  l'orbite  se  maintienne  circulaire; 
cette  tendance  est  donc  réciproque  au  carré  de  la  distance. 

Mais  les  planètes  ne  se  meuvent  point  exactement  dans  des 
orbes  circulaires.  On  pouvait  d'ailleurs  douter  qu'une  planète 
transportée  sur  l'orbite  d'une  autre  planète  éprouverait  la  même 
tendance  qu'elle  vers  le  soleil.  Il  était  donc  nécessaire  de  démon- 
trer que  la  même  planète  dans  ses  diverses  distances  au  soleil 
tend  vers  lui  réciproquement  à  leurs  carrés,  et  que  la  tendance 
vers  cet  astre  ne  varie  d'une  planète  à  l'autre  qu'à  raison  de  la 
distance.  Cette  démonstration,  alors  très-difficile,  fut  vainement 
tentée  par  les  trois  géomètres  qui,  conjointement  avec  Newton, 
avaient  déduit  des  théorèmes  d'Huygens  la  tendance  des  planètes 
ver»  le  soleil  réciproque  au  carré  de  leur  distance  :  elle  commença 
la  mécanique  céleste.  Newton  prouva  d'abord  que  la  loi  des  aires 
décrites  par  le  rayon  vecteur  d'une  planète  indique  nécessaire- 
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ment  une.  tendance  de  la  planète  vers  le  centre  du  soleil.  Il  fit 
voir  ensuite,  par  une  application  délicate  de  sa  méthode  des 
fluxions,  que  Tellipticité  de  l'orbite  exige  une  tendance  réciproque 
au  carré  du  rayon  vecteur.  Enfin,  il  condut  de  la  loi  du  carré 
des  temps  des  révolutions,  proportionnel  au  cube  des  grands  axes, 
que  la  tendance  vers  le  soleil  ne  varie  d'une  planète  à  l'autre  qu'à 
raison  de  la  distance.  Les  trois  lois  de  Kepler  furent  ainsi  rame- 
nées au  seul  principe  d'une  tendance  des  planètes  vers  le  soleil 
réciproque  au  carré  de  leurs  distances  au  centre  de  cet  astre.  Ce 
principe  avait  déjà  été  énoncé  par  Bouillaud  :  son  analogie  avec 
rémission  de  la  lumière  pouvait  le  faire  soupçonner.  Il  paraît  être 
la  loi  de  toutes  les  forces  qui  sont  perceptibles  à  des  distances  sen- 
sibles, telles  que  le  magnétisme  et  l'électricité.  Mais  l'honneur 
d'une  découverte  appartient  à  celui  qui,  le  premier,  l'établit  soli- 
dement par  le  calcul  ou  par  des  observations  décisives,  et  c'est 
ce  que  Newton  a  fait  incontestablement  à  l'égard  de  la  pesanteur 
universelle. 

Ce  grand  géomètre  détermina  les  conditions  de  direction  et  de 
quantité  de  la  vitesse  initiale,  qui  font  décrire  au  mobile  un  cercle, 
une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole.  Quelles  que  soient  ces 
conditions,  il  assigna  une  section  conique  dans  laquelle  le  mobile 
peut  et  doit  conséquemment  se  mouvoir;  car,  avec  les  mêmes 
conditions,  il  ne  peut  décrire  qu'une  seule  courbe:  ce  qui  répond 
au  reproche  que  lui  fit  Jean  Bernoulli,  de  n'avoir  point  démontré 
que  les  sections  coniques  sont  les  seules  courbes  qu'un  corps  peut 
décrire  en  vertu  d'une  loi  d'attraction  réciproque  au  carré  de  la 
distance.  Newton  remarqua  que  l'on  peut,  par  sa  méthode,  dé- 
terminer la  nouvelle  section  conique  que  le  mobile  décrirait  si,  à 
un  instant  quelconque,  on  lui  imprimait  une  nouvelle  force;  et 
il  en  condut  que  Ton  pourrait  suivre  ainsi  le  mouvement  du  mo- 
bile dérangé  continuellement  par  des  actions  étrangères.  Lagrange 
en  a  déduit,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  pour 
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f année  1786,  les  variations  différentielles  des  éléments- du  mou- 
vement elliptique;  mais  Newton  n'ayant  point  fait  cette  applica- 
tion délicate,  on  doit  considérer  sa  remarque  comme  une  des 
choses  de  son  admirable  ouvrage  qui  ont  été  le  germe  des  belles 
théories  de  ses  successeurs. 

Newton  a  étendu  sa  méthode  au  cas  général  d'un  point  solli- 
cité par  une  force  centrale,  variable  suivant  une  fonction  quel- 
conque de  la  distance.  11  donne  l'expression  du  carré  de  la  vitesse 
du  point,  et  il  en  conclut,  au  moyen  des  quadratures  des  courbes, 
la  nature  de  la  courbe  décrite  et  le  temps  employé  par  le  mo- 
bile à  décrire  ses  diverses  parties.  Il  parvient  à  ce  résultat  sin- 
gulier, savoir,  qu'un  point  qui  décrit  une  courbe  en  vertu  d'une 
force  centrale  pourra  décrire  de  la  même  manière  cette  courbe 
supposée  mobile,  si  l'on  augmente  la  force  centrale  d'une  quantité 
réciproque  au  cube  du  rayon  vecteur:  alors  les  vitesses  angulaires 
du  point  et  de  la  courbe  sont  en  raison  constante.  Newton  déduit 
de  ce  théorème  un  procédé  fort  ingénieux  pour  avoir  le  mouve- 
ment des  apsides  dans  une  orbite  presque  circulaire  décrite  en 
Terlu  d'une  force  centrale  exprimée  par  une  fonction  quelconque 
de  la  distance.  Ce  procédé,  réduit  en  formule  générale,  donne 
f  angle  décrit  par  le  mobile,  en  allant  d'un  apside  au  suivant, 
égal  à  la  demi-circonférence  multipliée  par  la  racine  carrée  d'une 
fraction  dont  le  numérateur  est  le  produit  de  l'expression  de  la 
farce  centrale  par  le  carré  du  rayon  vecteur,  et  dont  le  dénomi- 
nateur est  le  coefficient  de  la  différentielle  du  rayon  vecteur,  dans 
la  différentiation  du  produit  de  l'expression  de  la  force  centrale 
pir  le  cube  de  ce  rayon;  cette  fraction  étant  rapportée,  après  les 
différentiations,  à  la  moyenne  distance  du  mobile  à  l'origine  de 
la  force  centrale. 

Newton  applique  son  procédé  au  cas  où  la  force  centrale  étant 
i^roque  an  carré  de  la  distance,  une  action  étrangère  la  dimi- 
nue d*une  quantité  proportionnelle  au  rayon  vecteur.  En  sup- 
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posant  celte  quantité  -77-  de  la  force  centrale  dans  les  moyennes 

distances,  ce  qui  a  lieu,  à  fort  peu  près,  relativement  à  faction 
du  soleil  sur  la  lune,  décomposée  suivant  le  rayon  vecteur  lunaire; 
il  trouve  le  mouvement  de  f  apogée  plus  petit  de  moitié  que  celui 
de  fapogée  de  la  lune.  C'est  ce  qu  une  première  approximation 
donna  ensuite  aux  géomètres  qui  appliquèrent  les  premiers  fana- 
lyse  à  la  théorie  de  la  lune.  Mais  il  est  remarquable  que  Newton, 
dans  la  proposition  IV  du  troisième  livre  des  Principes,  cherchant 
à  corriger  la  tendance  de  la  lune  vers  la  terre ,  de  f  effet  de  f  ac- 

tion  solaire,  suppose  cet  effet  égal  à  -^-p-  de  la  pesanteur  de  ce 

satellite,  c  est-à-dire  tel  qu'il  résulte  du  mouvement  observé  de 
fapogée  lunaire. 

Newton  transporta  facilement  ses  résultats,  au  mouvement  de 
deux  points  matériels  A  et  B,  qui  s'attirent  en  raison  de  leurs 
masses  et  suivant  une  fonction  quelconque  de  leur  distance  mu- 
tuelle. Il  avait  établi  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un 
système  de  corps  ne  reçoit  aucun  changement  par  leur  action 
réciproque;  en  imprimant  donc  à  ces  points  une  vitesse  égale  et 
contraire  à  la  vitesse  initiale  de  leur  centre  commun  de  gravité, 
ce  qui  ne  change  point  leur  mouvement  relatif,  ce  centre  devient 
immobile.  Le  point  A  est  attiré  vers  lui  par  f  attraction  du  point 
B.  En  substituant  ainsi  dans  fexpression  de  fattraction  de  ce  der- 
nier point,  au  lieu  de  la  distance  mutuelle  des  deux  points,  le 
rayon  vecteur  mené  du  centre  de  gravité  au  point  A,  et  multiplié 
par  le  rapport  de  la  somme  des  masses  A  et  B  à  la  masse  B,  le 
mouvement  de  A  autour  du  centre  de  gravité  sera  ramené  au 
cas  d'un  point  attiré,  suivant  une  fonction  du  rayon  vecteur,  vers 
un  centre  de  forces  immobile. 

Par  la  nature  du  centre  de  gravité,  les  deux  points  A  etB  sont 
toujours  avec  lui,  sur  une  même  droite;  et  leurs  distances  à  ce 
centre  sont  en  raison  constante  soit  entre  elles,  soit  avec  leur 
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distance  mutuelle.  De  là  il  suit  que  ces  points  décrivent  dans  le 
même  temps,  des  courbes  semblables  autour  de  leur  centre  de 
gravité,  et  Tun  autour  de  l'autre  supposé  immobile.  Le  cas  de 
deux  points  matériels  est  celui  de  deux  sphères  dont  les  molécules 
sattirent  en  raison  des  masses  et  réciproquement  au  carré  des 
distances,  Newton  ayant  démontré  qu'alors  ces  corps  s'attirent, 
comme  si  leurs  masses  étaient  réunies  à  leurs  centres  respectifs. 
Cette  propriété  très-remarquable  de  la  loi  de  la  nature  contribue 
à  la  simplicité  des  mouvements  célestes,  parce  que  le  soleil,  les 
planètes  et  les  satellites  étant  à  très-peu  près  sphériques,  leurs 
mouvements  ne  sont  que  très-peu  troublés  par  leurs  figures. 

Le  système  de  tous  ces  corps  est  constitué  de  manière  que  la 
masse  du  soleil  surpasse  considérablement  celle  des  planètes;  en 
sorte  que  l'on  peut,  dans  une  première  approximation,  négliger, 
avec  Newton,  leur  action  les  unes  sur  les  autres  et  sur  le  soleil. 
Alors  elles  obéissent  exactement  aux  lois  de  Kepler.  Le  système 
dune  planète  et  de  ses  satellites  est  pareillement  constitué  de 
manière  que  la  masse  de  la  planète  surpasse  considérablement 
celle  de  ses  satellites.  En  négligeant  donc,  dans  une  première 
approximation,  leur  action  les  uns  sur  les  autres  et  sur  la  planète, 
ils  décriraient  autour  d'elle  des  orbes  rigoureusement  elliptiques 
sans  la  force  perturbatrice  du  soleil.  Heureusement  la  distance 
de  la  planète  au  soleil  étant  considérablement  plus  grande  que 
celle  des  satellites  à  la  planète,  cette  force  est  très-petite.  Si  cette 
distance  était  infinie,  le  soleil,  agissant  également  sur  la  planète 
et  sur  ses  satellites,  ne  troublerait  point  leur  mouvement  relatif; 
la  différence  de  ses  actions  sur  ces  différents  corps  est  donc  très- 
affaiblie  par  sa  grande  distance  à  la  planète,  et  elle  altère  peu  ce 
mouvement.  Newton  établit  que  le  centre  de  gravité  du  système 
de  la  planète  et  de  ses  satellites  décrit  à  très-peu  près  un  orbe 
elliptique  autour  du  soleil,  et  il  fait  voir  que  la  pesanteur  du 
satdlite  vers  la  planète  n'est  que  très-peu  changée  par  l'action 


TOME  V. 


45 


354  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

solaire  :  elle  n'est  diminuée  que  d'un  3  60""*  au  plus  pour  la  lune. 
En  négligeant  donc  cette  action  et  l'action  mutuelle  des  satellites, 
chacun  d'eux  peut  être  censé  décrire  un  orbe  elliptique  autour 
de  sa  planète. 

Newton  conclut  de  ce  résultat  les  rapports  des  masses  des  pla- 
nètes accompagnées  des  satellites,  à  la  masse  du  soleil.  Si  l'on 
augmente  la  distance  moyenne  du  satellite  à  sa  planète  en  sorte 
qu'elle  soit  égale  à  la  moyenne  distance  de  la  planète  au  soleil, 
le  carré  du  temps  de  la  révolution  de  ce  satellite  autour  de  sa 
planète  sera,  par  la  loi  de  Kepler,  augmenté  dans  le  rapport  du 
cube  de  la  seconde  de  ces  distances  au  cube  de  la  première.  Mais 
il  résulte  des  théorèmes  de  Huygens  sur  la  force  centrifuge,  que 
les  masses  de  la  planète  et  du  soleil  sont  réciproques  aux  carrés 
des  temps  des  révolutions  des  corps  qui  circulent  autour  de  cha- 
cun d'eux  à  la  même  distance.  De  là  il  est  facile  de  conclure  que 
le  rapport  de  la  masse  de  la  planète  à  celle  du  soleil  est  égal  à 
une  fraction  dont  le  numérateur  est  le  produit  du  cube  de  la 
moyenne  distance  du  satellite  à  sa  planète  par  le  carré  du  temps 
de  la  révolution  de  la  planète,  et  dont  le  dénominateur  est  le  pro- 
duit du  cube  de  la  moyenne  distance  de  la  planète  au  soleil  par 
le  carré  du  temps  de  la  révolution  du  satellite.  Newton  détermina 
de  cette  manière  les  rapports  des  masses  de  Jupiter,  de  Saturne  et 
de  la  terre  à  la  masse  du  soleil.  La  masse  étant  égale  k  la  densité 
multipliée  par  le  volume,  les  densités  de  ces  quatre  corps  sont, 
comme  leurs  masses,  divisées  par  les  cubes  de  leurs  diamètres  ap- 
parents vus  de  la  même  distance,  et  les  pesanteurs  à  leurs  surfaces 
sont  comme  leurs  masses  divisées  par  les  carrés  de  ces  diamètres. 
Newton  a  conclu  ainsi  ces  densités  et  ces  pesanteurs  respectives 
des  mesures  astronomiques  de  ces  diamètres. 

L'une  des  plus  heureuses  applications  du  principe  de  la  pesan* 
teur  universdleest  celle  que  Newton  en  fit  aux  comètes.  Ces  astres 
se  montrent  dans  toutes  les  régions  du  ciel ,  ils  se  meuvent  dans 
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tous  les  sens  et  d'une  manière  très-compliquée,  et  finissent,  après 
quelque  temps,  par  disparaître.  On  avait  essayé  vainement,  avant 
Newton,  de  déterminer  la  loi  de  leurs  mouvements.  Ce  grand 
géomètre  considéra  que  les  comètes  devaient  être  soumises,  comme 
les  planètes  et  les  satellites,  à  l'attraction  du  soleil,  et  qu  elles  dé- 
crivaient par  conséquent  autour  de  lui  des  orbes  elliptiques,  avec 
la  différence  que,  n'étant  visibles  pour  nous  que  dans  la  partie 
de  leurs  orbes  la  plus  voisine  du  soleil,  ces  orbes,  au  lieu  d'être 
presque  circulaires,  étaient  fort  allongés  et  pouvaient  même  être 
des  paraboles  ou  des  hyperboles.  Pour  vérifier  ce  beau  résultat, 
il  fanait  le  comparer  aux  observations;  mais  cette  comparaison 
offrait  des  difficultés.  A  la  vérité,  le  grand  allongement  des  ellipses 
décrites  par  les  comètes  permet,  du  moins  dans  une  première  ap- 
proximation ,  de  considérer  la  partie  visible  de  ces  ellipses  comme 
un  arc  de  parabole,  ce  qui  simplifie  le  problème  :  il  reste  cepen- 
dant encore  très-difficile.  Newton  le  résolut  par  une  méthode  dans 
laquelle  le  génie  inventeur  ne  brille  pas  moins  que  dans  les  autres 
parties  de  l'ouvrage  des  Principes.  Ce  grand  géomètre  appliqua 
sa  méthode  à  la  fameuse  comète  de  1680,  qui  parut  pendant  un 
intervalle  de  temps  considérable,  et  qui,  reparaissant  après  avoir 
été  perdue  dans  les  rayons  du  soleil ,  fut  regardée  par  divers  astro- 
nomes comme  formant  deux  comètes  distinctes.  Newton  fit  voir 
qu'elles  étaient  identiques ,  et  il  représenta  toutes  les  bonnes  obser- 
vations de  la  comète  avec  une  précision  qui  ne  laissait  aucun  doute 
sur  la  vérité  de  sa  théorie  du  mouvement  de  ces  astres.  Dans  la  troi- 
sième édition  de  son  ouvrage.  Newton  n'ajouta  rien  à  sa  méthode; 
seulement  il  en  présenta  de  nouvelles  applications  faites  principa- 
lement par  Halley,  qui  soumit  à  cette  théorie  les  observations  de 
vingt-quatre  comètes,  parmi  lesquelles  il  reconnut  l'identité  des 
comètes  de  i53i,  1607  et  1682.  11  en  conclut  que  cet  astre  dé- 
crit un  orbe  elliptique  dans  une  période  d'environ  soixante  et 
quinze  ans,  et  qu'il  devait  paraître  à  la  fin  de  1 768  ou  au  comim 
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cernent  de  1 769;  ce  que  l'observation  a  confirmé-  La  même  théo- 
rie a  représenté  exactement  les  observations  de  toutes  les  comètes 
qui  ont  paru  depuis  Newton,  en  sorte  que  chaque  apparition  de 
ces  astres  a  fourni  une  nouvelle  preuve  de  cette  admirable  théorie 
et  du  principe  de  la  pesanteur  universelle,  qui  en  est  la  base. 

Plusieurs  grands  géomètres  se  sont  occupés,  depuis  Newton, 
du  problème  de  la  détermination  des  orbites  des  comètes  par  les 
observations.  Ils  sont  parvenus,  sur  cet  objet,  à  des  résultats 
intéressants  parmi  lesquels  on  doit  distinguer  l'expression  élé- 
gante et  simple  que  Lambert  a  donnée,  du  temps  employé  à 
décrire  un  arc  parabolique,  en  fonction  de  cet  arc  et  de  la  somme 
des  rayons  vecteurs  extrêmes  ;  expression  qu'il  a  étendue  aux  arcs 
elliptiques,  et  qui  est  démontrée  dans  le  n*"  27  du  second  livre. 

Les  diverses  solutions  de  ce  problème  employaient  à  la  re- 
cherche des  premières  valeurs  des  éléments  trois  observations 
assez  rapprochées  pour  que  l'on  pût  se  permettre  de  négliger  la 
troisième  puissance  de  l'intervalle  de  temps  qui  sépare  les  deux 
observations  extrêmes.  Il  me  parut  qu'au  lieu  de  faire  porter  l'ap- 
proximation sur  les  valeurs  analytiques,  il  serait  à  la  fois  plus 
exact  et  plus  simple  d'employer  une  analyse  rigoureuse,  et  de  ne 
faire  porter  l'approximation  que  sur  les  données  des  observations. 
C'est  ce  que  j'ai  fait  par  la  méthode  exposée  dans  les  n***  31  et 
suivants  du  second  livre.  Les  données  dont  je  me  sers  sont  la  lon- 
gitude et  la  latitude  de  la  comète  à  l'époque  de  l'observation 
moyenne,  et  leurs  différences  premières  et  secondes,  divisées  par 
les  puissances  correspondantes  de  l'élément  du  temps.  Au  moyen 
de  ces  données,  je  détermine  rigoureusement,  par  la  seule  consi- 
dération des  équations  différentielles  du  mouvement  de  l'astre,  sa 
distance  périhélie  et  l'instant  de  son  passage  par  le  périhélie. 
Cette  méthode  a  l'avantage  de  pouvoir  employer,  pour  déterminer 
les  données,  toutes  les  observations  faites  dans  l'intervalle  des 
observations  extrêmes;  car  si  cet  intervalle  est  peu  considérable, 
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on  peut  étendre  sans  erreur  sensible  les  mêmes  données  à  ces 
observations,  et  former  ainsi,  pour  les  obtenir,  deux  fois  autant 
d'équations  de  condition  qu'il  y  a  d'observations.  Je  corrige  en- 
suite, par  trois  observations  éloignées  entre  elles  la  distance  péri- 
hélie et  l'instant  du  passage,  directement  et  sans  avoir  besoin  de 
connattre  les  autres  éléments  de  l'orbite.  Persuadé  que  l'analyse, 
lorsqu'elle  est  convenablement  appliquée,  peut  toujours  fournir 
aux  astronomes  les  méthodes  les  plus  faciles  et  les  plus  abrégées 
pour  les  calculs  numériques,  je  me  suis  étudié  à  leur  en  offrir  un 
exemple  dans  ce  problème,  l'un  des  plus  difficiles  de  toute  l'astro- 
nomie. Les  nombreuses  applications  qui  ont  été  faites  de  cette 
méthode  prouvent  son  utilité. 

Newton  n'a  point  considéré  les  perturbations  que  l'action  des 
planètes  sur  le  soleil  et  sur  elles-mêmes  produit  dans  leur  mou- 
vement elliptique;   seulement  il  fait  voir  qu'en  considérant  le 
mouvement,  autour  du  soleil,  de  deux  planètes  qui  s'attirent  réci- 
proquement au  carré  de  la  distance,  et  qui  sont  attirées  suivant 
la  même  loi,  le  mouvement  elliptique  de  la  planète  inférieure  et 
la  proportionnalité  des  aires  que  son  rayon  vecteur  décrit  autour 
du  soleil  seront  moins  troublés ,  si  cet  astre  obéit  à  l'attraction  des 
planètes,  que  s'il  est  immobile.  Il  observe  encore  que  l'action  de 
Jupiter  sur  Saturne,  dans  la  conjonction  de  ces  planètes,  étant  à 
Taction  du  soleil  sur  Saturne,  dans  le  rapport  de  l'unité  à  211, 
cfle  ne  doit  point  être  négligée.  «  De  là  vient,  dit-il,  que  l'orbe  de 
«Saturne  est  dérangé  si  sensiblement  dans  chaque  conjonction 
■avec  Jupiter,  que  les  astronomes  s'en  aperçoivent;»  cependant 
la  théorie  analytique  des  mouvements  de  ces  deux  planètes,  qui 
^présente  exactement  toutes  les  observations,  nous  montre  que  le 
dérangement  de  Saturne,  dans  sa  conjonction  avec  Jupiter,  est 
presque  insensible.  Le  dérangement  correspondant  de  Jupiter  est 
toviron  six  fois  plus   grand,   quoique  l'action  de  Saturne  sur 
Jupiter  ne  soit,  à  la  pesanteur  de  Jupiter  sur  le  soleil,  que  dans 
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le  rapport  de  Tunité  à  5oo.  Cette  remarque,  déjà  faite  par  Euler, 
fait  voir  qu  il  ne  faut  adopter  qu  avec  une  extrême  réserve  les  aper- 
çus les  plus  vraisemblables,  tant  qu'ils  ne  sont  point  vérifiés  par 
des  preuves  décisives. 

Depuis  la  publication  de  l'ouvrage  des  Principes  jusqu'aux 
premiers  travaux  d'Euler  sur  les  perturbations  des  planètes,  les 
géomètres  n'ont  rien  ajouté  de  remarquable  aux  grandes  décou- 
vertes consignées  dans  cet  ouvrage.  Ils  ont  traduit  en  analyse  les 
démonstrations  de  Newton,  qui  probablement  était  parvenu,  par 
cette  méthode,  à  ses  résultats,  que  sa  grande  prédilection  pour  la 
synthèse  lui  a  fait  démontrer  synthétiquement.  Cependant  les 
applications  de  l'analyse  aux  découvertes  newtoniennes  ont  préparé 
celles  qu'Euler  et  ses  contemporains  en  ont  faites  à  la  théorie  des 
perturbations  des  mouvements  célestes.  Les  recherches  sur  le 
calcul  intégral  et  sur  la  mécanique,  dont  les  géomètres  s'étaient  fort 
occupés  dans  l'intervalle  dont  je  viens  de  parler,  ont  surtout  con- 
tribué aux  progrès  de  cette  théorie,  qui  leur  offrait  les  applications 
les  plus  importantes  de  l'analyse  infinitésimale,  sans  laquelle  il 
eût  été  impossible  de  résoudre  les  questions  difficiles  du  système 
du  monde.  C'est  principalement  dans  la  considération  des  équa- 
tions différentielles  et  dans  leur  intégration,  que  réside  la  puis- 
sance de  cette  analyse.  Newton  ne  paraît  pas  s'être  occupé  de  leur 
calcul  si  fécond  en  résultats,  surtout  depuis  son  extension  aux 
équations  à  différences  partielles  :  c'est  à  Leibnitz  et  aux  Bernouili 
qu'il  doit  ses  premiers  progrès.  Ces  illustres  géomètres  n'adoptè- 
rent point  la  découverte  de  la  gravitation  universelle  à  sa  nais- 
sance, mais  leurs  recherches,  perfectionnées  et  appliquées  par 
leurs  disciples  à  cette  découverte,  l'ont  élevée  au  plus  haut  point 
de  perfection  et  de  certitude. 

Si  l'on  conçoit  un  système  de  corps  sphériques  dont  toutes  les 
molécules  s'attirent  proportionnellement  à  leurs  masses,  et  réci- 
proquement au  carré  de  la  distance,  on  peut  rapporter  chacun 
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de  ces  corps  à  trois  axes  fixes  perpendiculaires  entre  eux,  et  décom- 
poser, parallèlement  à  ces  axes,  les  attractions  qu'il  éprouve 
de  la  part  des  autres  corps.  En  égalant  ensuite  les  différences 
secondes  des  coordonnées,  divisées  par  le  carré  de  l'élément  du 
temps,  supposé  constant,  à  ces  attractions  ainsi  décomposées,  on 
aura  les  trois  équations  diflPérentielles  du  second  ordre,  qui  dé- 
terminent le  mouvement  du  corps.  Chaque  corps  du  système  four- 
nit trois  équations  semblables,  en  sorte  que  le  nombre  de  ces 
équations  est  triple  de  celui  des  corps.  Leurs  intégrales  complètes 
renferment  donc  six  fois  autant  d'arbitraires  qu'il  y  a  de  corps. 
Ces  constantes  sont  déterminées  par  les  coordonnées  initiales  de 
chaque  corps,  et  par  ses  vitesses  initiales  suivant  ces  coordonnées. 

On  a  presque  toujours  besoin  de  rapporter  les  corps  du  sys- 
tème à  un  corps  principal.  Il  suffit,  pour  cela,  de  retrancher  les 
équations  différentielles  de  son  mouvement,  suivant  chaque  coor- 
donnée, des  équations  différentielles  correspondantes  du  mouve- 
ment des  autres  corps,  dont  on  aura  ainsi  les  équations  différen- 
tielles relatives  à  leurs  mouvements  autour  du  corps  principal. 

On  na  pu  obtenir  jusqu'ici  que  sept  intégrales  des  équations 
difiPérentielles  du  mouvement  du  système.  Les  trois  premières 
sont  finies  et  ne  sont  qu'une  traduction  du  beau  théorème  de 
Newton  sur  le  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  système  de 
oorpsqui  n'éprouvent  point  d'actions  étrangères.  Les  quatre  autres 
intégrales,  données  par  les  principes  des  aires  et  des  forces  vives, 
sont  différentielles  du  premier  ordre  :  elles  sont  une  généralisa- 
tion de  la  loi  des  aires  proportionnelles  au  temps  et  de  l'expres- 
âon  du  carré  de  la  vitesse,  que  Newton  a  trouvées  dans  le  mouve- 
ment du  système  de  deux  corps.  Le  problème  de  ce  mouvement 
ert  ainsi  ramené  à  fintégration  d'équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre,  qu*il  est  facile  ensuite  d'inlégrer  par  les  quadratures. 
C'est  ce  que  Newton  a  développé  avec  une  grande  élégance,  sous 
one  forme  synthétique.  Mais,  dans  le  cas  d'un  plus  grand  nombre 
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de  corps,  le  problème  présente  d'extrêmes  difficultés.  Heureuse- 
ment la  constitution  du  système  solaire  apporte  des  simplifications 
considérables  qui  permettent  de  résoudre  ce  problème  par  des 
approximations  convergentes. 

Les  planètes,  comme  nous  Tavons  déjà  dit,  se  meuvent  autour 
du  soleil  dans  des  orbes  peu  excentriques  et  peu  inclinés  à  Téclip- 
tique.  De  plus,  leurs  masses  sont  fort  petites  relativement  à  la 
masse  de  cet  astre.  En  négligeant  donc  leur  action  sur  le  soleil  et 
sur  elles-mêmes,  on  a,  par  une  première  approximation,  le  mou- 
vement elliptique  dont  Newton  a  développé  les  lois.  Si  l'on  con- 
sidère ensuite  cette  action,  en  négligeant  les  carrés  et  les  produits 
des  masses  planétaires,  on  a  une  seconde  approximation  qui  peut 
être  ordonnée  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons  des  orbites.  En  considérant  de  la  même 
manière  les  carrés  et  les  produits  des  masses  des  planètes,  on 
obtient  une  troisième  approximation ,  et  ainsi  de  suite.  Le  mouve- 
ment des  satellites  autour  de  leur  planète  offre  des  simplifications 
semblables.  L'action  perturbatrice  du  soleil  est  toujours  peu  con- 
sidérable par  rapport  à  l'action  directe  de  la  planète  sur  ces  corps, 
quoique  l'action  du  soleil  sur  eux  soit  fort  grande.  Mais  leur  dis- 
tance à  la  planète  étant  très-petite  relativement  à  la  distance  de 
la  planète  au  soleil,  cet  astre  attire  à  peu  près  de  la  même 
manière  la  planète  et  ses  satellites ,  en  sorte  que  la  force  perturba- 
trice de  leurs  mouvements  relatifs,  qui  n'est  que  la  différence  de 
ces  diverses  attractions  du  soleil,  est  fort  petite  par  rapport  à  l'at- 
traction de  la  planète  sur  ses  satellites.  Malgré  toutes  ces  simpli- 
fications ,  les  divers  problèmes  de  la  théorie  des  perturbations  des 
planètes  et  des  satellites  présentent  de  grandes  difficultés  dont  la 
solution  exige  des  considérations  délicates  et  minutieuses,  soit 
pour  choisir  les  coordonnées  qui  doivent  donner,  dans  les  divers 
cas,  les  approximations  les  plus  convergentes,  soit  pour  démêler, 
dans  le  nombre  infini  des  inégalités,  celles  qui,  quoique  très- 
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petites  dans  les  équations  différentielles,  acquièrent,  par  les  inté- 
grations, de  grandes  valeurs,  et  donnent  ainsi  la  cause  et  les  lois 
des  singularités  observées  par  les  astronomes  dans  les  mouvements 
célestes. 

C*est  à  la  première  pièce  d'Euler  sur  les  mouvements  de  Jupi- 
ter et  de  Saturne,  qu'il  faut  rapporter  les  premières  recherches 
sur  les  perturbations  des  nâouvements  planétaires.  Cette  pièce, 
couronnée  par  l'Académie  des  sciences  en  1 748,  fut  remise  au  se- 
crétariat de  cette  académie  le  2  7  juillet  1 747,  quelques  mois  avant 
que  Ciairaut  et  d'Alembert  communiquassent  à  l'Académie  les 
recherches  analogues  qu'ils  avaient  faites  sur  le  problème  des  trois 
corps,  qu'ils  nommèrent  ainsi  parce  qu'ils  avaient  appliqué  leurs 
solutions  au  mouvement  de  la  lune  attirée  par  le  soleil  et  par  la 
terre.  Mais  les  différences  de  leurs  méthodes  à  celles  d'Euler  prou- 
vent qu'ils  n'avaient  rien  emprunté  de  sa  pièce.  Elle  fut  imprimée 
en  1749,  année  où  parut  l'ouvrage  de  d'Alembert  sur  la  préces- 
sion des  équinoxes,  et  qui  par  là  est  remarquable  dans  l'histoire 
de  la  mécanique  céleste. 

Euler,  ainsi  que  les  géomètres  qui  se  sont  occupés  les  premiers 
de  la  théorie  des  perturbations,  a  choisi  pour  coordonnées  celles 
que  les  astronomes  employaient  alors  dans  les  tables  astrono- 
miques, savoir,  la  longitude  de  la  planète  comptée  d'une  droite 
invariable  prise  sur  un  plan  fixe,  son  rayon  vecteur,  l'inclinaison 
de  l'orbite  au  même  plan,  et  la  longitude  de  son  nœud  ascendant. 
Mayer  a,  le  premier,  introduit  directement  dans  les  tables  la 
latitude,  au  lieu  de  ces  deux  dernières  coordonnées;  ce  qui  est 
plus  commode  pour  le  calcul  des^ perturbations  et  pour  les  calculs 
astronomiques.  Euler  donne,  entre  les  quatre  coordonnées  dont 
il  fait  usage  et  le  temps  dont  il  suppose  l'élément  constant,  quatre 
équations  différentielles:  les  deux  premières,  r  '  ^^  à  la  longi- 
tude de  la  planète  et  à  son  rayon  vecteur  pr  plan  fixe, 
sont  différentielles  du  second  ordre;  If^  ^  0  aont 
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relatives  à  l'inclinaison  de  lorbile  et  à  la  longitude  de  son  nœud  : 
elles  sont  différentielles  du  premier  ordre.  Euler  ne  donne  point, 
dans  sa. pièce,  l'analyse  qui  l'a  conduit  à  ces  équations.  La  com- 
mission nommée  par  l'Académie  pour  juger  cette  pièce,  et  dont 
Clairaut  et  d'Alembert  étaient  membres,  persuadée  que  la  forma- 
tion d'équations  diflFérentielles  propres  aux  approximations  et  aux 
usages  astronomiques  était  l'un  des  points  les  plus  intéressants 
de  la  théorie  des  perturbations,  témoigna  ses  regrets  de  ce  que 
l'auteur  se  fût  contenté  de  présenter  ces  équations  sans  les  dé- 
montrer. L'analyse  par  laquelle  il  y  est  parvenu  est  exposée  dans 
deux  de  ses  mémoires,  dont  le  premier  parut,  enayAg,  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  de  Beriinpour  la  même  année;  le  second 
parut,  en  lyôo,  dans  le  volume  des  Mémoires  de  l'Académie  de 
Pétersbourg  pour  les  années  1 747  et  1748.  On  y  voit  que  le  pro- 
cédé d'Euler  consiste  à  transformer  les  équations  diflFérentielles 
du  second  ordre,  relatives  aux  coordonnées  parallèles  à  trois  axes 
fixes  perpendiculaires; entre  eux,  en  quatre  autres  qui  se  rappor- 
tent aux  coordonnées  précédentes,  et  à  combiner  ces  équations  dif- 
férentielles, ainsi  transformées,  de  manière  à  obtenir  les  équations 
diflTérentielles  qu'il  a  présentées  dans  sa  pièce.  Le  premier  des 
deux  mémoires  cités  est  surtout  remarquable  en  ce  que  ce  grand 
géomètre  y  parvient  aux  équations  diflPérentielles  du  premier 
ordre,  de'  l'inclinaison  et  de  la  longitude  du  nœud,  en  faisant 
varier  les  constantes  arbitraires  qui  expriment  ces  deux  éléments 
dans  l'orbite  invariable  :  c'est  le  premier  essai  de  la  méthode  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires. 

Euler  considère  d'abord  les  perturbations  indépendantes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons.  Pour  cela,  il  développe  les  forces 
perturbatrices  en  sinus  et  cosinus  d'angles  croissants  comme  le 
temps.  Mais  ce  développement,  sans  lequel  la  formation  des  tables 
astronomiques  des  planètes  devenait  impossible,  présentait  une 
diflfi culte  que  ce  grand  géomètre  a  très-heureusement  surmontée. 
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Elle  consiste  à  développer  les  puissances  du  radical  qui  exprime 
la  distance  mutuelle  des  deux  planètes,  dans  une  série  d angles 
multiples  de  leur  élongation.  Euler  donne  des  expressions  élégantes 
des  divers  termes  de  ce  développement,  et  de  plus  une  relation 
très-simple  entre  trois  termes  consécutifis,  au  moyen  de  laquelle 
on  peut  facilement  conclure  des  deux  premiers  termes  tous  les 
suivants.  Il  fait  la  remarque  importante  que  cette  série,  quoique 
peu  convergente  pour  Jupiter  et  Saturne,  le  devient  beaucoup 
par  les  diviseurs  que  ses  divers  termes  acquièrent  en  vertu  des 
intégrations. 

Euler  ne  considère,  dans  sa  pièce,  que  les  perturbations  du 
mouvement  de  Saturne  par  l'action  de  Jupiter.  Il  suppose  d'abord 
les  deux  orbites  dans  un  même  plan,  et  il  détermine  les  pertur- 
bations du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude,  en  faisant  abstraction 
des  excentricités  des  orbites.  Les  résultats  auxquels  il  parvient 
sont  peu  différents  de  ceux  que  j'ai  donnés  dans  le  sixième  livre. 
Il  considère  ensuite  les  inégalités  dépendantes  des  excentricités  des 
orbites.  Ici  de  graves  erreurs  de  calcul,  qui  ne  tiennent  point  à  sa 
méthode,  rendent  ses  résultats  inexacts.  Les  deux  seules  inégalités 
de  ce  genre  qu'Euler  détermine,  et  qui  sont  en  eflPet  les  plus 
grandes  de  cet  ordre,  ont  pour  argument,  la  première,  l'élonga- 
tion  de  Saturne  à  Jupiter,  moins  l'anomalie  de  Saturne;  la  seconde, 
le  double  de  cette  élongation,  moins  l'anomalie  de  Jupiter.  Il 
trouve  à  cette  dernière  inégalité  un  signe  contraire  à  son  véri- 
table signe.  La  comparaison  des  observations  avec  sa  formule  de 
la  longitude  de  Saturne  lui  lit  voir  qu'elles  s'en  écartent  consi- 
dérablement, mais  qu'elles  s'en  rapprochent  beaucoup  si  l'on 
diange  le  signe  de  cette  inégalité.  Soupçonnant  alors  qu'il  s'était 
trompé  dans  son  calcul,  il  le  revit,  mais  sans  en  reconnaître  l'er- 
reur, et  il  en  conclut  que  la  loi  newtonienne  de  l'attraction  réci- 
proque an  carré  des  distances  devait  être  modifiée.  Dans  le  môme 
temps,  Clairaut  tira  la  même  conclusion  en  appliquant  l'analyse 
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diflPérentielle  au  mouvement  de  l'apogée  lunaire.  Mais  cet  illustre 
géomètre  ayant  porté  plus  loin  les  approximations,  reconnut  bien- 
tôt que  la  loi  newtonienne  donne  le  véritable  mouvement  de  cet 
apogée.  Dès  lors  tous  les  géomètres,  et  Euler  lui-même,  admirent 
cette  loi  sans  aucune  restriction ,  quoique  plusieurs  phénomènes 
astronomiques,  tels  que  les  grandes  irrégularités  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  et  l'accélération  du  moyen  mouvement  de  la  lune,  leur 
parussent  inexplicables  en  vertu  de  cette  loi  :  plutôt  que  de  la 
modifier,  ils  préférèrent  de  recourir  à  des  causes  étrangères. 

Euler  détermine  le  mouvement  de  l'aphélie  de  Saturne,  mais  sa 
formule  est  inexacte.  En  considérant  les  inégalités  dépendantes  de 
l'excentricité  de  l'orbite  de  Jupiter,  l'intégration  des  équations  dif- 
férentielles lui  donna  une  inégalité  en  longitude,  dont  le  coeffi- 
cient croît  proportionnellement  au  temps,  et  dont  l'argument  est 
la  distance  de  Saturne  à  l'aphélie  de  Jupiter.  L'apparition  de  cet 
arc  de  cercle  l'embarrassa;  mais,  dans  un  supplément  à  sa  pièce, 
il  reconnut  que  cette  inégalité,  atteignant  son  maximum  dans  le 
même  temps  à  peu  près  que  l'équation  du  centre  de  Saturne, 
pouvait  être  représentée  par  une  diminution  séculaire  de  l'ex- 
centricité de  l'orbite  de  cette  planète.  On  verra  bientôt  par  quel 
moyen  ce  grand  analyste  a  fait  disparaître  cet  arc. 

,  Enfin  Euler  détermine  les  variations  du  nœud  et  de  l'inclinai- 
son de  l'orbite  de  Saturne  sur  l'orbite  de  Jupiter  supposée  fixe.  Il 
fait  voir  que  l'inclinaison  moyenne  reste  constante,  mais  que  le 
nœud  rétrograde  sans  cesse,  et  il  donne  l'expression  exacte  de  ce 
mouvement  rétrograde.  En  transportant  ses  formules  au  mouve- 
ment de  l'orbite  terrestre  produit  par  l'action  de  Jupiter,  il  en 
conclut  la  variation  correspondante  de  la  latitude  des  étoiles,  et  il 
en  forme  une  table  dont  l'argument  est  la  longitude  de  l'étoile.  Ce 
grand  géomètre  n'ayant  point  eu  égard  à  l'action  de  Vénus,  dont 
l'influence  sur  ce  phénomène  est  plus  grande  que  celle  de  Jupiter, 
sa  table  est  incomplète;  mais  elle  est  la  première  de  ce  genre. 
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Cette  pièce  d'Euler  étant  le  premier  pas  que  Ton  a  fait  dans  la 
théorie  des  perturbations  planétaires,  j'ai  cru  devoir  en  donner 
une  analyse  étendue.  L'auteur  y  a  tracé  la  route  la  plus  directe  et 
la  plus  simple  pour  arriver  aux  divers  résultats  de  cette  théorie. 
Il  a  surmonté,  par  son  génie  et  par  son  profond  savoir  en  analyse, 
des  obstacles  qui,  dès  les  premiers  pas,  auraient  arrêté  la  plupart 
des  géomètres.  Enfin  il  a  donné  les  formules  des  inégalités  pério- 
diques et  séculaires  du  mouvement  des  planètes,  dont  plusieurs 
sont  fautives,  mais  qu'il  serait  facile  de  rectifier  en  suivant  ses 
méthodes  analytiques. 

L'Académie,  en  couronnant  la  pièce  dont  je  viens  de  parler,  et 
voulant  donner  à  la  théorie  dont  elle  est  l'objet  une  plus  grande 
perfection,  proposa  cette  théorie  pour  le  sujet  du  prix  de  mathé- 
matiques qu'elle  devait  décerner  en  1 750.  Aucune  pièce  digne  du 
prix  ne  lui  étant  parvenue,  elle  remit  le  même  sujet  pour  le  prix 
de  l'année  1762,  qui  fut  adjugé  à  une  seconde  pièce  d'Euler.  Ce 
grand  géomètre  part  des  équations  différentielles  de  sa  première 
pièce,  mais  il  les  transforme  en  d'autres  dans  lesquelles  l'élément 
de  l'élongation  de  Saturne  à  Jupiter  est  supposé  constant.  Il  con- 
sidère simultanément  les  mouvements  des  deux  planètes,  et  il  dé- 
termine leurs  inégalités  indépendantes  des  excentricités.  Passant 
ensuite  aux  inégalités  dépendantes  des  excentricités,  il  cherche  à 
obtenir  des  intégrales  sans  arcs  de  cercle,  et  pour  cela  il  emploie 
un  moyen  très-ingénieux,  et  peut-être  le  plus  direct  et  le  plus 
simple  que  l'on  puisse  imaginer.  On  sait  que  si  l'on  néglige  le 
carré  de  l'excentricité,  la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur  d'une 
jdanète  se  réduit  au  produit  pris  négativement  de  l'excentricité 
par  le  cosinus  de  la  distance  de  la  planète  à  son  aphélie.  Euler 
conçoit  dans  le  rayon  vecteur  de  Jupiter  deux  termes  semblables 
rapportés  à  deux  aphélies^  diflFérents  :  ce  qui  revient  à  supposer 
une  double  excentricité  à  l'orbite.  La  partie  elliptique  du  mouve- 
ment de  la  planète  en  longitude  est  alors  formée,  comme  dans  le 
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mouvement  elliptique  simple,  des  termes  elliptiques  du  rayon  vec- 
teur, dans  lesquels  on  change  les  cosinus  en  sinus,  en  leur  don- 
nant pour  coeffîciente  le  double  de  ceux  des  cosinus,  pris  avec  un 
signe  contraire.  Euler  suppose  les-  parties  elliptiques  du  :rayon 
vecteur  et  de  la  longitude  de  Saturne  formées  de  termes  sem- 
blables rapportés  à  ces  deux  aphélies.  En  substituant  dans  Téqua- 
tion  ►différentielle  du  rayon  vecteur  de  Jupiter  les  termes  relatifs 
à  Tun  de  ces  aphélies,  la  comparaison  des  mêmes  cosinus  lui  donne 
une  expression  du  mouvement  de  cet  aphélie,  qui  contient  le  rap- 
port de  Texcentricité  de  l'orbite  de  Jupiter  relative 'à  cet  aphélie, 
à  Texcentricité  correspondante  de  Torbite  de  Saturne.  La  même 
substitution  dans  l'équation  différentielle  du  rayon  vecteur  de  Sa- 
turne lui  donne  iune  seconde  expression  du  mouvement  de  cet 
aphélie,  pareillement  dépendante  du  rapportdes  excentricités.  De 
la  comparaison  de  ces  deux  expressions  il  obtient,  pour  détermi- 
ner ce  rapport,  une  équation  du  second  degré,  dont  il  choisit  une 
des  racines  qu  il  substitue  dans  ces  expressions  pour  avoir  le  mou- 
vement de  Taphélie.  En  considérant  de  la  même  manière  les  par- 
ties elliptiques  relatives  à  Tautre  aphélie,  Euler  parvient  à  une 
autre  équation  du  second  degré,  qui  détermine  le  rapport  des 
deux  excentricités  des  orbites  correspondantes  à  cet  aphélie.  Les 
racines  de  cette  équation  sont  imaginaires,  mais  il  les  rend  réelles 
et  égales  par  un  léger  changement  dans  les  valeurs  des  masses 
des  planètes.  On  est  étonné  quun  aussi  profond  analyste  n'ait  pas 
cherché  ce  que  signifiait  la  racine  qulil  né^igeait,  et  ce  qui  devait 
faire  préférer  l'autre  racine.  Mais  s'il  eût  bien  fait  son  calcul,  dl 
aurait  trouvé  que  les  deux  équations  du  second  degré,  qu'il  obte- 
nait, n'en  forment  qu'une  dont  les  deux  racines  sont  réelles  et 
donnent  les  rapports  des  excentricités  correspondantes  dans  les 
deux  orbites.  Euler,  malgré  l'inexactitude  de  ^es  r^ultats,  fit  par 
la  considération  d'une  excentricité  multiple  des  orbites,  une  dé- 
couverte importante,  dont  le  développement  a  démontré  la  stabi- 
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lilé  du  système  du  monde.  Ce  grand  géomètre  prouve  que  les 
excentricités  et  les  positions  des  aphélies  de  Jupiter  et  de  Saturne 
déterminées  par  les  astronomes  varient  sans  cesse,  mais  inégale- 
ment dans  les  différents  siècles,  et  qu'elles  se  rétablissent  dans 
une  période  d'environ  trente  mille  ans.  Il  en  conclut  dans  la 
longitude  des  deux  planètes  une  grande  inégalité  séculaire,  la 
même  pour  chaque  planète,  maintenant  additive  à  leur  longitude, 
et  qui  se  rétablit  dans  la  période  précédente.  Les  observations 
semblaient  indiquer,  au  contraire,  une  accélération  dans  le  mou- 
vement de  Jupiter  et  un  ralentissement  dans  celui  de  Saturne; 
mais  les  recherches  ultérieures  ont  prouvé  que  cette  inégalité, 
introduite  par  Euler,  n  existe  pas. 

D*Alembert  publia,  en  1 764,  les  deux  premiers  volumes  de  ses 
Recherches  sur  le  système  du  monde.  Il  y  appliqua  au  mouve- 
ment des  planètes  troublé  par  leur  action  mutuelle,  les  formules 
par  lesquelles  il  avait  calculé  les  mouvements  de  la  lune.  Mais  il 
na  rien  ajouté  aux  recherches  d'Euler,  si  ce  n'est  la  remarque  de 
la  relation  qui  existe  entre  les  termes  de  la  série  dans  laquelle 
Euler  avait  développé  une  puissance  quelconque  du  radical  qui 
exprime  la  distance  mutuelle  de  deux  planètes,  et  les  termes  de 
la  série  de  ce  développement,  lorsqu'on  diminue  de  l'unité  cette 
puissance.  On  doit  encore  à  ce  grand  géomètre,  pour  calculer 
les  perturbations  du  mouvement  d'une  planète  par  l'action  de  ses 
satellites,  perturbations  qu'Euler  n'avait  point  considérées,  le 
JQoyen  le  plus  simple,  fondé  sur  le  mouvement  à  très-peu  près 
elliptique  du  centre  commun  de  gravité  de  tous  ces  corps  autour 
du  soleiL  D'Alembert  avait  fait  disparaître,  par  un  moyen  ingé- 
nieux, Tare  de  cercle  que  sa  méthode  d'intégration  introduisait 
dans  Texpression  du  rayon  vecteur  de  la  lune.  Il  pensa  que  le 
iKàéme  moyen  peut  être  appliqué  au  mouvement  des  planètes.  Mais 
^^  moyen  ne  réussit  qu'autant  que  l'arc  de  cercle  est  introduit 
par  le  mouvement  de  l'apogée,  ce  qui  a  lieu  pour  la  lune.  Si  l'arc 
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dépend  de  ce  mouvement  et  d'une  variation  séculaire  de  l'excen- 
tricité, ce  qui  a  lieu  pour  les  planètes,  le  moyen  proposé  par 
d'Alembert  ne  réussit  plus ,  et  la  question  devient  beaucoup  plus 
difficile.  On  vient  de  voir  par  quel  artifice  Euler  l'a  résolue.  D'Alem- 
bert, membre  des  commissions  nommées  par  l'Académie  pour 
juger  les  pièces  d'Euler,  ne  paraît  pas  avoir  remarqué  cet  artifice; 
mais  ce  qui  doit  surprendre,  c'est  qu'Euler  lui-même  n'en  ait  pas 
senti  l'importance,  et  qu'il  n'ait  pas  cherché  à  l'étendre  au  système 
entier  des  planètes. 

En  1 7  56,  l'Académie  des  sciences  couronna  une  troisième  pièce 
d'Euler  sur  les  inégalités  du  mouvement  des  planètes,  produites 
par  leurs  actions  réciproques.  La  méthode  que  ce  grand  géomètre 
y  expose  est  très-belle  et  fort  importante  dans  la  mécanique  céleste. 
Elle  consiste  à  regarder  les  éléments  du  mouvement  elliptique 
comme  variables  en  vertu  des  forces  perturbatrices.  Ces  éléments 
sont,  i""  le  grand  axe  de  l'orbite,  qui  donne,  par  la  loi  de  Kepler, 
le  rapport  de  la  différentielle  de  la  longitude  moyenne  à  l'élément 
du  temps;  2""  l'époque  de  cette  longitude;  3*"  l'excentricité  de  l'or- 
bite; 4""  le  mouvement  de  l'aphélie;  5**  l'inclinaison  de  forbite  à 
un  plan  fixe;  6""  la  longitude  de  son  nœud.  Euler  se  propose  de 
déterminer  les  variations  que  les  forces  perturbatrices  introduisent 
dans  ces  éléments;  il  l'avait  déjà  fait,  comme  on  fa  vu  ci-dessus, 
par  rapport  à  finclinaison  et  à  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite. 
Pour  cela  il  considère  qu'à  la  fin  d'un  instant  infiniment  petit, 
l'expression  de  la  tangente  de  la  latitude  peut  être  censée  appar- 
tenir également  au  plan  de  l'orbite  de  cet  instant  et  au  plan  de 
forbite  de  f instant  suivant.  En  différentiant  f expression  de  la 
latitude  dans  f  hypothèse  des  deux  éléments  constants,  on  a  la 
différentielle  relative  à  forbite  invariable  pendant  un  instant.  En 
différentiant  la  même  expression  dans  f  hypothèse  où  la  longitude 
et  les  éléments  varient,  on  a  la  différentielle  relative  à  f  origine  de 
f  instant  suivant.  En  égalant  ces  deux  différentielles,  Euler  obtient 
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une  équation  entre  les  différentielles  de  l'inclinaison  et  de  la 
longitude  du  nœud.  Il  différentie  de  nouveau  la  difTérentielle  de 
la  tangente  de  la  latitude,  obtenue  dans  la  première  hypothèse; 
ce  qui  lui  donne,  entre  les  difTérentielles  de  ces  éléments,  une 
seconde  équation  dans  laquelle  il  substitue,  au  lieu  de  la  diffé- 
rence seconde  de  la  tangente  de  la  latitude,  sa  valeur  donnée  par 
les  équations  différentielles  du  mouvement  de  la  planète. 

La  méthode  suivie  par  Euler  pour  déterminer  les  variations  des 
autres  éléments  du  mouvement  elliptique  n'est  pas  aussi  directe 
que  la  précédente,  mais  au  fond  elle  revient  au  même.  Le  plan 
auquel  ce  grand  géomètre  rapporte  d'abord  les  coordonnées  est 
celui  de  l'orbite  de  la  planète  dont  il  considère  les  perturbations. 
Il  suppose  ce  plan  fixe,  ce  que  l'on  peut  faire  dans  le  calcul  du 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude,  du  moins  si  l'on  néglige  le  carré 
de  la  force  perturbatrice.  Il  détermine  les  expressions  différen- 
tielles de  ces  deux  coordonnées,  différentielles  que  l'on  déduit 
immédiatement  du  principe  des  aires  et  du  principe  des  forces 
vives.  Ensuite  il  considère  l'expression  elliptique  du  rayon  vecteur 
qui,  comme  l'on  sait,  est  égal  au  paramètre  divisé  par  l'unité 
diminuée  du  produit  de  l'excentricité,  par  le  cosinus  de  l'anomalie 
rapportée  à  l'aphélie.  Il  différentie  cette  expression  en  supposant 
les  éléments  constants;  en  comparant  ensuite  cette  différentielle 
à  celle  du  rayon  vecteur,  qu'il  a  trouvée  en  fonction  des  forces 
perturbatrices,  il  détermine  le  paramètre  et  l'excentricité  de  ma- 
nière à  faire  coïncider  ces  différentielles;  ce  qui  lui  donne  les 
expressions  de  ces  deux  éléments.  Euler  en  conclut  la  différentielle 
du  quotient  de  l'unité  divisée  par  le  grand  axe.  Il  est  facile  de 
s'assurer  qu'elle  est  une  différence  exacte  des  coordonnées  de  la 
planète  troublée,  résultat  important  auquel  Lagrange  est  parvenu 
d'une  manière  directe,  et  d'où  il  a  conclu,  comme  nous  le  dirons 
bientôt,  l'invariabilité  des  moyens  mouvements  planétaires.  La 
différentielle  de  l'expression  elliptique  ou  du  rayon  vecteur,  prise 
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en  y  faisant  varier  les  éléments  et  Tanomaiie,  donne  la  différentielle 
de  Tanomalie  qui,  retranchée  de  la  différentielle  de  la  longitude, 
donne  la  différentielle  du  mouvement  de  l'aphélie.  Euler  ne  consi- 
dère point  la  variation  de  l'époque,  ce  qui  rend  incomplète  sa 
théorie  de  la  variation  des  éléments  elliptiques.     "^ 

Dans  l'évaluation  des  forces  attractives,  Euler  rapporte  le  mou- 
vement de  la  planète  troublée  au  plan  de  la  planète  perturbatrice, 
mais  il  observe  que  la  projection  de  l'ellipse  de  la  planète  troublée 
sur  ce  plan  est  une  ellipse  dans  laquelle,  le  soleil  n'étant  plus  au 
foyer,  les  lois  de  Kepler  ne  sont  point  observées  autour  de  ce 
point,  ce  qui  complique  les  calculs.  Il  juge  donc  avec  raison  que 
dans  le  calcul  des  perturbations  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude, 
il  convient  de  rapporter  le  mouvement  de  la  planète  troublée  au 
plan  de  son  orbite.  Il  y  a  de  l'avantage  à  rapporter  ce  mouvement 
au  plan  de  l'orbite  de  la  planète  perturbatrice,  dans  le  calcul  des 
variations  de  l'inclinaison  de  l'orbite  et  de  ses  nœuds;  et,  sur  cet 
objet,  il  parvient  aux  résultats  de  sa  première  pièce. 

Plusieurs  des  formules  de  ce  grand  géomètre  sont  incomplètes; 
ainsi  l'expression  qu'U  donne  du  mouvement  de  l'aphélie  ne  ren- 
ferme point  la  partie  de  ce  mouvement  dépendante  du  rapport 
de  l'excentricité  de  l'orbite  de  la  planète  perturbatrice  à  cdie  de 
l'orbite  de  la  planète  troublée.  En  général,  dans  cette  pièce,  comme 
dans  les  deux  précédentes,  le  mérite  des  méthodes  fait  regretter 
que  leur  auteur  ait  été  souvent,  par  de  nombreuses  erreurs  de 
calcul,  conduit  à  des  résultats  fautifs  qui  l'ont  peut-être  empêché 
lui-même  de  reconnaître  les  avantages  de  ces  méthodes,  sur 
lesquelles  il  n'est  plus  revenu. 

Enfin  Euler  termine  sa  pièce  par  une  application  étendue  de 
ses  formules  au  mouvement  de  la  terre.  En  partant  de  supposi- 
tions assez  vraisemblables  sur  le  rapport  des  masses  des  planètes 
à  la  masse  du  soleil,  il  détermine  la  variation  séculaire  de  l'obli- 
quité de  l'écliptique,  qu'il  trouve  de  48"  sexagésimales,  ce  qui 
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secarte  fort  peu  des  observations.  11  a  mis  par  là  hors  de  doute 
la  diminution  séculaire  de  celte  obliquité,  que  de  savants  astro- 
nomes regardaient  alors  comme  incertaine. 

Cest  à  fort  peu  près  à  ces  trois  pièces  que  se  réduisent  les 
travaux  d*Ëuler  sur  la  théorie  des  perturbations  du  mouvement  des 
planètes.  On  n  a  rien  ajouté  à  cette  théorie,  jusqu'aux  recherches 
de  Lagrange,  publiées  dans  le  tome  III  des  Mélanges  de  la  Société 
royale  de  Turin,  qui  parut  en  1766.  Lagrange  y  considère  les 
objets  traités  par  Euler  dans  sa  seconde  et  dans  sa  troisième  pièce, 
savoir,  la  variation  des  éléments  du  mouvement  elliptique,  et  le 
moyen  d'intégrer  les  équations  différentielles  du  mouvement  des 
planètes  sans  introduire  d'arcs  de  cercle  dans  les  intégrales. 
Lagrange  ne  parait  pas  avoir  connu  ces  pièces  d'Euler,  qui  n'ont 
été  publiées  qu'en  1 769.  Pour  obtenir  les  variations  différentielles 
des  éléments  du  mouvement  elliptique,  Lagrange  étend  au  rayon 
vecteur  les  mêmes  considérations  par  lesquelles  Euler,  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  pour  l'année  1 760,  avait  déduit 
de  l'expression  de  la  latitude  les  variations  différentielles  de  l'incli- 
naison de  l'orbite  et  du  nœud.  Il  différentie  l'expression  elliptique 
du  rayon  vecteur,  et  U  égale  à  zéro  la  partie  de  celte  différentielle 
qui  dépend  des  variations  de  l'excentricité  et  de  la  longitude  de 
l'aphélie,  ce  qui  lui  donne  une  première  équation  entre  les  diffé- 
renti^es  de  ces  éléments.  La  différentielle  du  rayon  vecteur 
devient  ainsi  la  même  que  dans  l'ellipse  invariable.  Il  la  diffé* 
rentie  de  nouveau,  et  il  obtient  entre  les  variations  des  deux 
mêmes  déments  une  seconde  équation,  dans  laquelle  il  substitue, 
au  lieu  de  la  différence  seconde  du  rayon  vecteur,  sa  valeur 
donnée  par  les  équations  différentielles  du  mouvement  de  la 
j^nète.  Mais  ces  équations  sont  inexactes,  parce  qu'elles  ne  ren-^ 
ferment  point  la  variation  du  grand  axe,  à  laquelle  Lagrange  n'a 
point  eu  égard,  non  plus  qu'à  la  variation  de  l'époque. 

Le  moyen  par  lequel  Lagrange  obtient  les  intégrales  du  mou- 
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vement  des  planètes  sans  arcs  de  cercle,  quoique  beaucoup  moins 
simple  que  celui  d'Euler,  est  très -ingénieux.  Il  consiste  à  égaler 
chaque  terme  des  équations  différentielles  des  mouvements  de 
Jupiter  et  de  Saturne  à  une  nouvelle  variable,  à  différentier  ces 
variables  et  leurs  valeurs,  et  à  combiner  les  équations  qui  en 
résultent  avec  les  équations  différentielles  des  coordonnées  des  pla- 
nètes, de  manière  à  obtenir  entre  toutes  ces  variables  un  système 
d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  constants,  qui! 
intègre  par  un  procédé  fort  simple.  Il  détermine  ainsi  les  rayons 
vecteurs  des  deux  planètes,  et  il  est  conduit,  par  son  analyse,  aux 
deux  excentricités  qu'Euler  avait  imaginées  pour  chaque  planète. 
Mais  son  calcul  étant  exact,  il  ne  trouve  qu'une  seule  équation  du 
second  degré  pour  déterminer  les  rapports  des  excentricités  des 
orbites  des  deux  planètes  relatives  au  même  aphélie.  En  appli- 
quant cette  méthode  aux  équations  différentielles  de  la  latitude, 
ce  grand  géomètre  représente  la  latitude  de  chaque  planète  au 
moyen  de  deux  inclinaisons  rapportées  à  deux  nœuds  différents, 
et  il  détermine  par  les  racines  d'une  seule  équation  du  second 
degré  les  rapports  des  inclinaisons  des  orbites  des  deux  planètes 
relatives  au  même  nœud.  En  développant  ses  formules  en  séries, 
il  donne  les  expressions  analytiques  et  numériques  des  variations 
séculaires,  des  excentricités,  des  aphélies,  des  inclinaisons  et  des 
nœuds  des  orbites  de  Jupiter  et  de  Saturne,  expressions  dont  j'ai 
reconnu  l'exactitude.  Il  parvient  enfin  à  deux  équations  séculaires 
proportionnelles  au  carré  du  temps,  l'une  additive  à  la  longitude 
moyenne  de  Jupiter,  l'autre  plus  grande  et  soustractive  de  la 
longitude  moyenne  de  Saturne.  Euler,  comme  nous  l'avons  dit, 
trouvait  ces  inégalités  les  mêmes,  et  toutes  deux  additives  à  la 
longitude.  Mais  le  résultat  de  Lagrange,  quoique  plus  conforme 
que  celui  d'Euler  à  ce  que  les  observations  semblaient  indiquer^ 
n'en  est  pas  plus  exact. 

Je  présentai,  en  1 778 ,  à  l'Académie  des  sciences,  mes  premières 
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Recherches  sur  le  système  du  monde.  Elles  ont  paru  dans  le  volume 
des  Mémoires  des  Savants  étrangers  de  la  même  année,  qui  n'a 
été  publié  qu'en  1776.  Mon  objet  principal,  dans  ces  recherches, 
a  été  de  donner  des  expressions  exactes  des  inégalités  séculaires 
du  mouvement  des  planètes.  Frappé  des  différences  qu'offraient, 
à  cet  égard,  les  expressions  trouvées  par  Euler  et  Lagrange,  et 
considérant  qu'ils  avaient  négligé  plusieurs  quantités  du  même 
ordre  que  celles  dont  ils  avaient  tenu  compte,  je  déterminai  ces 
expressions  avec  l'attention  la  plus  scrupuleuse.  Celle  du  moyen 
mouvement  était  surtout  importante  dans  l'Astronomie;  elle  pa- 
raissait fort  sensible  dans  le  mouvement  de  Saturne.  En  substi- 
tuant, dans  ma  formule,  les  valeurs  numériques  des  quantités 
relatives  à  l'action  de  Jupiter  sur  cette  planète,  je  fus  surpris  de 
trouver  un  résultat  nul,  et  j'en  conclus  que  l'action  de  Jupiter 
n'altère  point  le  mouvement  moyen  de  Saturne.  Une  substitution 
semblable,  relative  à  l'action  de  Saturne  sur  Jupiter,  me  donna 
pareillement  un  résultat  nul.  L'égalité  à  zéro  de  ces  deux  résultats 
me  fit  soupçonner  qu'elle  ne  tenait  point  aux  valeurs  propres  des 
deux  planètes ,  et  que  l'expression  analytique  elle-même  était  iden- 
tiquement nulle.  Cette  expression  renferme  un  nombre  considé- 
rable de  termes  multipliés  par  les  coefficients  des  angles  multiples 
de  l'élongation  des  deux  planètes,  dans  le  développement  des  puis- 
sances du  radical  qui  exprime  leur  distance  mutuelle.  On  a  vu  que 
ces  coefficients  ont  entre  eux  des  rapports  tels,  que  si  le  premier 
et  le  second  coefficient  du  développement  de  l'une  de  ces  puis- 
sances sont  donnés,  on  peut  en  conclure  tous  les  autres.  La  for- 
mule analytique  de  l'inégalité  séculaire  du  moyen  mouvement 
pouvait  être  ainsi  réduite  à  ne  renfermer  que  ces  deux  coefficients. 
Je  reconnus  que  par  cette  réduction  chacun  de  ces  coefficients 
disparaissait,  et  que  la  formule  se  réduisait  à  zéro.  Il  fut  ainsi  bien 
prouvé  que  l'action  mutuelle  des  planètes  ne  produit  aucune 
altération  séculaire  dans  leurs  moyens  mouvements,  du  moins  en 
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négligeant  les  carrés  et  les  produits  des  masses  des  planètes,  et  les 
produits  de  quatre  dimensions»  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons des  orbites;  car  il  est  facile  de  s  assurer  que  les  quantités  de 
dimensions  impaires  de  ces  éléments  ne  peuvent  entrer  dans  l'ex- 
pression analytique  de  l'inégalité  séculaire  du  moyen  mouvement. 
Cela  suffisait  aux  besoins  de  l'astronomie  et  montrait  qu'il  fallait 
chercher  ailleurs  que  dans  l'action  mutuelle  des  planètes  la  cause 
des  inégalités  séculaires  que  les  observations  paraissaient  indiquer 
dans  les  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

En  réduisant  d'une  manière  semblable  les  expressions  analy- 
tiques des  inégalités  séculaires  de  l'excentricité  et  de  l'aphélie,  je 
leur  donnai  la  forme  la  plus  simple. 

Je  discutai,  dans  le  mémoire  qui  contient  ces  recherches,  le 
principe  de  la  gravitation  universelle,  et  la  manière  dont  il  avait 
été  employé  par  Newton  et  par  ses  successeurs.  La  propagation 
instantanée  qu'ils  supposaient  à  cette  force  me  parut  peu  vraisem- 
blable. Déjà  Daniel  Bernoulli  avait  soupçonné  que  le  retard  d'en- 
viron un  jour  et  demi,  des  plus  grandes  marées  sur  les  instants 
des  syzygies,  pouvait  dépendre  du  temps  que  l'attraction  de  la 
lune  emploie  à  se  transmettre  à  la  mer.  Une  transmission  aussi 
lente  n'est  pas  sans  doute  admissible;  mais  cette  transmission, 
quoique  incomparablement  plus  prompte,  peut  cependant  être 
successive,  et  il  était  intéressant  d'en  calculer  les  effets.  Je  trouvai 
que  son  effet  le  plus  sensible  serait  une  inégalité  séculaire  dans 
le  moyen  mouvement  de  la  lune,  croissante  comme  le  carré  du 
temps,  et  que  pour  expliquer  par  ce  moyen  l'inégalité  déduite  des 
observations  par  Mayer,  il  fallait  supposer  à  l'attraction  terrestre 
une  vitesse  de  transmission  près  de  huit  millions  de  fois  plus 
grande  que  celle  de  la  lumière.  Maintenant  que  nous  connaissons 
la  vraie  cause  de  féquation  séculaire  de  la  lune,  nous  pouvons 
affirmer  que  la  première  de  ces  vitesses  est  au  moins  cinquante 
millions  de  fois  plus  grande  que  la  seconde. 
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Lagrange  envoya,  en  1774,  à  l'Académie  des  sciences  un  beau 
Mémoire  sur  les  variations  des  inclinaisons  et  des  nœuds  des  or- 
bites planétaires,  mémoire  qui  parut  dans  le  volume  de  T Académie 
de  la  même  année.  Ce  grand  géomètre  y  détermine  les  mouve- 
ments des  orbitea  par  la  méthode  de  la  variation  des  éléments; 
mais,  au  lieu  de  Tinclinaison  et  de  la  longitude  du  nœud,  il  con- 
sidère deux  autres  variables  qui  sont  les  produits  de  Tinclinaison 
par  le  sinus  et  par  le  cosinus  de  la  longitude  du  nœud,  et  il  dé- 
termine leurs  expressions  différentielles.  Cette  transformation  des 
variables,  dont  il  a  £ait  ensuite  un  heureux  usage  dans  sa  théorie 
de  la  libration  de  la  lune,  a  l'avantage  de  réduire  les  équations 
différentielles  qui  déterminent  les  inclinaisons  et  les  nœuds  d'un 
système  d'orbites  à  des  équations  différentielles  linéaires  à  coeffi-  ' 
dents  constants,  et  dont  le  nombre  est  double  de  celui  des  pla- 
nètes. Ayant  ramené  les  variations  séculaires  de  l'excentricité  et 
de  la  longitude  du  périhélie  à  leur  forme  la  plus  simple,  il  me 
devint  facile  de  leur  appliquer  une  transformation  analogue,  en 
considérant,  au  lieu  de  ces  deux  variables,  les  produits  de  l'excen- 
tricité par  le  sinus  et  par  le  cosinus  de  la  longitude  du  périhélie. 
J'en  conclus  les  variations  séculaires  de  ces  nouvelles  variables. 
Je  considérai  ensuite  ces  variations  comme  le  développement  en 
série  de  ces  variables,  suivant  les  puissances  du  temps;  or  le  coef- 
ficient de  la  première  puissance  du  temps,  dans  ce  développe- 
ment, est  la  différentielle  de  la  variable,  divisée  par  l'élément 
du  temps;  j'égalai  donc  ce  quotient  au  coefficient  du  temps  dans 
l'expression  de  l'inégalité  séculaire  de  la  variable;  ce  qui  me  donna 
une  équation  linéaire  du  premier  ordre  entre  les  variables.  L'autre 
variable  me  donna  une  équation  pareille.  En  étendant  la  même 
considération  à  toutes  les  variables  semblables  d'un  système  quel- 
conque de  planètes,  j'obtins,  pour  les  déterminer,  un  nombre 
d'équations  différentielles  linéaires  du  premier  ordre  double  de 
cdui  des  planètes;  et  je  fis  ainsi  disparaître  les  arcs  de  cercle 
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introduits  par  l'intégration  des  équations  différentielles  suivant  la 
méthode  ordinaire,  qui  a  l'avantage  de  conduire  par  la  voie  la  plus 
simple  aux  approximations  les  plus  convergentes  et  les  plus  appro- 
priées aux  usages  astronomiques.  Je  publiai,  dans  la  première 
partie  des  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences  pour  l'année  1772, 
et  qui  parut  en  1776,  ces  résultats  et  cette  nouvelle  méthode  de 
faire  disparaître  les  arcs  de  cercle  puisée  dans  la  nature  même 
des  séries.  La  forme  très-simple  des  équations  différentielles  des 
éléments  elliptiques  auxquelles  j'étais  parvenu  me  fit  reconnaître 
un  des  éléments  les  plus  importants  du  système  du  monde*,  sa 
stabilité.  Ces  équations  étant  linéaires  à  coefficients  constants,  leur 
intégration  donne  l'expression  finie  de  chacune  des  variables  par 
une  suite  de  sinus  et  cosinus  d'angles  croissants  proportionnelle- 
ment au  temps,  et  dont  les  coefficients  du  temps,  dans  chaque 
angle,  sont  les  racines  d'une  équation  algébrique  d'un  degré  égal 
au  nombre  des  planètes.  Si  toutes  les  racines  sont  réelles  et  iné- 
gales, ces  diverses  expressions  sont  périodiques,  et  les  variables 
restent  toujours  fort  petites;  le  système  des  planètes  ne  fait  donc 
alors  qu'osciller  autour  d'un  état  moyen  dans  d'étroites  limites. 
Mais  si  quelques-unes  des  racines  étaient  imaginaires  ou  égales 
entre  elles,  les  sinus  et  les  cosinus  correspondants  se  changeraient 
en  exponentielles  ou  en  arcs  de  cercle  qui,  croissant  indéfiniment 
avec  le  temps,  donneraient  aux  variables,  de  grandes  valeurs;  et 
changeraient  considérablement  la  forme  des  orbites.  Heureuse- 
ment je  suis  parvenu,  d'une  manière  fort  simple,  exposée  dans 
les  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences  pour  l'année  1 784,  à  faire 
voir  que,  quelles  que  soient  les  masses  des  planètes,  pourvu 
qu'elles  soient  fort  petites  par  rapport  à  la  masse  du  soleil,  par 
cela  seul  qu'elles  se  meuvent  toutes  dans  le  même  sens  autour  de 
cet  astre  et  dans  des  orbes  presque  circulaires  et  peu  inclinés  entre 
eux,  l'équation  algébrique  dont  je  viens  de  parler  n'a  que  des 
racines  réelles  et  inégales.  En  appliquant  les  mêmes  raisonne- 
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ments  aux  équations  différentielles  relatives  à  Tinclinaison  et  à  la 
longitude  du  nœud,  j'ai  trouvé  pareillement  que  les  racines  de 
Téquation  algébrique  dont  dépendent  leurs  intégrales  sont  réelles 
et  inégales,  et  qu'ainsi  les  inclinaisons  des  orbites  sont  toujours 
fort  petites.  De  là  il  suit  que  le  système  des  planètes  est  stable. 
Comme  les  systèmes  des  satellites  satisfont  à  la  condition  que  tous 
les  satellites  de  chaque  système  se  meuvent  dans  le  même  sens 
autour  de  leur  planète,  on  peut  affirmer,  quoique  leurs  masses 
soient  pour  la  plupart  inconnues,  que  ces  divers  systèmes  jouissent 
de  la  même  stabilité  que  celui  des  planètes. 

Je  développai,  dans  la  seconde  partie  des  Mémoires  de  l'Aca- 
démie des  sciences  pour  l'année  1772,  la  méthode  précédente  de 
faire  disparaître  les  arcs  de  cercle  des  intégrales,  en  faisant  varier 
les  éléments,  et  je  l'étendis  aux  équations  différentielles  d'un  ordre 
quelconque.  Cette  manière  de  faire  varier  les  constantes  arbitraires 
diffère  de  celle  qu'Euler  avait  employée,  en  ce  qu'elle  n'embrasse 
que  les  inégalités  dont  la  période  est  indépendante  de  la  configu- 
ration mutuelle  des  planètes;  ce  qui  apporte  une  grande  simpli- 
cité dans  les  calculs.  Elle  s'étend  à  tous  les  cas  où  les  éléments 
d'un  système  de  corps  éprouvent,  par  des  causes  quelconques, 
telles  que  la  résistance  d'un  milieu  rare,  des  altérations  qui  ne 
deviennent  sensibles  qu'après  un  long  intervalle  de  temps. 

Fontaine  remarqua  le  premier  qu'une  équation  différentielle 
d'un  ordre  quelconque  a  autant  d'intégrales  de  l'ordre  inférieur 
qu'il  y  a  d'unités  dans  son  ordre.  Lagrange,  dans  sa  pièce  sur  les 
perturbations  des  comètes,  qui  remporta  en  1 780  le  prix  de  l'Aca- 
démie des  sciences,  et  dans  les  Mémoires  de  Berlin  pour  l'année 
1782,  considéra  sous  ce  point  de  vue  général  les  intégrales  des 
équations  différentielles  du  mouvement  des  planètes.  Le  mouve- 
ment d'une  planète  soumise  à  la  seule  attraction  du  soleil  est 
donné  par  trois  équations  différentielles  du  second  ordre  dont  les 
trois  intégrales  finies  renferment  par  conséquent  six  constantes 
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arbitraires,  qui  sont  les  éléments  du  mouvement  elliptique.  En 
différentiant  ces  intégrales,  on  a  six  équations  au  moyen  des- 
quelles on  peut,  par  l'élimination,  déterminer  chaque  élément  en 
fonction  des  coordonnées  du  mouvement  de*  la  planète,  et  de 
leurs  différentielles  divisées  par  l'élément  du  temps.  Lagrange 
conçoit  que  ces  six  équations  différentielles  du  premier  ordre  ont 
également  lieu  dans  Tellipse  invariable  et  dans  Tdlipse  troublée^ 
mais  que,  dans  ce  dernier  cas,  les  éléments  sont  variables.  Pour 
avoir  les  différentielles  des  éléments,  il  fait  tout  varier  en  différen- 
tiant chacune  de  ces  intégrales  du  premier  ordre;  et  il  substitue 
après  la  différentiation,  au  lieu  de  la  différence  seconde  de  chaque 
coordonnée,  sa  valeur  donnée  par  les  équations  différentielles  du 
mouvement  de  la  planète  troublée.  Il  obtient  ainsi  la  différentielle 
de  chaque  élément.  Ensuite  il  observe  que  dans  la  substitution 
de  la  valeur  de  la  différence  seconde  de  chaque  coordonnée,  on 
peut  ne  considérer  que  la  partie  de  cette  valeur  due  aux  forces 
perturbatrices,  Tautre  partie  devant  disparaître  dans  l'expression 
de  la  différentielle  de  l'élément,  puisque  cette  expression  serait 
identiquement  nulle  si  ces  forces  n'existaient  pas.  Lagrange,  dans 
sa  pièce  sur  l'équation  séculaire  de  la  lune,  qui  remporta  en  1 774 
le  prix  de  l'Académie  des  sciences,  exprima  les  forces  attractives 
décomposées  suivant  la  direction  des  coordonnées,  par  les  diffé- 
rences partielles  d'une  fonction,  prises  par  rapport  à  ces  coor- 
données. Si  l'on  rapporte  le  mouvement  du  point  attiré ,  au  centre 
de  gravité  du  système  de  corps,  cette  fonction  est  la  somme  des 
molécules  attirantes,  divisées  respectivement  par  leurs  distances 
au  point  attiré.  Si  l'on  rapporte  le  mouvement  au  centre  de  l'un 
des  corps  du  système,  considéré  comme  immobile,  il  faut  ajouter 
à  cette  somme  la  demi-somme  des  produits  de  chaque  molécule 
perturbatrice  attirante,  par  le  carré  de  sa  distance  au  point  attiré, 
diminué  des  carrés  des  distances  de  la  molécule  et  du  point  au 
centre  du  corps  supposé  immobile,  chacun  de  ces  produits  étant 
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divisé  par  le  cube  de  la  distance  de  la  molécule  attirante  à  ce 
même  œntre.  Je  nommerai  cette  îoncûon  fonction  perturbatrice.  La 
propriété  dont  elle  jouit  d'exprimer  par  ses  différences  partielles 
les  forces  perturbatrices  du  mouvement  du  point  attiré  simplifie 
extrêmement  les  calculs,  et  donne  à  leurs  résultats  une  forme  qui 
fait  voir  facilement  leurs  rapports,  surtout  quand  on  considère  une 
infinité  de  molécules  attirantes  ou  attirées,  comme  dans  les  théo- 
ries de  la  figure  des  planètes,  du  flux  et  du  reflux  de  la  mer,  et 
de  la  précession  des  équinoxes.  Son  introduction  dans  la  Méca- 
nique céleste  est,  à  cause  de  son  utilité,  une  véritable  découverte. 

Lagrange,  en  appliquant  la  méthode  précédente  de  la  variation 
des  éléments  elliptiques,  à  l'expression  du  quotient  de  l'unité  divi- 
sée par  le  grand  axe,  reconnut  que  la  différentielle  de  cette 
expression  prise  en  moins  est  la  différentielle  exacte  de  la  fonction 
perturbatrice,  prise  par  rapport  aux  seules  coordonnées  de  la 
planète  troublée.  Si  l'on  développe  cette  fonction  dans  une  série 
de  sinus  et  cosinus  d'angles  croissants  proportionnellement  au 
temps,  et  si  Ton  néglige  le  carré  des  forces  perturbatrices,  on 
obtient  cette  différentielle,  en  ne  faisant  varier,  dans  ces  sinus  et 
cosinus,  que  les  angles  qui  se  rapportent  à  la  planète.  Lagrange 
en  conclut  que  l'expression  du  grand  axe  ne  contient  que  des  iné- 
galités périodiques,  et  qu'ainsi  la  longitude  moyenne  que  l'on  en 
déduit  par  les  lois  de  Kepler  ne  contient  elle-même  que  des  iné- 
galités de  ce  genre,  et  ne  renferme  point  d'inégalités  séculaires. 
Ce  théorème,  auquel  j'étais  parvenu  en  négligeant  les  produits  de 
quatre  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
fut  ainsi,  non-seulement  confirmé  par  ce  grand  géomètre,  de  la 
manière  la  plus  élégante  et  la  plus  simple,  mais  encore  étendu  à 
des  excentricités  et  à  des  inclinaisons  quelconques. 

J'ai  fait  voir,  dans  le  sixième  livre,  qu'en  ayant  égard  aux 
carrés  et  aux  produits  des  masses  de  Jupiter  et  de  Saturne,  leurs 
grandes  inégalités  n'altèrent  point  ce  résultat.  M.  Poisson  est 
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ensuite  parvenu ,  par  une  savante  analyse  insérée  dans  le  tome  VIII 
du  Journal  de  l'Ecole  polytechnique,  à  démontrer  généralement 
que  le  carré  de  la  force  perturbatrice  n'introduit  que  des  quanti- 
tés périodiques  dans  l'expression  de  la  longitude  moyenne;  résul- 
tat important  dans  l'astronomie,  parce  qu'une  inégalité  séculaire 
dans  l'expression  différentielle  du  grand  axe,  quoique  multipliée 
par  le  carré  des  masses  planétaires,  donnerait,  par  la  double  inté- 
gration qu'elle  subit  dans  l'expression  de  la  longitude  moyenne, 
une  inégalité  du  même  ordre  que  l'inégalité  du  mouvement  ellip- 
tique, dont  l'argument  est  le  double  de  l'anomalie.  Ces  recherches 
de  M.  Poisson,  et  celles  qu'il  a  publiées,  dans  le  même  volume, 
sur  la  précession  des  équinoxes  et  sur  l'uniformité  de  la  rotation 
de  la  terre,  lui  ont  acquis  de  justes  droits  à  la  reconnaissance 
des  géomètres  et  des  astronomes. 

Le  résultat  précédent  cesse  d'avoir  lieu  si  les  moyens  mouve- 
ments ont  entre  eux  des  rapports  commensurables.  Ce  cas  très- 
singulier  se  présente  dans  le  système  des  satellites  de  Jupiter,  et 
je  l'ai  discuté  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences  de 
1784*  La  longitude  moyenne  du  premier  satellite,  moins  trois 
fois  celle  du  second,  plus  deux  fois  celle  du  troisième,  est  égale 
à  la  demi-circonférence.  L'approximation  avec  laquelle  les  Tables 
des  satellites  de  Jupiter  par  Vargentin  donnent  ce  rapport  me 
fit  soupçonner  qu'il  est  rigoureux.  Il  était  contre  toute  vraisem- 
blance de  supposer  que  le  hasard  a  placé  originairement  les 
trois  premiers  satellites  aux  distances  et  dans  les  positions  conve- 
nables à  ce  rapport,  et  il  était  extrêmement  probable  qu'il  est  du 
à  une  cause  particulière.  Je  cherchai  donc  cette  cause  dans  l'action 
mutuelle  des  satellites.  L'examen  approfondi  de  cette  action  me 
fit  voir  qu'elle  a  suffi  pour  rendre  ce  rapport  rigoureux,  s'il  a 
été  fort  approché  à  l'origine;  d'où  je  conclus  qu'en  déterminant 
de  nouveau ,  par  la  discussion  d'un  très-grand  nombre  d'obser- 
vations éloignées  entre  elles,  les  longitudes  moyennes  des  trois 
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premiers  sateUites,  on  trouverait  quils  approchent  encore  plus 
de  ce  rapport  que  les  Tables  de  Vargentin.  Cette  conséquence 
de  la  théorie  a  été  confirmée,  avec  une  précision  remarquable, 
par  les  recherches  que  Delambre  a  faites  sur  les  satellites  de  Ju- 
piter, et  les  tables  qu'il  a  publiées  sont  rigoureusement  assujet-* 
ties  à  ce  rapport.  La  petite  différence  qui  a  pu  exister  primitive- 
ment à  cet  égard  a  donné  lieu  à  une  inégalité  d'une  étendue 
arbitraire,  qui  se  partage  entre  les  trois  satellites,  et  que  j'ai  dé- 
signée par  le  nom  de  libration  des  mouvements  de  ces  satellites. 
Les  deux  constantes  arbitraires  de  cette  inégalité  remplacent  les 
deux  arbitraires  que  ce  rapport  fait  disparaître  dans  les  moyens 
mouvements  et  dans  les  époques  des  longitudes  moyennes;  car 
le  nombre  des  arbitraires  que  renferme  la  théorie  du  mouve- 
ment d'un  système  de  corps  est  nécessairement  sextuple  du 
nombre  de  ces  corps.  La  discussion  des  observations  n'ayant 
point  fait  reconnaître  cette  inégalité,  elle  est  fort  petite,  et  même 
insensible. 

Dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  pour  les  années 
1781  et  suivantes,  Lagrange  détermina  par  la  méthode  de  la 
variation  des  éléments  elliptiques  les  inégalités  séculaires  et 
périodiques  du  mouvement  des  planètes,  et  il  les  réduisit  en 
nombres,  en  donnant  aux  masses  planétaires  les  valeurs  qui  lui 
parurent  les  plus  vraisemblables.  Cette  méthode,  déjà  fort  longue 
quand  on  considère  la  première  puissance  des  excentricités  et  des 
inclinaisons,  devient  presque  impraticable  lorsqu'on  veut  l'étendre 
aux  carrés  et  aux  puissances  supérieures  de  ces  quantités;  ce  qui 
est  indispensable  dans  la  théorie  des  planètes.  Mais  elle  peut  être 
extrêmement  simplifiée  par  les  considérations  suivantes. 

On  a  vu  que  la  différentielle  de  la  puissance  première  inverse 
du  grand  axe  prise  en  moins  est  égale  à  la  différentielle  de  la 
fonction  perturbatrice,  prise  en  n'y  faisant  varier  que  les  coordon- 
nées de  la  planète  troublée.  En  développant  donc  cette  fonction 
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dans  une  série  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles  croissants  propor- 
tionnellement au  temps,  il  suffira,  dans  une  première  approximation 
où  Ton  néglige  le  carré  de  la  force  perturbatrice,  de  difFérentier 
chacun  des  termes  de  cette  série,  par  rapport  au  seul  mouvement 
de  la  planète.  On  aura  ensuite,  par  l'intégration  de  ces  termes, 
l'expression  de  l'unité  divisée  par  le  grand  axe  :  on  en  conclura, 
par  les  lois  de  Kepler,  la  difiérentielle  de  la  longitude  moyenne 
qui,  intégrée  de  nouveau,  donnera  cette  longitude.  On  peut 
observer  ici  que  cette  double  intégration  donne  à  chaque  terme 
du  développement  de  la  fonction  perturbatrice,  pour  diviseur,  le 
carré  du  coefficient  du  temps  compris  sous  les  signes  sinus  ou 
cosinus;  ce  qui  rend  ce  terme  fort  grand  lorsque  ce  coefficient  est 
très-petit. 

La  facilité  que  donne  l'expression  très-simple  de  la  différen- 
tielle du  grand  axe,  pour  avoir  la  longitude,  me  fit  rechercher 
s'il  est  possible  de  donner  aux  différentielles  des  autres  éléments 
elliptiques  une  forme  aussi  simple,  dans  laquelle  les  différences 
partielles  de  la  fonction  perturbatrice  ne  seraient  prises  que  par 
rapport  aux  éléments,  et  dont  les  coefficients  ne  renfermeraient 
point  le  temps.  En  effet,  il  suffirait  alors  de  différentier,  par  rap- 
port à  ces  éléments,  chaque  terme  du  développement  de  la  fonc- 
tion perturbatrice,  et  ensuite  de  l'intégrer.  Je  parvins  à  obtenir 
les  différentielles  des  éléments  sous  cette  forme,  par  l'analyse  que 
j'ai  donnée  dans  le  Supplément  à  la  Mécanique  céleste,  et  que  je 
présentai,  le  17  août  1808,  au  Bureau  des  longitudes.  Dans  la 
même  séance,  Lagrange  présenta  une  très -belle  analyse  par 
laquelle  il  exprimait  la  différence  partielle  de  la  force  perturba- 
trice, prise  par  rapport  à  chaque  élément,  par  une  fonction 
linéaire  des  différentielles  des  éléments,  divisées  par  la  différen- 
tielle du  temps,  et  dans  laquelle  les  coefficients  de  ces  différentielles 
ne  renfermaient  point  le  temps.  En  déterminant,  au  moyen  de 
ces  expressions,  la  différentidle  de  chaque  élément,  il  parvint 
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ensuite  aux  mêmes  équations  que  j*avais  trouvées.  Ce  grand  géo- 
mètre a  étendu  son  analyse  au  mouvement  des  corps  solides,  et 
généralement  au  mouvement  d'un  système  de  corps  liés  entre  eux 
d'une  manière  quelconque.  Ce  travail  des  dernières  années  de  sa 
vie  est  une  de  ses  plus  belles  productions  :  il  montre  que  l'âge 
n'avait  point  afiPaibli  son  génie.  M.  Poisson  a  publié,  sur  cet  objet, 
plusieurs  savants  mémoires,  où  il  a  été  conduit,  sur  le  mouvement 
des  corps  solides,  à  des  équations  de  la  même  forme  que  pour  les 
points  libres;  ce  qui  établit  l'analogie  de  ces  mouvements. 

Les  recherches  sur  Jupiter  et  Saturne,  dont  j'ai  paiié  ci-dessus, 
laissaient  encore  inconnue  la  cause  des  grandes  irrégularités  que 
les  observations  anciennes  et  modernes  indiquaient  dans  les  mou- 
vements de  ces  deux  planètes.  Halley  avait  conclu  de  la  comparaison 
des  observations  anciennes  avec  les  modernes  un  ralentissement 
dans  le  moyen  mouvement  de  Saturne  et  une  accélération  dans 
cdui  de  Jupiter.  Lambert  avait  obtenu  un  résultat  contraire  en 
comparant  les  observations  du  dernier  siècle  avec  celles  de  Tycho- 
Brahé.  Enfin  Lalande  trouvait  les  retours  de  Saturne  à  l'équinoxe 
du  printemps,  plus  prompts  que  ses  retours  à  l'équinoxe  d'au- 
tomne, quoique  les  positions  de  Jupiter  et  de  Saturne,  soit  entre 
eux,  soit  à  Tégard  de  leurs  aphélies,  fussent  à  peu  près  les  mêmes. 
Cela  portait  à  croire  que  des  causes  étrangères  avaient  altéré  les 
mouvements  de  ces  deux  planètes;  mais  en  y  réfléchissant,  la 
marche  de  ces  altérations  me  parut  si  bien  d'accord  avec  ce  qui 
devait  résulter  de  leur  action  mutuelle,  que  je  ne  balançai  point 
à  rejeter  toute  action  extérieure  au  système  planétaire. 

C'est  un  résultat  remarquable  de  l'action  réciproque  des  pla- 
nètes que,  si  l'on  n'a  égard  qu'aux  inégalités  dont  les  périodes 
sont  très-longues,  la  somme  des  masses  de  chaque  planète,  divi- 
sées respectivement  par  les  grands  axes  de  leurs  orbes  considérés 
comme  des  ellipses  variables,  est  à  très-peu  près  constante.  Nous 
avons  dit  précédemment  que  ces  inégalités  acquièrent  par  une 
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double  intégration,  dans  l'expression  de  la  longitude,  pour  divi- 
seur, le  carré  du  très-petit  coefficient  du  temps  dans  leur  argu- 
ment; ce  qui  peut  les  rendre  considérables.  De  là  il  est  facile  de 
voir  que  la  somme  des  produits  des  inégalités  de  ce  genre,  qui 
résultent  de  l'action  de  Jupiter  et  de  Saturne,  multipliées  respec- 
tivement par  les  masses  de  ces  planètes,  est  nulle;  ainsi  quand, 
en  vertu  de  ces  inégalités,  le  mouvement  de  Saturne  se  ralentit 
par  l'action  de  Jupiter,  celui  de  Jupiter  doit  s'accélérer  par  l'action 
de  Saturne ,  et  le  ralentissement  doit  être  à  l'accélération  dans  le 
rapport  de  la  masse  de  Jupiter  multipliée  par  la  racine  carrée  de 
son  grand  axe,  à  la  masse  de  Saturne  multipliée  par  la  racine  car- 
rée de  son  grand  axe;  ce  qui  est  à  fort  peu  près  conforme  au  résul- 
tat de  Halley.  Réciproquement,  quand  ces  inégalités  accélèrent  le 
mouvement  de  Saturne,  elles  retardent  celui  de  Jupiter  dans  le 
même  rapport;  ce  qui  s'accorde  à  peu  près  avec  le  résultat  de 
Lambert.  Cela  indiquait  avec  une  grande  probabilité  l'existence 
d'une  inégalité  à  très-longue  période  dans  les  mouvements  de  ces 
deux  planètes.  Il  me  fut  aisé  de  reconnaître  une  inégalité  sem- 
blable dans  les  équations  différentielles  de  ces  mouvements.  Ils 
approchent  beaucoup  d'être  commensurables,  et  cinq  fois  le  mou- 
vement de  Saturne  est  à  fort  peu  près  égal  à  deux  fois  celui  de 
Jupiter.  De  là  je  conclus  que  les  termes  qui  ont  pour  argument 
cinq  fois  la  longitude  moyenne  de  Saturne,  moins  deux  fois  celle 
de  Jupiter,  pouvaient  dévenir  très-sensibles  par  les  intégrations, 
quoiqu'ils  fussent  multipliés  par  les  cubes  et  par  les  produits  de 
trois  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 
Je  regardai  donc  ces  termes  comme  une  cause  fort  vraisemblable 
des  variations  observées  dans  les  moyens  mouvements  de  ces  pla- 
nètes. La  probabilité  de  cette  cause  et  l'importance  de  l'objet  me 
déterminèrent  à  entreprendre  le  calcul  long  et  pénible,  nécessaire 
pour  m'en  assurer.  Le  résultat  de  ce  calcul  confirma  pleinement 
ma  conjecture  en  me  faisant  voir,  i"*  qu'il  existe  dans  le  mouvement 
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de  Saturne  une  grande  inégalité  de  8896"  centésimales  dans  son 
maximum,  dont  la  période  est  de  9^29  ans;  2""  quil  existe  dans 
le  mouvement  de  Jupiter  une  inégalité  correspondante  dont  la 
période  est  à  très-peu  près  la  même,  mais  qui,  affectée  d*un  signe 
contraire,  ne  s*élève  qu'à  8662'.  La  grandeur  des  coefficients  de 
ces  inégalités  et  la  durée  de  leur  période  ne  sont  pas  toujours  les 
mêmes,  elles  participent  aux  variations  séculaires  des  éléments 
des  orbites.  Tai  déterminé  avec  un  soin  particulier  ces  coefficients 
et  leurs  variations  séculaires.  Le  rapport  presque  commensurable 
des  moyens  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne  donne  naissance 
à  d'autres  inégalités  très-sensibles.  La  plus  considérable  est  celle 
qui  affecte  le  mouvement  de  Saturne.  Elle  se  confondrait  avec 
l'équation  du  centre,  si  cinq  fois  le  moyen  mouvement  de  cette 
planète  était  exactement  égal  à  deux  fois  celui  de  Jupiter.  C'est 
elle  qui,  dans  le  dernier  siècle,  a  rendu  les  retours  de  Saturne  à 
l'équinoxe  du  printemps  plus  prompts  que  ses  retours  à  l'équinoxe 
d'automne,  comme  Lalande  l'avait  remarqué.  En  général,  lorsque 
j'eus  reconnu  ces  diverses  inégalités,  et  déterminé,  avec  plus  de 
soin  qu'on  ne  l'avait  fait,  celles  que  l'on  avait  déjà  calculées,  je 
vis  toutes  les  observations  anciennes  et  modernes  représentées  par 
ma  théorie  avec  la  précision  qu'elles  comportent.  Elles  semblaient 
auparavant  inexplicables  par  la  loi  de  la  pesanteur  universelle  ; 
elles  en  sont  maintenant  une  des  preuves  les  plus  frappantes.  Tel 
a  été  le  sort  de  cette  brillante  découverte,  que  chaque  difficulté  qui 
s'Iest  élevée  est  devenue  pour  elle  un  nouveau  sujet  de  triomphe  : 
ce  qui  est  le  plus  sûr  caractère  du  vrai  système  de  la  nature.  Il 
restait  à  former  des  tables  de  Jupiter  et  de  Saturne  fondées  sur 
ma  théorie,  ce  qui  exigeait  une  discussion  nouvelle  des  meilleures 
observations,  et  leur  comparaison  avec  ma  théorie  pour  en  déduire 
les  éléments  du  mouvement  elliptique.  Delambre  exécuta  ce  tra- 
vail, et  les  tables  qu'il  construisit  ne  s'écartèrent  pas  d'une  minute 
des  observations  bien  faites  et  bien  discutées.  Il  appliqua  mes  for- 
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mules  à  la  planète  Uranus,  que  Herschel  venait  de  découvrir,  et  il 
parvint  à  représenter  par  ses  tables,  non-seulement  les  observations 
faites  depuis  cette  découverte,  mais  encore  quelques  observations 
deFlamsteed,  Mayer  et  Bradley,  qui  avaient  observé  cette  planète 
en  la  considérant  comme  une  étoile.  Désirant  donner  aux  tables 
de  ces  trois  planètes  la  plus  grande  précision,  j'ai  revu  avec  un 
soin  particulier  leur  théorie;  et  M.  Bouvard  l'ayant  comparée  avec 
un  grand  nombre  d'observations  faites  avec  d'excellents  instru- 
ments et  par  les  meilleurs  observateurs,  il  a  construit  de  nouvelles 
tables  de  ces  trois  planètes,  qui  ne  s'écartent  pas  de  ces  observa* 
tions  au  delà  de  treize  secondes  sexagésimales.  Dans  les  équations 
de  condition,  qu'il  a  formées  pour  déterminer  les  éléments  ellip- 
tiques ,  il  a  laissé  comme  indéterminées  les  corrections  des  masses 
de  ces  planètes  que  l'on  avait  conclues  des  observations  de  leurs 
satellites.  En  résolvant  ces  équations,  il  a  déterminé  ces  correc* 
tions.  Il  a  trouvé  nulle,  à  fort  peu  près,  celle  de  la  masse  de  Jupiter. 
La  correction  de  la  masse  de  Saturne  diminue  d'un  sixième  environ 
la  valeur  que  Newton  en  a  donnée.  Si  l'on  applique  à  ces  résultats 
le  calcul  des  probabilités,  on  trouve  qu'il  est  extrêmement  probable 
que  l'erreur  n'est  pas  un  centième  de  leur  valeur.  La  correction 
de  la  masse  d'Uranus,  conclue  des  observations  de  ses  satellites, 
est  peu  considérable.  L'action  de  cette  planète  sur  Saturne  n'étant 
pas  très-sensible,  la  valeur  de  sa  masse  est  moins  sûre  que  celle 
de  la  masse  de  Saturne;  mais  elle  confirme  la  valeur  déduite  des 
observations  des  satellites  d'Uranus,  et  cjui,  vu  l'incertitude  de  ces 
observations,  avait  besoin  d'être  confirmée.  Les  tables  de  M.  Bou- 
vard représentent,  aussi  bien  qu'on  peut  le  désirer,  les  observa- 
tions anciennes  de  Jupiter  et  de  Saturne,  et  la  conjonction  de  ces 
deux  planètes  observée  par  Ibn-Junis  dans  l'année  1007.  Cet 
accord  prouve  que  depuis  les  temps  anciens  jusqu'à  nous  l'action 
des  causes  étrangères  a  été  insensible. 

En  considérant  le  peu  de  différence  qui  existe  entre  cinq  fois 
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le  moyen  mouvement  de  Saturne  et  deux  fois  celui  de  Jupiter,  on 
voit  qu'un  léger  changement  dans  les  distances  moyennes  primi- 
tives de  ces  deux  planètes  eût  sudi  pour  la  rendre  nulle.  Mais  cela 
même  n  était  pas  nécessaire  à  cet  objet,  car  l'attraction  mutuelle 
des  deux  planètes  eût  rendu  cette  différence  constamment  nulle^ 
dans  le  cas  où  «lie  ne  l'aurait  pas  été  à  l'origine,  pourvu  qu'elle 
eût  été  contenue  dans  d'étroites  limites.  On  verra  bientôt  que  ces 
limites  sont  à  peu  près,  plus  ou  moins,  quatre  dixièmes  de  la 
différence  observée,  et  que  pour  faire  tomber  cette  différence 
dans  ces  limites  il  suffirait  d'augmenter  d'un  bio^  la  moyenne 
distance  de  Saturne  au  soleil,  et  de  diminuer  d'un  i3oo*  celle  de 
Jupiter.  Il  s'en  est  donc  fallu  bien  peu  que  les  deux  plus  grosses 
planètes  de  notre  système  n'aient  offert  un  phénomène  analogue 
à  celui  des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter,  mais  qui  eût  été 
bien  plus  compliqué  par  sa  grande  influence  sur  les  variaticms 
séculaires  des  éléments  de  leurs  orbites. 

J'ai  donné,  dans  le  sixième  livre,  l'application  de  mes  formules 
au  système  des  planètes  principales.  Elles  ont  été  appliquées  aux 
quatre  planètes  télescopiques  découvertes  depuis  le  commence- 
ment de  ce  siècle.  L'excentricité  considérable  des  orbites  de  Pallas 
et  de  Junon  rend  les  approximations  peu  convergentes.  La 
recherche  de  nouvelles  méthodes  pour  soumettre  leurs  perturba- 
tions au  calcul  sera  utile  à  l'astronomie  et  À  l'analyse. 

Glairaut  s'occupa,  le  premier,  des  perturbations  des  comètes. 
H  appliqua  sa  solution  du  problème  des  trois  corps  au  retour  de 
la  comète  de  1682.  Cette  comète  avait  été  observée  en  i53i  et 
1607.  Halley  avait  déduit  des  observations  les  intervalles  de  ses 
passages  au  périhélie,  de  i53i  à  1607  et  de  1607  à  1683,  et  il 
en  avait  conclu  son  retour  vers  la  fin  de  1768  ou  au  commence- 
ment de  1769.  Glairaut  se  proposa  de  rechercher  la  différence 
entre  ces  intervalles  et  celui  de  son  passage  au  périhélie,  en 
1682,  au  passage  prochain.  Après  d'immenses  calcub,  il  annonça 
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à  l'Académie  des  sciences,  dans  sa  séance  publique  du  i4  no- 
vembre 17  58,  que  le  dernier  de  ces  intervalles  devait  surpasser 
le  précédent  d'environ  618  jours,  et  qu'en  conséquence .  la 
comète  passerait  à  son  périhélie  vers  le  milieu  d'avril  lyôg.  Il 
observa,  en  même  temps,  que  les  petites  quantités  négligées 
dans  ces  approximations  pouvaient  avancer  ou  reculer  ce  terme 
d'un  mois.  Il  remarqua,  d'ailleurs,  «qu'un  corps  qui  passe  dans 
«  des  régions  aussi  éloignées,  et  qui  échappe  à  nos  yeux  pendant 
«des  intervalles  aussi  longs,  pourrait  être  soumis  à  des  forces 
«totalement  inconnues,  telles  que  l'action  des  autres  comètes, 
«  ou  même  de  quelque  planète  trop  distante  du  soleil  pour  être 
<f  jamais  aperçue.  » 

Il  eut  la  satisfaction  de  voir  sa  prédiction  accomplie.  La  comète 
revint  au  périhélie  le  12  mars  lyôg,  dans  les  limites  des  erreurs 
dont  il  croyait  son  résultat  susceptible.  Après  une  révision  de  ses 
calculs,  Clairaut  a  fixé  ce  passage  au  4  avril,  et  il  l'aurait  avancé 
jusqu'au  24  mars,  c'est-à-dire  à  douze  jours  seulement  de  l'obser- 
vation, s'il  eût  employé  la  vraie  valeur  de  la  masse  de  Saturne. 
Cette  différence  paraîtra  bien  petite,  si  l'on  considère  les  erreurs 
inévitables  dans  des  approximations  aussi  nombreuses  et  aussi 
compliquées,  et  l'influence  d'Uranus,  dont  l'existence,  au  temps 
de  Clairaut,  n'était  pas  connue.  On  doit  donc  regarder  ce  travail 
de  Clairaut  comme  une  belle  confirmation  du  principe  de  la 
pesanteur  universelle.  L'annonce  de  ce  grand  géomètre  sur  le 
retour  de  la  comète  de  1769  donna  lieu  à  une  vive  discussion 
sur  la  manière  d'apprécier  son  erreur.  Quelques-uns  voulaient  la 
répartir  sur  la  révolution  entière  de  la  comète.  D'Alembert  jugea 
avec  raison  que  cette  erreur  devait  se  rapporter  à  la  différence 
de  l'intervalle  entre  les  passages  au  périhélie  de  1607  à  i68îî,  à 
l'intervalle  des  passages  au  périhélie  de  1682  à  lyôg.  Il  étendit 
aux  comètes  sa  solution  du  problème  des  trois  corps,  mais  sans 
en  faire  d'applications  numériques.  C'est  principalement  aux  per- 
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turbations  des  comètes  que  la  méthode  de  la  variation  des  élé-< 
ments  elliptiques  est  appropriée.  Cette  méthode  donne  immédia- 
tement ces  éléments  par  des  quadratures  mécaniques  que  Ton 
peut  simplifier,  surtout  lorsque  la  comète  est  à  une  distance  con- 
sidérable de  la  planète  perturbatrice.  Lagrange  a  développé  cette 
méthode  dans  la  pièce  qui  remporta  le  prix  de  l'Académie  des 
sciences  en  1780,  et  je  l'ai  présentée  avec  étendue  dans  le  neu- 
vième livre.  MM.  Encke  et  Damoiseau  ont  calculé  les  perturbations 
de  la  singulière  comète  dont  la  période  n'est  que  de  douze  cents 
jours;  et  M.  Damoiseau,  dans  une  pièce  couronnée  par  l'Académie 
des  sciences  de  Turin,  a  calculé  le  retour  prochain  de  la  comète 
de  1759.  L'Académie  des  sciences  de  Paris  vient  de  provoquer  de 
nouvelles  recherches  sur  ces  deux  objets,  en  les  proposant  pour 
le  sujet  du  prix  qu'elle  doit  décerner  en  1826. 

Les  géomètres  ont  soumis  au  calcul  les  perturbations  que 
l'action  des  comètes  peut  faire  éprouver  aux  planètes,  et  spécia- 
lement à  la  terre.  Cette  action  a  été  jusqu'à  présent  insensible,  les 
perturbations  produites  par  l'action  des  planètes  et  des  satellites 
suffisant  seules  pour  représenter  les  observations.  Il  en  résulte 
que  les  masses  des  comètes  sont  extrêmement  petites,  ce  que  leur 
apparence  nébuleuse  confirme.  La  comète  que  l'on  observe  main- 
tenant est  une  nébulosité  sans  queue,  dont  le  diamètre  est  d'envi- 
ron deux  minutes  sexagésimales,  et  dans  laquelle  on  ne  distingue 
point  de  noyau.  Cette  masse  de  vapeurs  n'exerce  qu'une  action 
insensible  sur  ses  molécules  extrêmes  qui,  comme  la  masse 
entière,  n'obéissent  qu'à  l'action  du  soleil.  La  régularité  avec 
laquelle  son  mouvement  suit  les  lois  du  mouvement  parabolique 
montre  l'extrême  rareté  de  la  lumière  et  des  autres  fl.uides  qui 
peuvent  être  répandus  dans  les  espaces  célestes,  puisqu'ils  n'op- 
posent aucune  résistance  sensible  au  mouvement  d'une  nébulosité 
aussi  rare.  Mais  cette  résistance,  quoique  insensible  pendant  l'ap- 
parition d'une  comète,  peut  devenir  sensible  pendant  une  longue 
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suite  de  ses  révolutions.  Son  principal  effet  est^  par  le  chapitre  viii 
du  dixième  livre,  de  diminuer  sans  cesse  les  grands  axes  des 
orbites.  On  peut  expliquer  ainsi  la  courte  durée  de  la  révolution  de 
la  comète  qui  a  reparu  après  un  intervalle  de  dxmzit  cents  jours, 
et  qui  doit  reparaître  sans  cesse  après  un  ramblable  intervalle,  à 
moins  que  Tévaporation  quelle  éprouve,  à  chacune  de  ses  appa- 
ritions, ne  fini^M  par  la  rendre  invisible. 
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CHAPITRE  IL 

con$id]<:rvtions  sur  quelques  objets  du  second  livre. 


Sur  les  variations  des  éléments  du  mouvement  elliptique. 

2.  Tai  donné,  dans  le  chapitre  viii  du  second  livre,  les  expres- 
sions différentielles  des  éléments  du  mouvement  elliptique.  J'ai 
repris  cet  objet  d'une  manière  encore  plus  générale  dans  le  Sup- 
plément à  la  Mécanique  céleste.  Je  vais  ajouter  ici  quelques 
consddératioDs  à  ce  que  j'ai  dit  dans  ce  Supplément,  dont  je  con- 
serverai les  dénominations,  et  que  je  suppose  que  Ton  ait  sous 
les  yeux. 

Les  équations  (5)  et  (6)  de  la  page  3 60  du  troisième  volume  sup- 
posent que  Ton  néglige  les  carrés  et  les  puissances  supérieures  de 
p  et  de  (j,  ce  qui  revient  à  les  considérer  comme  infiniment  petites. 
Mais  il  est  facile  d'étendre  ces  équations  au  cas  où  ils  sont  finis. 
Pour  cela,  imaginons  sur  la  surface  d'une  sphère  deux  arcs  i4C  et 
fiC  se  coupant  en  C,  et  dont  le  premier  représente  un  plan  infi- 
niment peu  incliné  à  l'orbite  représentée  par  BC,  C  étant  le  nœud 
ascendant  de  cette  orbite  sur  A  C.  Représentons  encore  par  l'arc 
BAM  un  autre  plan  fixe  formant  avec  AC  l'angle  aigu  et  fini 
CAB.  Je  ne  donne  point  ici  cette  figure,  parce  qu'elle  est  simple 
et  facile  à  tracer  d'après  les  indications  précédentes.  Nommons  y 
Findinaison  de  l'orbite  BC  sur  BM  ou  le  supplément  de  l'angle 
CBM.  AC  étant  ce  que  j'ai  nommé  6  dans  le  Supplément  cité,  et 
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l'angle  ACB  étant  ce  que  j'ai  nommé  y,  on  aura,  en  désignant 
par  TT  la  demi-circonférence  et  par  A  l'angle  CAB, 

i4  H-  TT  — y-{-yz=  ir  -h  surface  il  5  C. 

La  surface  A 5 C  est  aux  infiniment  petits  près  du  second  ordre, 
égale  à  y  (i — cos.  0) ,  et  par  conséquent  égale  à  y —  cj,  q  désignant, 
dans  le  Supplément,  y  cos.  0;  on  a  donc 

il-h'jr — y-+-y=:7r  H-y  —  cj; 
ce  qui  donne  en  différentiant 

dq  =  dy. 

On  a  ensuite,  en  faisant  AB=f, 

sin.  y.  sin.  6  =  sin.f.  sin.y . 

Ce  qui  donne,  en  observant  que  y  et/ sont  infiniment  petits,  et 
que  y.  sin.O  est  ce  que  nous  avons  nommé  p  dans  le  Supplément, 

dp=  df.  sin.  y. 

Nommons  présentement  0'  la  distance  du  nœud  de  l'orbite  sur 
BAM  au  point  fixe  M,  et  faisons 

p  =sm.y  .sm.cr,        q  =sm.y  .cos.cr  ; 
on  aura,  en  observant  que  àj=r.  dd\ 

dp  zz=  dy\ COS. y. sin. 0' -+- df. sin. y'. cos. 0\ 
dq=^  dy.  COS.  y.  cos.0'  —  df.  sin.  y.  sin,  B'. 

L'expression  précédente  de  dp  donne 

^        sm.y 
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On  a  ensuite,  par  ce  qui  précède,  dy=d(i;  on  aura  donc 

dp=  dq.  COS. y.  sin.ô'n- djp.  cos.0', 
dq'=dq.cos.y.  cos.0' — dp. sin.&. 

Si  Ton  substitue  au  lieu  de  dp  et  dq  leurs  valeurs  données  par  les 
équations  (5)  et  (6)  du  Supplément,  on  aura 

On  a  évidemment,  en  considérant  successivement  R  comme  fonc- 
tion de  jD  et  de  9,  et  comme  fonction  de  p  et  de  q, 

En  substituant  pour  dp  et  dq'  leurs  valeurs  précédentes  en  dp  et 
dq,  et  comparant  séparément  les  coefficients  de  dp  et  de  dq,  on 


aura 


Ces  valeurs  de  i-i—)  et  de  (^— )»  substituées  dans  l'expression 
précédente  de  dp,  donnent 

,  ,  andt  f  (dR\ 

On  trouvera  de  la  même  manière 

j,         andt  i(dR\ 

dq  =  — =r  •  COS. y  1  j-r  |. 

TOME   T.  50 
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Ces  équations  sont  rigoureuses,  et  peuvent  être  substituées  aux 
équations  (5)  et  (6)  du  Supplément  cité. 

On  peut  en  conclure,  de  cette  manière,  les  valeurs  de  ày  et 
de  rf0'.  Pour  cela  on  observera  que 


ce  qui  donne 


sin\ y  =p' -h 7'%        tang. 0'  =3  ^ ; 


dy\  sin .  y.  cos.  y  =  pdp  -h-cj'dq^ 
dd\  sin*.  y  =  qdp — />'^'- 


Substituant  au  lieu  de  dp  et  de  dq  leurs  valeurs  précédentes,  on 


aura 


On  a 


^— -aH^)-''(^)]- 

En  substituant  pour  dB'  et  dy'  leurs  valeurs  précédentes,  et  en 
comparant  séparément  les  coefficients  de  dfl  et  de  d(^',  on  aura 

(dK\  _       (dBX  cos.g^        (dRX  sin.  g' 
\dp')~        [de')  sin./  "^  [dy'J  cos.y" 

WJ""        [de')  sm.y'~^\dy') 
d'où  l'on  tire 

,/<ffl\        ,{dR\  /dR\ 

p[w)-nw)=-wy 


cos.ô' 
cos.y" 


on  a  donc 


,  , andt  fdH\ 

^~sin.y'.v/73?'W- 
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On  trouvera  de  la  même  manière 

En  ajoutant  ces  deux  équations  multipliées  respectivement  par 
dd'  et  — dy,  on  aura 


=m^Hwy 


Ainsi,  la  fonction  R  est  constante,  eu  égard  aux  variations  de  0' 
et  de  y. 

Si  Ton  réunit  ces  équations  aux  équations  (i),  (2),  (3),  (4)  du 
Supplément  cité,  et  si  l'on  désigne  ici  par  y  et  0  ce  que  nous 
venons  de  désigner  par  y  et  d\  on  aura  les  six  équations  sui- 
vantes: 

da  =  —  2a\dR,  (1) 

de=       -^^ (i_y/i_e')dfl+ J [jj^j,     (3) 

,  andt         {dR\  /m 

d0= — in^^-fj^y  (6) 

On  doit  observer  que  la  dififérence  partielle  \-j—)  doit  être  prise 
ici  sans  faire  varier  n. 

50. 
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Dans  la  théorie  des  variations  séculaires,  il  est  plus  simple 
d'employer  au  lieu  des  qualités  e,  ^,  y,  6,  les  suivantes,  h,  l,  p,  q, 
en  faisant 

A=e.  sin.'ST^        l  =  e.  cos.'CJ, 
/)==y.sin.0,       ^=y.  cos.'CT. 

Si  l'on  néglige  les  carrés  de  e  et  de  y  et  leurs  produits,  eu  égard 

à  l'unité;  si  l'on  substitue  pour  n,  — ,  et  si  l'on  observe  qu'en 

a* 

n'ayant  égard  qu'aux  variations  séculaires  on  doit  négliger  dfi, 

ou  le  supposer  nul,  les  équations  (3),  (4),  (5)  et  (6)  donneront 

les  suivantes  : 

dh 


m 


m 


dl    ^r-  (dR\ 

dq     .-  (dK\ 

OÙ  l'on  ne  doit  considérer,  dans  une  première  approximation, 
que  la  partie  de  R  constante  et  dépendante  de  ^,  /,  /)  et  ^.  Cela 
posé,  si  l'on  développe  l'expression  de  R  du  n^  46  du  second 
livre,  et  si  l'on  désigne  par  F  la  quantité 

i^^;^[*-+'-+»'-+f-(/''-/')"-(î'-v)'] 
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[a,  a)  étant  la  partie  indépendante  de  6  dans  le  développement 

de  (tf— aaa'.  COS. 0+ a'*)  *,  suivant  les  cosinus  de  d  et  de  ses  mul- 
tiples, [a,  a'Y  étant  le  coefficient  de  cos.9  dans  ce  développement, 
et  la  caractéristique  2  servant  à  exprimer  la  somme  de  toutes  les 
quantités  semblables  à  celle  qu'elle  précède,  et  que  l'on  peut  for- 
mer en  considérant  deux  à  deux  les  masses  m,  m,  m\  etc.  on  aura 
les  équations  suivantes  : 

^  dh     r-  (dF\ 

'df^=     [dh)^ 

,dh',-  /dF\ 


m 


m 


m 


m 
etc 


Ces  équations  sont  les  équations  [A)  et  (C)  des  n*"'  55  et  59  du 
second  livre.  Lagrange  a  donné  le  premier  les  équations  (C)  rela- 
tives aux  inclinaisons  et  aux  nœuds  des  orbites,  dans  les  Mémoires 
de  r Académie  des  sciences  de  1774.  J'ai  donné  les  équations  (il) 
dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences  de  1772.  Toutes 
ces  équations  sont  linéaires  et  facilement  intégrables  par  les  mé- 
thodes connues.  Leur  forme  symétrique  et  fort  simple  m'a  fait 
voir  que  leurs  intégrales  ne  renferment,  par  rapport  au  temps, 
ni  exponentielles,  ni  arcs  de  cercle,  et  qu'ainsi  les  excentricités 
et  les  inclinaisons  des  orbites  sont  fonctions  de  sinus  et  de  cosi- 
nus d'angles  croissants  avec  une  grande  lenteur,  et  indépendants 
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de  la  configuration  mutuelle  des  planètes;  en  sorte  que  les  or- 
bites planétaires  ont  toujours  été  et  seront  toujours  presque  cir- 
culaires et  peu  inclinées  entre  elles  ;  ce  qui  assure  la  stabilité  du 
système  planétaire.  Il  est  facile  de  voir  que  les  équations  précé- 
dentes donnent 

m. \Jâ [hdh  -hldl)-i- m  \Ja  [lîdK -^  ïdï )  -+-  etc.  =  o , 
m.  \Ja  [pdp  -hqdq)  -+-  m  \Jd  [pdp  -t-  qdq')  -+-  etc.  =  o  ; 

d'où  Ton  tire  en  intégrant  : 

É»* .  m  y  a  -t-  e* .  m.  \Jà  -h  etc.  =  C, 
7*.  m  \/â-}- y  *.  m',  y/a  H- etc.  =  C 

C  et  C  étant  deux  constantes  très-petites ,  il  en  résulte  que  e,  e\  etc. 
y,  y\  etc.  seront  toujours  des  quantités  très-petites. 

Lagrange,  dans  la  seconde  édition  de  sa  Mécanique  analytique, 
observe  que  si  la  masse  rn  est  très-petite  par  rapport  à  m,  comme 
Mars  relativement  à  Jupiter,  dont  il  n'est  pas  la  centième  partie, 
alors  le  terme  e^nîsja  sera  toujours  du  même  ordre  que  e^msja, 
quoique  e  croisse  considérablement  et  devienne  même  égal  à 
l'unité.  Il  en  conclut  que  l'on  ne  peut  être  alors  assuré  que  e* 
conservera  toujours  une  petite  valeur,  qu'en  résolvant  l'équation 
algébrique  qui  détermine  les  coefficients  du  temps,  dans  les  sinus 
et  cosinus  des  expressions  de  h,  l,  h\  l\  etc.  et  en  s'assurant  que 
les  racines  de  cette  équation  sont  toutes  réelles.  Mais  si  ce  grand 
géomètre  eût  considéré  ce  que  j'ai  dit  dans  les  Mémoires  de  l'Aca- 
démie des  sciences  de  1784»  et  dans  le  n*"  57  du  second  livre 
de  la  Mécanique  céleste,  il  aurait  vu  que,  sans  recourir  à  cette 
résolution,  je  démontre  que  ces  racines  sont  toutes  réelles  et 
inégales. 


LIVRE  QUINZIEME.  399 

Sur  le  développement  en  série  des  puissances  du  radical  qui  exprime 
la  distance  mutuelle  de  deux  planètes. 

3,  Si  Ton  nomme  r  et  r  les  rayons  vecteurs  de  deux  planètes, 
et  d  Tangle  au  soleil  compris  entre  ces  rayons,  la  distance  mutuelle 
des  deux  planètes  sera 

y/r*  —  2  rr.  cos.  d  -h  r  *  : 

r  et  r  diffèrent  toujours  peu  des  moyennes  distances  a  et  a  de 
ces  planètes,  en  sorte  qu'en  désignant  r  par  a  +  5r,  r  par  a+hr, 
on  aura,  en  développant  le  radical  dans  une  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  et  les  produits  de  hr  et  de  5r,  une  suite  de 
termes  multipliés  par  les  puissances  successivement  décroissantes 
du  radical 

y/a*  —  laal.  cos.d  -J-  d\ 

Supposons  à  plus  grand  que  a,  et  faisons  —  =  a;  ce  radical 
devient 

a .  \J\  —  2  a.  COS. Ô  -4-  a*. 

Oonsidérons  généralement  la  puissance 

(i  —  2a.  cos.0-4-a')  '*, 

^  *  supposons  qu  en  la  développant  dans  une  série  ordonnée  par 
i:^<aipport  à  cos.0,  cos.2  0,  etc.  on  ait  la  suite 

c^M  aura,  par  le  n*"  49  du  second  livre, 

{i-_,)a.t«  =  (i-_i)  (i^^.a«).i^7'^_(i_|-5-2)a.6^7.       [a] 

Cette  équation  aux  différences  finies  peut  être  intégrée  au  moyen 
^^intégrales  définies,  par  la  méthode  que  j'ai  donnée  dans  ma 
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Théorie  analytique  des  probabilités.  En  faisant  d'après  cette 
méthode 

(p  étant  une  fonction  de  x,  il  faut  déterminer  (p  et  les  limites  de 
l'intégrale  fcàC^dx;  ce  que  Ton  fera  de  cette  manière. 

On  substituera  cette  valeur  de  h^^^  dans  l'équation  aux  diffé- 
rences finies  (a) ,  qui  devient  ainsi 

0=  (1—5)  (t.fcé.(pdx  —  [i—\)  {i+a^)fx'-\Çidx+{i+S'-2)a.faf-^*(pdx. 
En  intégrant  par  partie,  on  aura 

0=  af-'.  9[a —  (1  -4- a')  a; H-  aaf] 
'-\-fx'-\(pdx[{s — i)a-l-(n-a')a; — (5-4-1)  oa:*] 

Cette  équation  doit,  suivant  la  méthode  que  j'ai  citée,  se  partager 
en  deux,  en  égalant  séparément  à  zéro  les  termes  compris  sous 
le  signe  intégral;  ce  qui  donne 

o  =  (p.[[s—i)œ+(i+a')x—{s+i)ouv*].dx—xd^[(Z'-[i+a^^ 
o=a;'~*.(p.[a-(n-a*)a;+aaf]. 

La  première  de  ces  équations  donne,  en  l'intégrant, 

^         [a  — (!  +  «•)  x  +  ax*]" 

H  étant  une  constante  arbitraire.  La  seconde  équation  qui  sert  à 
déterminer  les  limites  de  l'intégrale  donne  pour  les  limites  de 
l'intégrale  fxf^dx, 

o  =  a:»*-"'-*  [a  —  ( i -h  a*)  a; -f- oof ] '-'. 

On  peut  toujours  supposer  s  moindre  que  l'unité,  parce  qu'ayant 
pour  ce  cas  la  valeur  de  b^^ ,  on  peut,  par  le  n**  49  du  second 
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livre,  en  conclure  la  valeur  relative  à  tous  les  cas  où  s  est  aug- 
menté ou  diminué  d'un  nombre  entier.  Dans  le  cas  des  planètes, 

5=  -,  et  Téquation  des  limites  devient 


l— T 


dont  les  racines  sont,  lorsque  i  est  égal  ou  plus  grand  que  2, 


1 

X=Oi  X  =  OL,  X=  —. 

a 


Ainsi  Tintégrale  complète  de  Téquation  (a)  est  alors 

,(0*      TT  r       X     ^  dx  Tjt    C       X     *  dx 

Oi.  =  /i.  1  -f-/i  .  I     .  > 

•  J  \{a'-x){l  —  ax)  J  \/{a'-'X){\  —  ax) 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  x=zo  jusqu'à  a;=a,  et 

la  secondé  étant  prise  depuis  x=a  jusqu'à  x=-:  H  et  H'  sont 

deux  arbitraires.  Cette  dernière  intégrale  introduit  dans  l'expres- 

âon  de  ij, ,  des  puissances  négatives  de  a,  de  l'ordre  —  ;  ce  qui  n'a 

point  lieu  pour  les  planètes.  On  doit  donc  alors  supposer  H'  nul. 
Pour  avoir  l'intégrale 

jj  r       X        dx 

J  \[a—x)  [l  —  ax) 

nous  ferons 

x  =  œ{i—t'); 

fintégraie  précédente  devient  ainsi 

.f/.^.p(-'-)'"'. 
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cette  dernière  intégrale  étant  prise  depuis  t^^o  jusqu'à  t=i, 

c'est  l'expression  de  b^'^.  Soit 

T 

c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité  :  on 
aura  en  développant  en  série 

tt*     r                a*  a*  1 

r=r  -, — J-.   1 — ~  H —p — —  —  etc.    ; 

ce  qui  donne 

t=      "        i—j-j^—r.  -f-etc.  . 

Lorsque  i  est  un  grand  nombre,  les  termes  qui  suivent  le  pre- 
mier dans  le  second  membre  deviennent  successivement  plus 

petits  et  sont  des  ordres  -,  t^,  etc.  par  rapport  à  lui.  Nous  ne 

considérons  ici  que  le  premier,  et  alors  l'expression  précédente 
de  b^[^  devient 

T 

2  H.  et'  Cj       -a* 

. idtt.c 

t  nul  donne  u  nul,  et  f=:i  donne  u  infini;  l'intégrale  i  du.c""" 

devient,  comme  l'on  sait,  dans  ces  limiter,  égale  à  -\/ïr>  '^  étant 

la  demi -circonférence  dont  le  rayon   est  l'unité.  On  a   donc, 
lorsque  i  est  un  grand  nombre, 

,(0 Ha\\fit 
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Pour  déterminer  H,  nous  observerons  que  b^[^  étant  le  coefficient 

de  cos,  10,  dans  le  développement  de  (i —  2  a.  cos.  0-ha*)    • ,  ou 
de 

\i — a.c  J       \i — ac  )      , 

on  a 


,,(.)     1.3. 5. ..(21—1)     T       21+1    1     ,     21+1.21+3    1.3     ,      ^1 
W  = 7-^^^ — r-' . aM  1+  -^— .  - .  a*+  .  — 7.a*+  etc.  . 

-      2.4.6...21       L     21+2  2        21+2.21+4  2-^  J 

Considérons  6^^  comme  fonction  de  i  et  de  a,  et  développons  cette 

T 

fonction  suivant  les  puissances  descendantes  de  i.  Le  premier 
terme  du  facteur 


est 


ou 


21+1    1      ,      21+1.21+3    1.3    . 

— r-— .-.a'-f-  =z=r-=zzz.— r  »*-+- etc. 
21+2      2  21+2.21+4     ^-^ 


ï      •       1-3     ^ 

iH — .  cC-v T .  a*-+-  etc. 

2  2.4 


liC  premier  terme  du  facteur 

1.3.5 (21—1)  1.2.3  —  21 

2.4.6 21      '        ^^  2-(l.2.3...l)«' 

développé  suivant  les  puissances  descendantes  de  i,  peut  être  ainsi 
déterminé.  On  a  par  les  théorèmes  connus,  pour  le  premier  terme 
^u  produit,  1.2.3  —  ii,  la  quantité 


,      •x2H-7       —21       l 

(21J  *.c        .y2'7r. 


51. 
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et  pour  le  premier  terme  du  produit  1.2 i,  le  terme 

.1+7    -Î4/ — 


\c 


le  facteur  précédent  devient  ainsi  .  Le  premier  terme  de  la 

valeur  de  ^b^'i  réduite  en  série  par  rapport  aux  puissances  des- 

T 

cendantes  de  i  est  donc 


mais  par  ce  qui  précède,  ce  premier  terme  est 


on  a  donc 


et  par  conséquent 


V/l. (!-«»)' 


(.) 4»'  /• (1— <')'.  dt 


67-- 


it.Sl  \  —  a.' 


(-'•)(-é^.) 


l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu  à  t  égal  à  Tunité.  a  étant 
toujours  moindre  que  Tunité,  on  voit  que  les  valeurs  de  6^|^  de- 

T 

viennent  de  plus  en  plus  petites,  et  qu'ainsi  la  série  du  dévelop- 

1^ 

pement  de  (1 — aa.cos.ô-ha*)     *  est  très-convergente. 
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De  la  grande  inégalité  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

4.  Il  résulte  du  n*"  65  du  second  livre  qu'en  considérant  l'or- 
bite troublée  d'une  planète  comme  une  ellipse  variable,  si  l'on 
nomme  ^  la  longitude  moyenne  de  Jupiter,  ^'  celle  de  Saturne, 
l'expression  différentielle  des  grands  axes  donne  les  deux  équa- 
tions dififérentielles 

^=7'.sin.(5?'-2^-+-i), 

q,  q\  A  étant  fonctions  des  demi-grands  axes  des  deux  planètes, 
que  nous  désignerons  par  a  pour  Jupiter  et  par  a  pour  Saturne, 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites,  des  longitudes 
des  périhélies  et  des  nœuds,  enfin  des  époques  de  la  longitude. 
Nous  regarderons  ici  ces  quantités  comme  constantes,  ce  qui, 
pour  notre  objet,  peut  être  supposé  sans  erreur  sensible.  En  fai- 
sant donc 


nous  aurons 


K=:5r— 2^+^, 


-^  =  (57'— 2  7)sin.F, 


d'où  l'on  tire,  en  multipliant  cette  équation  par  dV  et  en  l'inté- 
grant, 

dV 


-T-  =  yc* — (109' — 4  7)  COS.  K, 

c  étant  une  constante  arbitraire.  Relativement  à  Jupiter  et  à 
Saturne,  c  est  égal  à  bn  —  2/1,  nf  et  rît  étant  les  parties  non 
périodiques  de  leurs  longitudes  moyennes. 
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Si  c*  surpasse  (lo^' — 4  7)  pris  positivement,  on  pourra  réduire 
en  série  convergente  la  quantité  sous  le  radical,  et  alors  on 
obtient,  pour  Jupiter  et  Saturne,  la  valeur  qui  résulte  des  for- 
mules du  sixième  livre.  Mais  si  c*  est  moindre  que  loq' — 4  (J  pris 
positivement,  l'angle  V  ne  peut  plus  croître  indéfiniment;  il  ne 
peut  qu'osciller  autour  de  l'un  de  ces  deux  points,  aiéro  et  la  demi- 
circonférence.  Ce  changement  de  révolution  en  oscillation  aura 
lieu  si,  en  faisant  varier  n  et  n  de  an  et  an,  on  a 


5 n —  2n-\-Sâ n —  2  S /i  =  yio^^— 47 , 

la  quantité  sous  le  radical  étant  prise  positivement.  Cette  quantité 
peut  être  supposée  sensiblement  la  même  pour  toutes  les  valeurs 
5  w  et  5 n,  pourvu  qu'elles  soient  fort  petites  relativement  à  n  et 
n,  parce  que  les  demi- grands  axes  a  et  a  dont  q  et  7'  dépendent 
restent  alors  à  très-peu  près  les  mêmes.  Les  deux  grandes  inéga- 
lités de  Jupiter  et  de  Saturne  sont,  à  fort  peu  près, 

7= — j r-  .  Sm.  V  ,         77 — jF r: .  Sm.  r  . 

(5n— an)*  (671—271)» 

Dans  les  dernières  tables  de  M.  Bouvard,  ces  inégalités  sont,  en 
secondes  centésimales, 

3662\4  .  sin.  V,        —  8895",7  .  sin.  V; 

ce  qui  donne 

q  =z  —  (57i' — 27i)\  3662*,4,        qz=(^Sn — 2ny.SS'jb\'j. 

En  réduisant  les  arcs  en  parties  du  rayon,  on  a 


y/ 10^'  —  47=  (5n'  —  27i).o,4o42; 

dV 
les  deux  limites  de  l'oscillation  de  ^—  sont  donc 

ài[Sn — 27i).o,4o42. 
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Pour  que  la  valeur  de  ^—  soit  comprise  dans  ces  limites,  il  faut 
que  Ton  ait 

bn — 2n-h5Sn — 2  5n'<o,4o42.(5/i — 2n); 

ce  qui  commence  à  exister  lorsque  l'on  a 

55;i' — 28n  =  —  0,6958.  [bn — an). 

Alors  le  moyen  mouvement  de  Saturne  deviendrait  exactement 
les  deux  cinquièmes  de  celui  de  Jupiter.  Si  Ton  fait  5/i  égal  à 
8n',  Téquation  précédente  donne 

Or  on  a  à  fort  peu  près  bn  —  2/1=  —;  on  aura  donc 

Sn'   0,5958 

w'  210     ' 

On  a,  par  les  lois  de  Kepler,  — -  = .  — r  ;  on  aura  ainsi 

^^^  =  53^' 

et  comme  on  a  supposé  5n— -  8n,  on  aura 

3V  a 

oa- 


i32o' 


Deût  donc. suffi  de  faire  varier  de  ces  petites  fractions,  les  dis- 
tonces  moyennes  de  ces  deux  planètes  au  soleil ,  pour  rendre  leurs 
moyens  mouvements  commensurables.  La  détermination  de  V 
*Mait  alors  présenté  des  difficultés;  mais  il  est  inutile  de  nous 
^  occuper. 
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Sur  la  détermination  des  orbites  des  comètes  par  les  observations. 

5.  Jai  donné,  dans  les  n**"  28  et  suivants  du  second  livre,  une 
nouvelle  méthode  pour  déterminer  les  orbites  des  comètes.  Elle 
consiste  à  déterminer  par  les  observations,  en  partant  d'une 
époque  fixe,  la  longitude  et  la  latitude  géocentriques  de  la  comète, 
et  leurs  premières  et  secondes  difierences,  divisées  par  les*  puis- 
sances correspondantes  de  l'élément  dt  du  temps  supposé  constant. 
On  conclut  ensuite  rigoureusement,  des  équations  différentielles 
du  mouvement  de  la  comète,  sa  distance  périhélie  et  l'instant  de 
son  passage  par  le  périhélie.  Pour  obtenir  avec  plus  de  précision 
les  données  dont  je  viens  de  parler,  j'avais  proposé  d'employer 
plus  de  trois  observations,  en  ayant  soin  d'augmenter  l'intervalle 
des  observations  extrêmes  en  raison  du  nombre  des  observations 
employées.  Mais  indépendamment  de  la  longueur  du  calcul,  les 
erreurs  des  observations  nuisent  à  l'exactitude  que  l'on  peut 
attendre  de  la  multiplicité  des  observations;  et  il  me  paraît  pré- 
férable de  n'en  employer  que  trois,  en  fixant  l'époque  à  l'obser- 
vation intermédiaire,  et  en  prenant  les  observations  extrêmes  assez 
peu  distantes  entre  elles  pour  que,  dans  l'intervalle  qui  les  sépare, 
les  données  précédentes  puissent  être  supposées  à  fort  peu  près 
les  mêmes. 

Soient  a ,  a,  a  les  longitudes  géocentriques  de  la  comète  dans 
la  première,  dans  la  seconde  et  dans  la  troisième  observation. 
Soient  0  ,  0  et  6'  les  latitudes  géocentriques  correspondantes. 
Désignons  par  i  l'intervalle  de  la  première  à  la  seconde  observa- 
tion ,  et  par  i'  l'intervalle  de  la  seconde  observation  à  la  troisième. 
Prenons  pour  époque  la  seconde  observation,  et  désignons  par  a, 

b,  h,  l,  les  quatre  différentielles  -tt-,  -^,  ^»  -ttt'  Nous  aurons 

par  les  formules  connues,  les  quatre  équations 
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a  —  (i=^ia .b,        6 — 0  =ih ./, 

a —  a=  la  H —  .6,        0' —  6=  ih-^ .  /. 

2  2 

On  doit  observer  ici  que  les  intervalles  i  et  i  sont  égaux  aux 
produits  du  nombre  des  jours  qu'ils  comprennent,  par  l'arc  que 
la  terre  décrit  dans  un  jour,  en  vertu  de  son  mouvement  moyen. 
En  supposant  donc  que  dans  les  équations  précédentes,  i  et  i 
soient  ces  nombres  de  jours,  ces  équations  donneront,  en  y  chan- 
geant a,b,h^len  a,  b\  h\  l,  les  valeurs  de  ces  dernières  quantités 
en  secondes.  Si  elles  sont  sexagésimales,  on  aura  les  logarithmes 
de  a  et  de  A  en  retranchant  des  logarithmes  des  nombres  de 
secondes  contenues  dans  a  et  h'  le  logarithme  3, 5600072.  On 
aura  les  logarithmes  de  6  et  /  en  retranchant  des  logarithmes 
des  nombres  de  secondes  contenues  dans  è'  et  /'  le  logarithme 
1,7855^74. 

On  déterminerait  avec  plus  d'exactitude  les  quatre  inconnues 
a,  b,  h  ei  l,  en  employant  d'autres  observations,  pourvu  qu'elles 
soient  comprises  entre  les  deux  observations  extrêmes  précé- 
dentes. On  aura,  par  ce  qui  précède,  les  équations  relatives  aux 
observations  ajoutées.  On  formera  ensuite,  de  toutes  ces  équa- 
tions, par  la  méthode  la  plus  avantageuse,  quatre  équations 
finales  qui  détermineront  les  inconnues  a,  b,  h  et  l.  Gela  posé, 
les  équations  (1),  (2),  (3)  et  (4)  du  n*"  36  du  second  livre  donnent 
les  suivantes  : 

ay=  i  iî.sin.(0  — a)  ^±  —  ±.j_  i  bx,  [a) 

hy=  —X  h\  tang.0-t-  ~  /  -f-  -  a*.  sin.Ô.  cos.Ô  [a] 

H —  JR.  sin.Ô.  COS.0.  cos.(o  — a)  f-^ ^|, 

TOME   V.  52 
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.-r_ 


cos'.ô 


1-  a'x' 


h'x*  ihyx.tSing.O 


COS*.ô 


COS.'Ô 


siii.(0  — a)        /  D'        \  /^  \\ 
^-^ '  —  (fl— i)cos.(0  — a) 

/D'  \    •      /^  \     .     COS.  (O  —  a) 

[R  — i)  sin.  (O  — a)  H ^^^ ' 


(«") 


1 


r 


Ces  équations  sont  relatives  au  mouvement  parabolique;  r  est 
le  rayon  vecteur  de  la  comète  au  moment  de  l'observation  prise 
pour  époque;  R^  est  le  rayon  vecteur  de  la  terre,  sa  moyenne 
distance  au  soleil  étant  prise  pour  unité;  O  est  la  longitude  du 
soleil  à  l'instant  de  l'époque;  R  est  le  rayon  vecteur  de  la  terre 
lorsqu'on  augmente  ©  d'un  angle  droit;  a  et  0  sont  les  longitude 
et  latitude  géocentriques  de  la  comète  au  moment  de  l'époque; 
X  est  la  distance  de  la  comète  au  centre  de  la  terre  projetée  sur 

le  plan  de  l'écliptique;  enfin  y  désigne  -r-. 

Il  y  a,  comme  on  voit,  plus  d'équations  que  d'inconnues;  ce 
qui  doit  avoir  lien  dans  le  mouvement  parabolique  en  vertu  de 
la  supposition  du  grand  axe  infini;  il  faut  donc  alors  on  choisir 
entre  les  deux  équations  (a)  et  (a'),  ou  les  combiner  de  la  ma* 
nière  la  plus  avantageuse.  J'avais  proposé,  dans  le  second  livre, 
d'employer  l'équation  (a  )  ou  l'équation  (a'),  selon  que  b  est  plus 
grand  ou  plus  petit  que  /.  Mais  depuis,  m'étant  fort  occupé  de 
l'influence  des  erreurs  des  observations  sur  leurs  résultatâ,  j'ai 
reconnu  que  le  moyen  le  plus  propre  à  diminuer  ici  cette 
influence  consiste  à  combiner  ces  équations  en  multipliant 
l'équation  (a  )  par  a,  l'équation  [a)  par  A,  et  en  ajoutant  ces  pro- 
duits; ce  qui  donne  l'équation  suivante: 


|[a.sin.  (Q  —  g)  — A.sin.g.cos.g.cos,(Q  — g)]    p  /  i  i  \ 

__  x{h'Adiïïg.e +\ab+\hl+{a*h. sin.e.cos.e) 
a' -h  h* 


.  (a-) 
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On  combinera  donc  cette  équation  avec  les  équations  (a)  et  [a] , 
pour  avoir  les  valeurs  de  x,  y,  r.  On  fera  une  première  supposi- 
tion pour  X,  et  l'équation  (a)  donnera  la  valeur  correspondante 
de.  r;  ensuite  Téquation  (a"')  donnera  la  valeur  de  y.  Ces  valeurs 
substituées  dans  Téquation  [a)  doivent  y  satisfaire  si  la  valeur 
de  a;  a  été  bien  choisie.  Si  cette  équation  n'est  pas  satisfaite,  on 
prendra  une  seconde  valeur  de  x,  et  ainsi  de  suite.  Quelques 
essais  feront  bientôt  connaître  la  vraie  valeur  de  x.  On  en  con- 
clura, comme  dans  le  n*"  37  du  second  livre,  la  distance  périhélie 
et  l'instant  du  passage  de  la  comète  par  le  périhélie.  On  formera 
la  quantité 


X 


cos*.0 


^  (  j  -f-  hx.  tang.Ô)  —  Ry.  cos.  (  O  —  a) 


-hx\ — -^ — -  — [R — i)  cos.(o  —  a)  — Rax.8m.(Q — a) 

En  désignant  par  P  cette  quantité,  et  par  D  la  distance  périhélie, 
on  aura 

le  cosinus  de  l'anomalie  que  nous  nommerons  v  sera  donné  par 
l'équation 

D 

cos*.  -^  V  =  —  ; 
r 

et  Ton  en  conclura,  par  la  table  du  mouvement  des  comètes,  le 
temps  employé  à  parcourir  l'angle  v.  En  ajoutant  ce  temps  à  l'é- 
poque, ou  en  l'en  retranchant  suivant  qie  ^  C8l  négatif  ou  posi- 
tif, on  aura  l'instant  du  passage  au  périb 

Ayant  ainsi  à  peu  près  la  distance  rà  ^te,  et 

l'instant  de  son  passage  au  péi  '^  mé-- 

thode  du  n""  37  du  second  Hv^ 
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Pour  faciliter  l'usage  de  la  méthode  précédente,  je  vais  pré- 
senter ici  l'application  que  M.  Bouvard  en  a  faite  à  la  comète  que 
l'on  observe  maintenant. 

On  a  choisi  les  trois  observations  suivantes  évaluées  en  mesures 
sexagésimales  et  en  temps  moyen  à  Paris,  compté  de  minuit. 

Août  i8a/i. 

Longitudes  observées.  Latitudes  observées. 

i6i,9o8oi....  «=237^29  3"....  0  =  55^18'42'Bor. 
22i,90i53....  a=  23o'*3i'33'....  0  =  57^42' 22"' Bor. 
28i,87972....  a=224"   6'3o'....  0'=  59°33'58' Bor. 

En  prenant  pour  époque  moyenne  l'observation  du  22  août, 
les  nombres  de  jours  i  et  i  seront 

ï'  =  5i,99352,         i'=  5^,97819. 

On  aura  ainsi,  relativement  à  la  longitude,  les  deux  équations 

5,99352.  a  —  17,96115.  b'  =  —  6^95834, 
5,97819.  a -t-  17,86938.  è'  =  —  6%4i75o. 

La  résolution  de  ces  équations  donne 

a'=  — 4o2i\8o7,        è'=52\6i88. 

En  retranchant  du  logarithme  du  nombre  de  secondes  de  cette 
valeur  de  — a,  le  logarithme  constant  3,55ooo72,  on  aura  pour 
le  logarithme  de  la  valeur  de  — a,  o,o544i4i.  Retranchant  du 
logarithme  du  nombre  de  secondes  de  cette  valeur  de  b\  le  loga- 
rithme constant  1,7 85587 4 »  on  aura,  pour  le  logarithme  de  la 
valeur  de  b,  î,93555i5.    a  est  ici  2  3o*'3i'33^ 
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En  considérant  d'une  manière  semblable  les  équations  relatives 
à  la  latitude,  on  formera  les  équations 

5,99352.  K —  17,96115./'=  2%39A45, 
5,97819.  A' -+- 17,86988./'=  i%85999; 

d'où  Ton  tire 

^'=l278^94l,       /'=  — 53^l5l6; 

ce  qui  donne  pour  les  logarithmes  de  ii  et  de  —  /> 

1,5568434,       1,9399266, 
et  Ton  a  0  =  57^  42' 2  2^ 

Pour  donner  un  exemple  de  la  manière  d'employer  plus  de 
trois  observations,  on  a  considéré  les  observations  du  20  et  du 
25  août,  qui  donnent 

Temps  moyen.  Longitudes  observées.  Latitudes  observées. 

Qoi,93635  232^44'56'  56^59    5' Bor. 

25i,90792  227^  1 3' 38"  58° 42'  1 1'  Bor. 

On  a  formé  les  quatre  équations  suivantes  relatives  à  la  longitude 

5,99352. a — 17,961 15.  è'  =  —  6%95834i 
1,96518. a —  1,93097.6'=  —  2%223o5, 
3,00639.  a -H  4,51919.6'=  —  3^29862, 
5,978 19.  a -1-17,86938.  è'= — 6%4i75o. 

Pour  réduire  ces  équations  à  deux  équations  finales,  on  a  mul- 
tijdié  chacune  de  ces  équations  par  son  coefficient  de  a,  et  l'on  a 
ajouté  ces  produits,  ce  qui  a  donné  pour  la  première  équation 

84,56i38.a'-H8,96778.è'=— 94%35563. 
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On  a  multiplié  chacune  des  mêmes  équations  par  son  coefficient 
de  h'  et  Ton  a  ajouté  les  produits,  ce  qui  a  donné  pour  équation 
finale 

8,96778  a    h 666,06906,  è'=  —  o%3n45. 

De  ces  deux  équations  finales,  on  a  conclu  comme  ci-dessus, 

log. — a=:  0,0644923,      log.  6=î,934363i. 

Ces  valeurs  diffèrent  très-peu  des  précédentes.  La  valeur  de  a  est 
la  même  que  ci-dessus. 

En  opérant  d'une  manière  semblable  sur  les  latitudes,  on  a 
trouvé 

log.  h  =  1,5563862  ,      log.  —  /  =  1,9397664. 

La  valeur  de  6  est  la  même  que  ci-dessus. 

Ayant  ainsi  les  valeurs  de  a,  a,  b,  6,  h,  l,  on  les  a  substituées 
dans  les  équations  (a) ,  (a"^) ,  [a") ,  en  observant  qu'à  l'époque  de 
l'observation  du  3  a  août  on  a 

0=i49°38'37\ 

log.  R=  o,oo463a  9 , 

log.  (1 — ii')  =  2, 1097810. 

On  a  formé  ainsi  les  trois  équations  suivantes, 

r' 1=3,50341.0:" — o,32o33.a?-t- 1,021 665, 
j^  =  o,329i3.a;H-  ^'  ^f      — 0,37830, 
o  =  3,5o34i.y-h  3,99i84.ajy-+-2»87666.a:* — 1,946969.^ 
-r-o,3843i.a? f-0,97889. 
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On  a  trouvé,  après  un  petit  nombre  d'essais, 

a;=o,4i33i,       y=z  —  0,026789,       r=i, 21970; 

d  où  Ton  a  conclu 

P  =  — 0,577229, 

et  la  distance  périhélie,  égale  à  i,o53o95;  ce  qui  a  donné  pour 
Tinstant  du  passage  au  périhélie,  sept  29^,10239,  temps  moyen 
compté  de  minuit  à  Paris. 

Les  valeurs  précédentes  de  a,  è,  A,  /,  relatives  à  trois  obser- 
vations, ont  donné  la  distance  périhélie  égale  à  i,o5365o;  et 
pour  rinstant  du  passage,  sept.  29^,04587  ;  ce  qui  difTère  peu  des 
résultats  fondés  sur  cinq  observations. 
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DU  MOUVEMENT  DES  SATELLITES. 


DU  MOUVEMENT  DE  LA  LUNE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

NOTICE  HISTORIQUE  DES  TRAVAUX  DES  GÉOMÈTRES  ET  DES  ASTRONOMES 

SUR  CET  OBJET. 

1 .  Les  Chaldéens  ont  connu  Taccélération  du  mouvement  de  la 
lune  lorsqu'elle  va  de  son  apogée  à  son  périgée,  et  sa  diminution, 
en  allant  du  périgée  à  Tapogée.  Ils  supposaient  cette  accélération 
et  cette  diminution  constantes  et  de  18'  sexagésimales  par  jour; 
ce  qui  répond  à  une  équation  du  centre  d'environ  4°  7'.  Nous  igno- 
rons l'inclinaison  qu'ils  supposaient  à  l'orbite  lunaire.  Ils  avaient 
reconnu  par  les  observations  des  éclipses  les  mouvements  des 
nœuds  et  de  l'apogée  de  cette  orbite,  et  ils  avaient  formé  la 
période  remarquable  de  658 5J  y,  pendant  lesquels  la  lune  fait 
2  23  révolutions  à  l'égard  du  soleil,  289  révolutions  anomalisti- 
ques,  et  2^1  révolutions  par  rapport  à  ses  nœuds.  Ils  ajoutaient  ^35 
de  la  circonférence  à  dix-huit  circonférences,  pour  avoir  le  mou- 
vement sidéral  du  soleil  dans  cet  intervalle;  ce  qui  suppose  l'année 
sidérale  de  365^^»  1^  même  que  l'année  tropique  admise  par  les 
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plus  anciens  astronomes.  Il  parait  donc  que  la  précession  des 
équinoxes  était  inconnue  aux  Ghaldéens. 

Hipparque  perfectionna  la  période  chaldéenne  en  la  comparant 
à  un  grand  nombre  d'éclipsés.  Il  fixa  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la 
lune  et  son  équation  du  centre  à  5  degrés  dans  ces  phénomènes. 
Mais  il  remarqua  que  cette  équation  ne  représentait  point  dans 
les  quadratures  ses  observations,  qui  offraient  alors  de  grandes 
anomalies.  Ptolémée,  suivant  avec  soin  ces  anomalies,  fut  conduit 
à  la  découverte  de  l'inégalité  lunaire  que  Ton  nomme  évection, 
dont  il  détermina  la  valeur  avec  beaucoup  d*exactitude. 

Les  astronomes  n'ajoutèrent  rien  à  la  théorie  de  la  lune  de 
Ptolémée,  jusqu'à  Tycho-Brahé  qui,  en  comparant  cette  théorie 
avec  ses  observations  de  la  lune  dans  les  octants,  reconnut  l'iné- 
galité de  la  variation  dont  le  maximum  correspond  à  ces  points. 
L'exactitude  de  ses  observations  lui  fit  encore  reconnaître  que 
l'équation  du  temps  propre  au  soleil  n'était  point  applicable  sans 
correction  à  la  lune,  et  qu'il  fallait,  pour  ce  dernier  astre,  la  cor- 
riger d'une  quantité  dépendante  de  l'anomalie  du  soleil.  Les 
astronomes  ont  ensuite  appliqué  cette  correction  au  mouvement 
de  la  lune,  en  donnant  à  cet  astre  la  même  équation  du  temps 
qu'à  tous  les  autres;  ce  qui  ajoute  à  son  mouvement  l'inégalité 
connue  sous  le  nom  d'équation  annuelle.  On  supposait  avant  Tycho- 
Brahé  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire  constante,  et  le  mouvement 
de  ses  nœuds  uniforme.  Ce  grand  astronome  dut  encore  à  la 
bonté  de  ses  observations  la  connaissance  des  deux  inégalités 
principales  de  ces  éléments,  d'où  résulte  la  principale  inégalité 
de  la  lune  en  latitude. 

Tel  était  Tétat  de  la  théorie  de  la  lune  lorsque  Newton  entreprit 
d  appliquer  à  cette  théorie  le  principe  de  la  pesanteur  universelle. 
Il  publia  ses  recherches  sur  cet  objet  dans  le  troisième  livre  des 
Principes  mathématiques  de  la  philosophie  naturelle,  et  je  n'hésite 
point  à  les  regarder  comme  une  des  parties  les  plus  profondes 
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de  cet  admirable  ouvrage  ^  Newton  n  a  point  rattaché  à  son  prin- 
cipe la  plus  grande  des  inégalités  lunaires,  Vévection,  quil  consi- 
dérait avec  Horox  comme  le  résultat  de  deux  inégalités,  Tune 
dans  l'excentricité  de  l'orbite,  l'autre  dans  le  mouvement  de  l'apo- 
gée. On  voit  cependant  qu'il  avait  essayé  de  déterminer  ces  iné- 
galités, ainsi  que  le  moyen  mouvement  de  l'apogée;  mais  ces 
essais  ne  l'ayant  point  satisfait,  il  s'abstint  de  les  publier.  En 
effet,  la  détermination  de  ce  mouvement  a  présenté  aux  géomètres 
de  grandes  difiQcultés. 

Newton  a  été  plus  heureux  par  rapport  à  la  variation.  Pour 
l'obtenir,  il  détermine  d'abord  les  forces  dont  la  lune  est  sollicitée 
par  l'action  du  soleil  dans  son  mouvement  relatif  autour  de  la 
terre.  En  faisant  ensuite  abstraction  de  l'excentricité  et  de  l'in- 
dinaison  de  l'orbe  lunaire,  il  cherche  la  variation  de  l'aire  dé- 
crite par  le  rayon  vecteur  de  la  lune  pendant  l'élément  de  temps 
supposé  constant  :  il  obtient  la  loi  de  cette  variation  depuis  la 
syzygie  jusqu'à  la  quadrature.  Les  carrés  des  vitesses  de  la  lune 
dans  ces  deux  points  sont,  en  négligeant  le  carré  de  la  force 
perturbatrice,  comme  les  carrés  des  aires  instantanées,  divisés 
respectivement  par  les  carrés  des  rayons  vecteurs.  Les  carrés  des 
vitesses,  divisés  par  les  rayons  de  courbure,  sont  égaux  aux  forces 
centrifuges  correspondantes.  Aux  deux  points  de  la  syzygie  et  de 
la  quadrature,  ces  forces  sont  dirigées  suivant  les  rayons  vecteurs, 
et  elles  sont  égales  et  contraires  aux  forces  lunaires  décomposées 
suivant  la  direction  de  ces  rayons. 

De  là  Newton  déduit  le  rapport  des  rayons  de  courbure  aux 
mêmes  points,  en  fonction  des  rayons  vecteurs  correspondants. 
Pour  avoir  un  second  rapport,  Newton  considère  l'orbite  de  la 
lune  comme  une  ellipse  mobile  dont  la  terre  occupe  le  centre, 

*  Ou  voit,  dans  la  correspoDdance  de  Newton  avec  Halley,  que  Newton,  fatigué  de  set 
querelles  avecHook,  voulait  supprimer  ce  troisième  livre.  Mais,  heureusement  pour  les 
progrès  de  Tastronomie,  cédant  aux  instances  de  Halley,  il  consentit  k  le  publier. 
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et  dont  le  périgée  suit  le  soleil  de  manière  que  le  petit  axe  de 
fdUipse  correspond  toujours  à  la  syzygie,  et  le  grand  axe  à  la 
quadrature.  Cette  considération  est  exacte,  mais  elle  exigeait  une 
démonstration.  Cest  ainsi  que  Newton ,  dans  sa  théorie  de  la 
figure  de  la  terre,  a  supposé  sans  démonstration,  que  les  méri- 
diens sont  elliptiques.  Ces  hypothèses  de  calcul,  fondées  sur  des 
aperçus  vraisemblables,  sont  permises  aux  inventeurs,  dans  des 
recherches  aussi  difficiles;  mais  étant  liées  mathématiquement  au 
principe  que  Ton  veut  établir,  on  peut  toujours  craindre,  tant 
que  cette  liaison  n'est  pas  démontrée,  qu'elles  ne  soient  contra- 
dictoires à  ce  principe.  Newton  détermine,  par  sa  méthode  des 
fluxions,  les  rayons  de  courbure  de  l'orbite  de  la  lune,  lorsque 
cet  astre  parvient  aux  extrémités  des  axes  de  l'ellipse  mobile;  ce 
qui  lui  donne  un  second  rapport  de  ces  rayons,  en  fonction  des 
axes,  et  par  conséquent  des  rayons  vecteurs  correspondants  à  la 
syzygie  et  à  la  quadrature.  En  égalant  ce  rapport  au  précédent, 
il  obtient  le  rapport  des  deux  axes  de  l'ellipse,  qu'il  trouve  être 
cdui  de  69  à  70.  Ce  rapport  donne  le  rayon  vecteur  de  l'ellipse 
dans  un  point  quelconque;  en  divisant  donc  l'expression  de  la 
variation  instantanée  de  l'aire,  par  le  carré  de  ce  rayon,  on  a  la 
différentielle  de  la  longitude  vraie  de  la  lune;  et  en  intégrant, 
on  obtient  cette  longitude,  et  par  conséquent  l'inégalité  de  la 
variation. 

Le  procédé  de  Newton,  quoique  moins  direct,  conduit  au  même 
résultat  qui  lui  donne  l'inégalité  de  la  variation,  égale  à  35'  lo"' 
sexagésimales  dans  son  maximum;  ce  qui  est  à  très-peu  près  con- 
fonne  aux  observations. 

Cette  méthode  de  Newton  est  fort  ingénieuse,  et  Ton  verra  dans 
le  chapitre  suivant  qu'en  la  traduisant  en  analyse,  elle  conduit 
facilement  aux  équations  différentielles  du  mouvement  lunaire. 

Newton  considère  ensuite  le  mouvement  du  nœud  ascendant 

et  la  variation  de  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire.  Pour  cela,  il 
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décompose  l'action  perturbatrice  du  soleil  sur  la  lune,  en  deux 
forces  :  Tune  est  dirigée  vers  le  centre  de  la  terre,  et  par  consé- 
quent, étant  dans  le  plan  de  Torbite,  elle  ne  dérange  point  la 
position  de  ce  plan;  l'autre  force  est  parallèle  à  la  ligne  menée 
du  soleil  à  la  terre,  et  dérange  le  plan  de  l'orbite.  Newton  la  com- 
pose avec  le  mouvement  de  la  lune  à  la  fin  d'un  instant,  et,  fai- 
sant passer  un  plan  par  la  résultante  et  par  le  centre  de  la  terre, 
il  détermine  la  position  de  ce  plan,  qui  devient  celui  de  l'orbite 
lunaire  dans  l'instant  suivant.  Il  trouve  ainsi  le  mouvement  horaire 
du  nœud  égal  au  produit  d'un  facteur  à  très-peu  près  constant, 
par  le  mouvement  horaire  de  la  lune,  par  le  produit  des  sinus 
des  deux  angles  qui  expriment  les  distances  du  soleil  au  nœud, 
et  du  nœud  à  la  lune,  et  par  le  cosinus  de  la  distance  de  la  lune 
au  soleil.  En  changeant  dans  cette  fonction  le  mouvement  horaire 
de  la  lune,  dans  la  différentielle  de  ce  mouvement;  en  dévelop- 
pant en  cosinus  simples  le  produit  des  sinus  et  des  cosinus,  et 
ensuite  en  intégrant,  on  a  facilement  l'expression  du  moyen  mou- 
vement du  nœud  et  ses  inégalités.  Ce  procédé  n'était  point  au- 
dessus  de  l'analyse  connue  de  Newton;  mais  il  ne  l'a  point  donné, 
soit  qu'alors  on  ne  fût  point  familiarisé  avec  les  développements 
en  sinus  et  cosinus  simples,  des  produits  de  sinus  et  de  cosinus, 
et  avec  l'intégration  de  leurs  différentielles;  soit  que  Newton, 
s'étant  proposé  d'exposer  toutes  ses  théories  sous  une  forme  syn- 
thétique, ait  cherché  les  moyens  d'y  parvenir  par  la  synthèse; 
soit  enfin  qu'ayant  trouvé  ses  résultats  par  l'analyse,  il  les  ait 
traduits  synthétiquement;  ce  qu'il  paraît  avoir  fait  dans  plusieurs 
cas.  La  manière  dont  il  a  déterminé  le  mouvement  moyen  du 
nœud,  et  son  inégalité  principale,  quoique  compliquée,  est  exacte 
et  ingénieuse.  Newton  observe  que  dans  le  cours  de  chaque  mois 
le  mouvement  du  nœud  s'accélère  et  se  ralentit  de  manière  qu  il 
a  rétrogradé,  à  la  fin  du  mois,  d'une  quantité  dépendante  seule- 
ment de  sa  distance  au  soleil.  Il  parvient  ainsi  à  séparer  dans 
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f  apression  du  mouvement  horaire  du  nœud  ce  qui  est  indépen- 
dant de  ia  position  de  la  lune  dans  son  orbite,  de  ce  qui  en 
dépend.  Cette  dernière  partie  ne  devant  produire  que  des  inéga- 
lités dont  la  période  est  à  peu  près  un  demi-mois,  et  qui  dispa- 
raissent de  Texpression  de  la  latitude,  en  se  combinant  avec  les 
inégalités  correspondantes  de  l'inclinaison,  Newton  la  néglige  et 
ne  considère  que  la  première  partie  du  mouvement  horaire  du 
nœud.  Il  en  conclut,  par  des  considérations  géométriques  et  par 
la  quadrature  des  courbes,  le  moyen  mouvement  annuel  du  nœud 
et  son  inégalité  principale,  dont  l'argument  est  le  double  de  la 
distance  du  soleil  au  nœud.  Il  obtient  de  la  même  manière  l'iné- 
galité principale  de  l'inclinaison,  qu'il  trouve  conforme,  ainsi  que 
Tinégaiité  du  nœud,  à  celles  que  Tycho-Brahé  avait  déduites  de 
ses  observations. 

Tels  sont  les  résultats  dont  Newton,  dans  la  première  édition 
de  son  ouvrage  des  Principes,  a  donné  les  démonstrations  aux- 
qudles  il  n  a  rien  changé  dans  les  éditions  suivantes.  Il  y  a  seu- 
lement ajouté  quelques  équations,  qu'il  dit  avoir  déduites  de  sa 
théorie  de  la  gravité,  mais  sans  en  donner  les  démonstrations. 
De  ce  nombre  est  l'équation  annuelle  de  la  lune,  pour  laquelle 
il  se  contente  d'observer  que  l'orbe  lunaire  se  dilate  par  l'action 
du  soleil  dans  son  périhélie,  et  se  contracte  par  la  diminution  de 
cette  action  dans  l'aphélie;  et  que  la  lune  se  mouvant  avec  plus  de 
lenteur  dans  un  orbe  plus  dilaté,  son  mouvement  doit  retarder 
lorsque  ie  soleil  est  plus  près  de  la  terre,  et  s'accélérer  lorsque 
cet  astre  est  plus  éloigné;  d'où  résulte  dans  le  mouvement  lunaire 
une  inégalité  annuelle  de  signe  contraire  à  celle  du  soleil,  et  dont 
il  trouve  une  valeur  conforme  aux  observations.  Newton  donne 
encore  sans  démonstration  quelques  autres  inégalités.  Mais  l'ana- 
lyse peut  seule  conduire  à  la  détermination  exacte  de  toutes  les 
inégalités  lunaires.  Il  fallait  sans  doute  une  force  d'esprit  extraor- 
dinaire pour  obtenir  sans  son  secours  les  résultats  auxquels  Newton 
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est  parvenu,  et  qui,  quoique  incomplets,  suiEsent  pour  établir 
que  l'attraction  du  soleil  sur  la  lune  et  sur  la  terre  est  la  vraie 
cause  de  toutes  les  anomalies  du  mouvement  de  la  lune. 

Un  avantage  immense  de  la  théorie  et  des  aperçus  de  Newton 
sur  ce  mouvement  a  été  la  formation  de  nouvelles  tables  de  la 
lune,  tables  qui,  par  l'application  de  l'analyse  à  cette  théorie,  ont 
acquis  le  haut  degré  de  perfection  nécessaire  aux  besoins  de  la 
navigation  et  de  la  géographie. 

En  1 7^7  9  Clairaut  et  d'Alembert  présentèrent  à  l'Académie  des 
sciences  les  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  corps 
attiré  par  deux  autres,  et  leurs  méthodes  pour  intégrer  ces  équa- 
tions, lorsque  la  force  principale  qui  sollicite  le  corps  est  fort 
supérieure  aux  forces  perturbatrices,  ce  qui  est  le  cas  de  la  lune 
et  des  planètes.  Ces  deux  illustres  géomètres  firent  une  applica- 
tion spéciale  de  leurs  analyses  au  mouvement  de  la  lune,  et  ils 
en  conclurent  avec  une  grande  facilité,  non-seulement  l'inégalité 
de  la  variation,  que  Newton  avait  obtenue  d'une  manière  com- 
pliquée, quoique  fort  ingénieuse,  mais  encore  l'évection,  qu'il 
avait  tenté  inutilement  de  rattacher  à  cette  théorie,  Téquation 
annuelle  et  beaucoup  d'autres  inégalités. 

Dans  le  calcul  des  perturbations  du  mouvement  de  la  lune  en 
longitude,  Clairaut  considère  l'orbite  comme  située  dans  le  plan 
de  l'écliptique  :  il  donne  une  expression  élégante  et  simple  du 
rayon  vecteur  de  la  lune.  La  première  partie  de  cette  expression, 
indépendante  de  la  force  perturbatrice,  est  la  valeur  elliptique 
qui,  sans  cette  force,  subsisterait  seule.  L'autre  partie  dépend  de 
cette  force,  et  renferme  deux  intégrales  qui  ne  peuvent  être  rigou- 
reusement déterminées  qu'autant  que  l'on  connaît  déjà  le  rayon 
vecteur.  Mais  on  peut  les  avoir  d'une  manière  approchée,  en  subs- 
tituant pour  ce  rayon  sa  partie  elliptique.  On  obtient  ainsi  une 
valeur  du  rayon  vecteur  approchée  aux  quantités  près  de  l'ordre 
du  carré  de  la  force  perturbatrice.  En  substituant  cette  valeur 
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dans  les  inté^ales,  on  a  une  seconde  valeur  du  rayon  vecteur 
approchée  aux  quantités  près  de  Tordre  du  cube  de  la  force  per- 
toriMitrice^  et  ainsi  de  suite.  Mais  ce  procédé  introduit  dans  l'ex- 
pression de  ce  rayon  des  arcs  de  cercle  qui  la  rendraient  bientôt 
inexacte.  Pour  obvier  à  cet  inconvénient,  Clairaut  rapporte  la 
partie  dliptique  du  rayon  vecteur  à  un  apogée  mobile.  En  subs- 
tituant alors  cette  partie  dans  les  intégrales,  il  n'a  plus  d'arcs  de 
cercle;  mais  la  valeur  qu'il  trouve  pour  le  rayon  vecteur  contient 
un  terme  dliptique  relatif  à  un  apogée  immobile.  En  déterminant 
convenablement  les  constantes  introduites  par  le  calcul,  il  fait 
disparaître  ce  terme;  et  en  comparant  la  valeur  du  rayon  vecteur 
qu'il  trouve  ainsi,  avec  celle  qu'il  a  supposée,  il  obtient  le  mou- 
vement de  l'apogée.  Une  première  approximation  ne  lui  donna 
que  la  moitié  du  mouvement  observé. 

Newton  était  déjà  parvenu  à  ce  résultat  singulier,  dans  la  pro- 
position 45  du  premier  livre  des  Principes;  mais  dans  la  théorie 
de  la  lune,  qu'il  a  donnée  dans  le  troisième  livre,  il  n'a  point 
rappelé  ce  résultat,  qui  pouvait  paraître  infirmer  cette  théorie,  et 
qui  en  effet  porta  Clairaut  à  penser  qu'elle  devait  être  modifiée, 
en  ajoutant  à  la  loi  de  l'attraction  un  terme  proportionnel  à  une 
puissance  de  la  distance  inverse,  supérieure  au  carré,  terme  qui, 
insensible  pour  les  planètes,  ne  deviendrait  sensible  qu'à  des  dis- 
tances peu  considérables,  telles  que  la  distance  de  la  lune.  Cette 
conclusion  de  Clairaut  fut  vivement  attaquée  par  BufiPon,  qui  se 
fondait  sur  ce  que  les  lois  primordiales  de  la  nature  devant  être 
de  la  plus  grande  simplicité,  leur  expression  ne  doit  dépendre 
que  d'un  seul  module,  et  par  conséquent  ne  renfermer  qu'un 
terme.  Cette  considération  doit  nous  porter  sans  doute  à  ne  com-- 
pliquer  la  loi  de  l'attraction  que  dans  un  besoin  extrême;  mais 
rignorance  où  nous  sommes  de  la  nature  de  cette  force  ne  nous 
permet  pas  de  prononcer  avec  assurance  sur  la  simplicité  de  son 
expression.  Quoi  qu'il  en  soit,  le  métaphysicien  eut  raison  vis-à-vis 
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du  géomètre,  qui  reconnut  son  erreur  et  fit  la  remarque  impor- 
tante, qu'en  poussant  plus  loin  l'approximation,  la  loi  de  iattrac- 
tion  newtonîenne  donne  à  fort  peu  près  le  mouvement  de  Tapogée. 
Ce  résultat,  dont  Clairaut  fit  part  à  l'Académie  le  17  mai  17^9» 
dissipa  tous  les  doutes  sur  la  loi  de  l'attraction  qu'Euler,  trompé 
par  une  erreur  de  calcul,  avait  jugée  contraire  aux  observations 
de  Saturne  dans  sa  première  pièce  sur  les  mouvements  de  cette 
planète  et  de  Jupiter. 

Clairaut  réunit  les  divers  résultats  de  sa  théorie  de  la  lune, 
dans  une  pièce  qui  remporta  le  prix  proposé,  en  1 760,  par  l'Aca- 
démie des  sciences  de  Pétersbourg.  Cette  pièce,  imprimée  d'abord 
en  1762  dans  cette  capitale,  fut  réimprimée  à  Paris  en  1766, 
avec  des  additions  et  de  nouvelles  tables  de  la  lune  déjà  fort 
rapprochées  des  observations,  et  qui  faisaient  naître  l'espoir  que 
l'on  parviendrait  un  jour  à  déduire  de  la  théorie  seule  des  tables 
aussi  parfaites  qu'on  puisse  les  désirer. 

D'Alembert,  dans  sa  théorie  de  la  lune,  choisit  pour  coordon- 
nées le  rayon  vecteur  lunaire  projeté  sur  le  plan  de  l'écliptique 
et  le  mouvement  vrai  de  la  lune  rapporté  à  ce  plan.  Il  donne 
l'équation  différentielle  du  second  ordre,  du  rayon  vecteur  projeté, 
dans  laquelle  l'élément  de  la  longitude  vraie  est  supposé  constant 
et  l'expression  de  l'élément  du  temps  est  fonction  de  cette  longi- 
tude. Ces  deux  équations  sont  les  mêmes  que  les  deux  premières 
des  équations  (L)  du  n**  1  du  livre  VIL  Au  lieu  de  la  troisième  de 
ces  équations,  qui  détermine  la  latitude,  d'Alembert  emploie, 
comme  Newton,  les  variations  différentielles  du  mouvement  du 
nœud  et  de  l'inclinaison  de  l'orbite.  Pour  intégrer  l'équation  difiPé^ 
rentielle  du  rayon  vecteur  projeté,  il  ne  rapporte  point,  comme 
Clairaut,  la  partie  elliptique  de  l'expression  de  ce  rayon  à  un 
apogée  mobile,  mais  il  fait  disparaître,  par  un  moyen  ingénieux, 
l'arc  de  cercle  qu'introduirait  la  supposition  d'un  apogée  immo- 
bile; ce  qui  le  conduit  sans  hypothèse  à  la  considération  d'un 
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apogée  mobile.  Une  seconde  approximation  ayant  presque  doublé 
le  mouvement  de  l'apogée  donné  par  la  première,  et  par  là,  ayant 
accordé  la  théorie  avec  l'observation,  il  était  à  craindre  que  les 
approximations  suivantes  ne  détruisissent  cet  accord.  Il  devenait 
donc  important  de  porter  encore  plus  loin  ces  approximations. 
C'est  ce  que  d'Alembert  a  fait,  et  il  a  trouvé  que  la  théorie  se 
rapprochait  ainsi  de  plus  en  plus  de  l'observation. 

Peu  de  mois  avant  que  Clairaut  et  d'Alembert  présentassent  à 
l'Académie  des  sciences  leurs  solutions  du  problème  des  trois 
corps,  elle  reçut  la  première  pièce  d'Euler  sur  Jupiter  et  Saturne, 
qui  contient  une  solution  du  même  problème  appliquée  au  mou- 
vement de  Saturne.  Ce  grand  géomètre  fit  paraître  cette  solution 
dans  les  Mémoires  de  fAcadémie  de  Pétersbourg  pour  les  an- 
nées 1747  et  1748,  et  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin 
pour  1760,  et  il  en  déduisit  le  mouvement  du  nœud  de  l'orbite 
lunaire  et  les  inégalités  de  son  inclinaison  à  l'écliptique.  Il  publia, 
en  1753,  un  ouvrage  spécial  sur  la  théorie  de  la  lune,  dans  lequel 
il  prend  pour  coordonnées  du  mouvement  lunaire,  le  rayon  vec- 
teur projeté  sur  l'écliptique,  fanomalie  vraie;  et,  au  lieu  de  la 
latitude,  il  considère  comme  Newton  le  mouvement  du  nœud  et 
l'inclinaison  de  l'orbite. 

On  peut  varier  la  solution  du  problème  des  perturbations 
lunaires  d'autant  de  manières  qu'il  y  a  de  systèmes  différents 
de  coordonnées.  Mais  un  des  points  les  plus  importants  de  cette 
solution  est  le  choix  du  système  qui  donne  les  apjDroximations  les 
plus  faciles  et  les  plus  convergentes,  et  qui  fait  le  mieux  démêler 
dans  le  nombre  infini  des  inégalités  de  la  lune  celles  qui  peuvent 
devenir  sensibles  en  acquérant,  par  les  intégrations  successives, 
de  petits  diviseurs.  Je  ne  balance  point  à  regarder  le  système  de 
coordonnées  dont  j'ai  fait  usage  dans  le  livre  VII,  comme  le  plus 
avantageux  sous  ces  rapports.  La  force  perturbatrice  du  mouve- 
ment lunaire  dépend  des  sinus  et  cosinus  de  son  mouvement  vrai 
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et  de  son  élongation  au  soleil  :  leur  réduction  en  sinus  et  cosinus 
d'angles  dépendants  du  mouvement  moyen  de  la  lune  est  pénible 
et  peu  convergente,  à  cause  de  la  grandeur  de  son  équation  du 
centre  et  de  ses  principales  inégalités.  Il  y  a  donc  de  l'avantage 
à  éviter  cette  réduction,  et  à  déterminer  d'abord  la  longitude 
moyenne  en  fonction  de  la  longitude  vraie;  ce  qui  peut  être  utile 
dans  le  cas  où  l'on  cherche  le  temps  correspondant  à  la  longitude 
vraie.  On  détermine  ensuite,  par  le  retour  des  séries,  la  longitude 
vraie  en  fonction  de  la  longitude  moyenne;  et  l'on  n'a  point  à 
craindre,  dans  ce  retour,  le  peu  de  convergence  des  approxima- 
tions, que  l'intégration  des  équations  différentielles  laisse  toujours 
incertaine.  A  la  vérité,  il  faut,  dans  cette  méthode,  convertir  le 
mouvement  vrai  du  soleil  en  fonction  de  la  longitude  vraie  de  la 
lune.  Mais,  dans  cette  conversion,  les  grandes  inégalités  lunaires 
sont  multipliées  par  le  rapport  du  moyen  mouvement  du  soleâl 
à  celui  de  la  lune,  ou  par  un  treizième  environ;  ce  qui  les  rend 
fort  petites. 

Mayer  publia  en  17 53,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de 
Gottingue,  de  nouvelles  tables  de  la  lune  :  pour  les  former,  après 
avoir  reconnu ,  par  la  théorie ,  les  arguments  des  diverses  inégalités 
lunaires,  il  détermina  leurs  coefficients  par  les  observations.  Il 
perfectionna  ces  tables  et  la  théorie  qui  l'avait  guidé;  et  il  les 
adressa,  en  17 55,  au  bureau  des  longitudes  de  Londres.  Après 
sa  mort,  arrivée  en  1763,  sa  veuve  envoya  au  même  bureau  une 
copie  de  ces  tables  encore  perfectionnées;  et  Bradley,  les  ayant 
comparées  à  beaucoup  d'observations,  les  trouva  si  exactes,  qu'on 
leur  adjugea  un  prix  de  trois  mille  livres  steriing.  Elles  ont  été 
imprimées,  ainsi  que  la  théorie  de  l'auteur,  en  1765.  Dans  cette 
théorie,  Mayer  prend  pour  coordonnées  de  la  lune  son  rayon  vec- 
teur, un  angle  dont  la  différentielle  est  proportionnelle  à  l'élément 
du  temps  divisé  par  le  carré  du  rayon  vecteur;  et  la  latitude  qu'il 
substitue  au  mouvement  du  nœud  et  à  l'inclinaison  de  l'orbite: 
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ce  qui  est  plus  direct  et  plus  simple.  Il  a  porté  fort  loin  les  approxi- 
mations analytiques,  et  il  a  rectifié  par  les  observations,  les  coeffi- 
cients, déjà  fort  approchés  par  sa  théorie,  des  diverses  inégalités 
lunaires.  Mason  perfectionna  ces  tables,  en  les  assujettissant  à  un 
très-grand  nombre  d'observations  de  Bradley ,  et  en  leur  ajoutant 
qudques  inégalités  indiquées  par  la  théorie.  La  comparaison  des 
observations  avec  ses  tables  lui  donna  une  inégalité  en  longitude, 
proportionnelle  au  sinus  de  la  longitude  du  nœud  de  Torbite,  et 
dont  il  trouva  le  coefficient  égal  à  7^,7  sexagésimales,  inégalité  que 
Mayer  avait  déjà  reconnue,  mais  avec  un  coefficient  plus  petit  et 
seulement  de  quatre  secondes.  Cette  inégalité,  ne  paraissant  pas  ré- 
sulter de  la  théorie  de  Tattraction,  fut  négligée  par  les  astronomes. 

Les  tables  de  Mayer  rectifiées  par  Mason  ont  servi,  pendant 
plusieurs  années,  au  calcul  des  éphémérides  destinées  aux  navi- 
gateurs. Mais  elles  laissaient  à  désirer  des  tables  aussi  parfaites, 
uniquement  fondées  sur  la  théorie.  C'est  ce  qu  Euler  tenta  d'exé- 
cuter au  moyen  d'une  nouvelle  théorie  de  la  lune.  Il  y  rapporte 
les  coordonnées  de  la  lune  à  un  axe  mû  sur  l'écliptique  autour 
du  centre  de  la  terre,  d'un  mouvement  égal  au  moyen  mouve- 
ment de  la  lune,  et  il  donne  les  équations  différentielles  des  trois 
coordonnées  orthogonales  rapportées  à  cet  axe  mobile  et  au  plan 
de  l'écliptique.  Il  les  intègre  par  des  approximations  convergentes, 
et  il  réduit  en  tables  leurs  intégrales  qui  déterminent  la  position 
de  la  lune  à  un  instant  quelconque.  Mais  ces  tables  étant  moins 
commodes  et  moins  précises  que  celles  de  Mason ,  les  astronomes 
n'en  ont  point  fait  usage.  Euler  exposa  sa  nouvelle  méthode  dans 
deux  pièces  qu'il  envoya  à  l'Académie  des  sciences  pour  concourir 
aux  prix  qu'elle  proposa  sur  la  théorie  de  la  lune,  en  1770  et  en 
1772;  ensuite  il  la  développa  dans  un  traité  spécial  fort  étendu. 

Lagrange  envoya  à  l'Académie,  pour  le  concours  au  prix  de 
1772,  une  pièce  dans  laquelle  il  considère  le  mouvement  de  la 
lune  sous  un  point  de  vue  purement  analytique.  Il  imagine  trois 
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corps  qui  s'attirent  mutuellement  en  raison  de  leurs  masses  et 
réciproquement  au  carré  de  leurs  distances.  Ces  corps  forment 
un  triangle  variable,  mobile  autour  de  leur  centre  commun  de 
gravité.  Il  donne  les  équations  différentielles  de  chaque  côté  de 
ce  triangle,  et  il  en  déduit  la  solution  rigoureuse  du  problème 
des  trois  corps  dans  quelques  cas  particuliers.  J'ai  développé  et 
généralisé  ces  résultats  dans  le  chapitre  vu  du  livre  X,  par  une 
méthode  fort  simple  et  indépendante  de  toute  intégration. 

Halley,  comparant  entre  elles  les  observations  anciennes  d'é- 
clipses,  celles  d'Albaténius  et  les  observations  modernes,  soup- 
çonna le  premier  l'accélération  du  moyen  mouvement  de  la  lune. 
Dunthorne,  et  Mayer  ensuite,  en  confirmèrent  l'existence  par  une 
comparaison  plus  étendue  des  observations.  En  supposant  cette 
accélération  proportionnelle  au  carré  du  temps,  ils  en  fixèrent  à  i  o'' 
sexagésimales  environ  la  quantité  pour  le  premier  siècle,  à  partir 
de  1700.  L'Académie  des  sciences,  toujours  animée  du  désir  de 
perfectionner  la  théorie  de  la  lune,  proposa,  pour  le  sujet  du 
prix  de  mathématiques  de  1 774,  la  cause  de  cette  équation  sécu- 
laire. Elle  couronna  une  pièce  de  Lagrange,  dans  laquelle  l'auteur 
détermine  l'influence  de  la  figure  de  la  terre  sur  le  mouvement 
de  ce  satellite  :  il  prouve  que  son  équation  séculaire  ne  peut  en 
résulter.  Considérant  ensuite  que  les  géomètres  avaient  inutile- 
ment tenté  de  la  déduire  des  attractions  du  soleil  et  de  la  terre 
supposés  sphériques,  il  se  crut  d'autant  plus  fondé  à  la  révoquer 
en  doute,  qu'il  ne  la  jugea  pas  suffisamment  établie  par  les  obser- 
vations. Mais  son  existence  ne  peut  être  contestée,  surtout  depuis 
la  connaissance  que  M.  Caussin  nous  a  donnée  des  observations 
arabes,  par  sa  traduction  d'une  partie  de  l'Astronomie  d'Ibn- 
Jounis,  manuscrit  de  la  bibliothèque  de  Leyde,  que  le  gouver- 
nement batave  voulut  bien  confier  à  l'Institut  de  France. 

L'Académie  des  sciences  ayant  proposé,  pour  le  sujet  du  prix 
qu'elle  devait  décerner  en  1762,  la  question  de  savoir  si  les  pla- 
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nètes  se  meuvent  dans  un  milieu  dont  la  résistance  produise 
quelque  efifet  sensible  sur  leurs  mouvements,  elle  couronna  une 
pièce  de  Bossut,  dans  laquelle  Fauteur  établit  que  cette  résis- 
tance doit  être  beaucoup  plus  sensible  sur  le  moyen  mouvement 
de  la  lune  que  sur  celui  des  planètes;  ce  qui  peut  expliquer 
f  équation  séculaire  de  la  lune.  En  réfléchissant  sur  la  loi  de  l'at- 
traction et  sur  la  manière  dont  les  géomètres  l'avaient  employée, 
j'observai  qu'ils  supposaient  sa  transmission  d'un  corps  à  l'autre, 
instantanée.  Je  recherchai  alors  les  effets  qui  pourraient  naître 
d'une  transmission  successive  :  je  trouvai  qu'elle  devait  produire 
une  équation  séculaire  dans  le  mouvement  de  la  lune,  et  que, 
pour  satisfaire  aux  observations ,  la  propagation  de  la  force  attrac- 
tive de  la  terre  devait  être  huit  millions  de  fois  plus  prompte  que 
celle  de  la  lumière.  Mais  de  nouvelles  recherches  sur  cet  impor- 
tant phénomène  me  conduisirent  enfin  à  sa  véritable  cause. 

En  m'occupant  de  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter,  je  recon- 
nus que  la  variation  séculaire  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  Jupiter 
devait  produire  des  équations  séculaires  dans  leurs  mouvements 
moyens.  Je  m'empressai  de  transporter  ce  résultat  à  la  lune,  et 
je  trouvai  que  la  variation  séculaire  de  l'excentricité  de  l'orbe 
terrestre  produit  dans  le  moyen  mouvement  de  la  lune  l'équation 
séculaire  déterminée  par  les  astronomes.  Je  trouvai  de  plus  que 
la  même  cause  produit  dans  les  mouvements  du  nœud  et  du 
périgée  de  l'orbite  de  la  lune  des  équations  séculaires.  Je  com- 
muniquai ces  recherches  à  l'Académie  des  sciences  le  19  no- 
vembre 1787  :  elles  parurent  en  1788  dans  le  volume  de  cette 
académie  pour  l'année  1786.  Je  les  ai  perfectionnées  dans  le 
livre  VII,  et  j'ai  trouvé  que  les  termes  qui  dépendent  du  carré  de 
la  force  perturbatrice  et  qui  doublent  le  mouvement  du  périgée 
lunaire  déterminé  par  une  première  approximation,  augmentent, 
presque  dans  le  même  rapport,  l'équation  séculaire  de  ce  mou- 
vement; en  sorte  que  l'équation  séculaire  de  l'anomalie  moyenne 
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€st  au  moins  quadruple  de  œlle  du  moyen  mouvement.  Une 
équation  aussi  grande,  et  dont  TefiFet  sur  la  longitude  de  la  lune 
apogée  ou  périgée  est  la  moitié  de  Teffet  de  Téquation  séculaire  du 
moyen  mouvement,  doit  être  fort  sensible  dans  les  observations 
anciennes  comparées  à  celles  des  Arabes  et  aux  observations  mo- 
dernes. C'est  ce  que  je  reconnus  facilement;  je  trouvai  même  que 
les  équations  séculaires  soit  de  la  lune,  soit  de  son  périgée,  sont 
sensibles  dans  les  moyens  mouvements  de  La  lune  et  du  périgée, 
conclus  par  Hipparque  et  Ptolémée,  des  éclipses  anciennes  compa- 
rées avec  elles-mêmes;  en  sorte  que  si  Tcm  ne  connaissait  pas  d'ail- 
leurs l'époque  où  ces  astronomes  ont  vécu,  on  pourrait  la  retrouver 
à  un  siècle  ou  deux  près,  par  ces  moyens  mouvements.  J'ai  reconnu 
ainsi  que  les  tables  de  la  lune  rapportées  de  l'Inde  par  Legentil, 
loin  de  remonter,  comme  Bailli  le  pensait,  à  trois  mille  ans  avant 
notre  ère,  sont  moins  anciennes  que  les  tables  de  Ptolémée. 

M.  Bouvard  a  comparé  avec  ma  théorie  toutes  les  observations 
anciennes  et  arabes,  et  un  grand  nombre  d'observations  modernes. 
Ce  travail  utile,  couronné  en  1800  par  Tlnstitut  de  France,  ne 
laisse  aucun  doute  sur  Texistence  des  trois  équations  séculaires 
de  la  lune  et  sur  leur  grandeur  respective. 

L'Académie  royale  des  sciences  de  Stockholm  proposa  en  1 787, 
pour  le  sujet  du  prix  qu'elle  devait  décerner  en  1791,  la  cause 
des  équations  séculaires  de  la  lune,  de  Jupiter  et  de  Saturne. 
Aucune  pièce  ne  lui  étant  parvenue  pour  le  concours,  elle  adjur- 
gea  le  prix  à  mes  recherches,  qui  depuis  trois  ans  étaient  publiées, 
et  qui  lui  parurent  contenir  la  solution  complète  de  la  question 
proposée.  Ce  prix,  décerné  par  une  société  savante  aussi  célèbre, 
me  flatta  d'autant  plus  qu'il  était  inattendu. 

La  conformité  de  la  théorie  lunaire  avec  les  observations  établit 
plusieurs  points  importants  du  système  du  monde.  On  voit  d'abord 
que  la  résistance  des  milieux  éthérés  et  la  transmission  successive 
de  la  gravité  n'ont  point  d'influence  saasible  sur  les  équations 
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séculaires  de  la  lune,  puisque  Tattraction  seule  des  corps  célestes 
suffit  pour  représenter  les  observations.  D'ailleurs  Téquation  sécu- 
laire du  périgée,  bien  constatée  par  les  observations,  suffit  pour 
exclure  Tune  et  Tautre  de  ces  causes ,  puisqu'elles  ne  produisent 
aucun  mouvement  dans  le  périgée.  C'est  ainsi  que  les  phéno* 
mènes,  en  se  développant,  nous  dévoilent  leurs  véritables  causes. 
Nous  sommes  donc  certains  que  les  milieux  éthérés,  depuis  les 
observations  les  plus  anciennes,  n'ont  point  sensiblement  altéré 
les  mouvements  des  planètes;  car  leur  résistance  serait  beaucoup 
plus  sensible  sur  le  mouvement  de  la  lune ,  où  nous  venons  de 
voir  qu'elle  est  insensible. 

Nous  avons  dit  que  pour  expliquer  l'équation  séculaire  de  la 
lune  au  moyen  de  la  transmission  successive  de  la  gravité,  il 
fallait  supposer  la  propagation  de  la  force  attractive  huit  millions 
de  fois  plus  prompte  que  celle  de  la  lumière.  Ainsi  l'attraction 
des  corps  célestes  représentant,  au  moins  à  très-peu  près,  l'équa- 
tion séculaire  observée,  nous  pouvons  en  conclure  que  la  vitesse 
de  la  force  attractive  surpasse  cinquante  millions  de  fois  la  vitesse 
de  la  lumière  :  on  peut  donc  la  supposer  infinie. 

La  constance  de  la  durée  du  jour,  élément  essentiel  de  toutes 
les  théories  astronomiques,  résulte  encore  des  équations  séculaires 
de  la  lune.  Si  cette  durée  surpassait  maintenant  d'un  centième  de 
seconde  centésimale,  celle  du  temps  d'Hipparque,  la  durée  du 
siècle  actuel  serait  plus  grande  qu'alors  de  3 65'', 2  5.  Dans  cet 
intervalle,  la  lune  décrit  un  arc  de  534"i6  centésimales.  Le  mou- 
vement séculaire  actuel  de  la  lune  en  paraîtrait  donc  augmenté 
de  cette  quantité,  ce  qui,  en  supposant  que  cet  accroissement  ait 
été,  depuis  Hipparque,  proportionnel  au  temps,  augmenterait  de 
i3\5i  centésimales  son  équation  séculaire  pour  le  premier  siècle, 
à  partir  du  commencement  de  1801,  et  dont  la  valeur  résultante 
des  attractions  célestes  est  d'environ  3  2"'.  Les  observations  ne  per- 
mettent pas  de  supposer  un  accroissement  aussi  considérable.  Il 
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est  donc  certain  que  depuis  Hipparque  la  durée  du  jour  n  a  pas 
varié  d'un  centième  de  seconde.  Si  par  des  causes  quelconques 
inconnues,  cette  durée  éprouvait  quelque  altération  sensible,  on 
le  reconnaîtrait  par  le  mouvement  de  la  lune,  dont  les  observa- 
tions, d'ailleurs  si  utiles,  acquièrent,  par  cette  considération,  une 
nouvelle  importance. 

Le  moyen  mouvement  du  périgée  lunaire  conclu  de  la  théorie 
par  une  longue  suite  d'approximations  s'accorde  tellement  avec 
le  mouvement  observé,  qu'à  une  distance  même  très- petite  par 
rapport  aux  distances  des  planètes  au  soleil,  la  loi  de  l'attraction 
réciproque  au  carré  des  distances,  si  elle  n'est  pas  rigoureuse, 
doit  être  au  moins  extrêmement  approchée. 

Ma  théorie  de  la  lune,  exposée  dans  le  livre  VII,  se  rapproche 
plus  des  observations  que  celles  qui  l'avaient  précédée.  Elle  ren- 
ferme quelques  inégalités  nouvelles  :  telle  est  l'inégalité  en  lati- 
tude, dont  l'argument  est  la  longitude  de  la  lune.  Cette  inégalité 
et  celle  en  longitude,  dont  l'argument  est  la  longitude  du  nœud, 
et  que  Mayer  avait  soupçonnée  par  les  observations,  dépendent 
de  l'aplatissement  de  la  terre.  Les  comparaisons  de  leurs  expres- 
sions analytiques  avec  un  grand  nombre  d'observations  s'accor- 
dent à  donner  l'aplatissement  5J5,  le  même,  à  fort  peu  près,  que 
les  aplatissements  qui  résultent  des  mesures  des  degrés  et  du  pen- 
dule; mais  il  a  sur  eux  l'avantage  d'être  indépendant  des  attrac- 
tions locales  qui  les  modifient.  En  multipliant  les  observations 
lunaires  propres  à  déterminer  les  inégalités  dont  il  s'agit,  on 
obtiendra  l'aplatissement  de  la  terre  avec  une  exactitude  extrême. 

Mayer  avait  déterminé  la  parallaxe  solaire  en  comparant  aux 
observations  l'expression  analytique  de  l'inégalité  lunaire  paral- 
lactique  qui  a  pour  facteur  cette  parallaxe.  J'ai  mis  un  soin  par- 
ticulier à  déterminer  cette  expression  :  en  la  comparant  aux  obser- 
vations, elle  donne  la  valeur  de  la  parallaxe  solaire  qui  résulte 
des  passages  de  Vénus  sur  le  soleil,  observés  en  1761  et  1769. 
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Une  conséquence  importante  de  cet  accord  est  que  l'action  du 
soleil  sur  la  lune  est  à  très-peu  près  la  même  que  son  action  sur 
la  terre,  et  que  la  différence,  s'il  y  en  a  une,  n'est  pas  la  trois- 
millionième  partie  de  cette  action. 

Newton  chercha  par  l'expérience  à  reconnaître  si  la  pesanteur 
terrestre  imprime  en  temps  égal  la  même  vitesse  à  tous  les  corps 
placés  au  même  lieu,  quelle  que  soit  leur  nature.  Pour  cela,  il 
mit  successivement  des  corps  de  même  poids  et  de  diverses 
natures  dans  une  même  boîte  fermée  qui  terminait  un  pendule, 
et  il  les  y  plaça  de  manière  que  le  centre  d'oscillation  fût  toujours 
le  même.  En  faisant  osciller  le  pendule,  il  observa  la  durée  de  ses 
oscillations,  et  il  trouva  cette  durée  la  même  pour  tous  ces  corps; 
ce  qui  lui  lit  voir  que  l'action  de  la  pesanteur  donne  à  tous  les 
corps  une  vitesse  égale  dans  le  même  temps,  ou  du  moins  que  la 
différence,  s'il  y  en  a  une,  est  au-dessous  d'un  millième.  Ces 
expériences  de  Newton  ont  été  répétées  par  divers  physiciens,  et 
les  nombreuses  expériences  faites  pour  déterminer  la  longueur  du 
pendule  à  secondes  ont  établi  avec  une  grande  précision  que  cette 
durée  est  indépendante  de  la  nature  du  corps  oscillant.  En  appe- 
lant donc  masses  égales  des  masses  qui,  se  choquant  avec  des 
vitesses  égales  et  contraires,  se  feraient  équilibre,  deux  corps  de 
même  poids,  ou  qui,  placés  aux  extrémités  de  deux  bras  égaux 
d'un  levier  droit,  se  font  équilibre,  ont  des  masses  égales,  puisque 
la  pesanteur  tend  à  leur  imprimer  la  même  vitesse  initiale. 

En  comparant  le  sinus  verse  de  l'arc  décrit  par  la  lune  dans 
une  seconde,  avec  Tespace  que  la  pesanteur  fait  décrire  aux  corps 
terrestres  dans  la  première  seconde  de  leur  chute.  Newton  recon- 
nut que  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  terre,  diminuée  en  raison 
du  carré  de  la  distance,  est  la  force  qui  retient  la  lune  dans  son 
orbite.  La  parallaxe  lunaire  que  j'ai  conclue  de  ce  principe  s'ac- 
corde si  bien  avec  la  parallaxe  observée,  que  l'on  peut  regarder 
comme  nulle,  ou  du  moins  comme  insensible  la  modification  de 

TOME   V.  55 


434  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 

Taction  de  la  terre  sur  la  lune,  par  la  nature  de  la  substance 
lunaire.  On  peut  conclure  également  de  cet  accord,  que  Faction 
de  la  terre  sur  chaque  molécule  de  la  lune  n  est  point  altérée  par 
l'interposition  des  couches  lunaires;  car  il  est  facile  de  prouver 
qu'une  légère  altération  de  ce  genre  modifierait  sensiblement  le 
principe  dont  je  viens  de  parler. 

Newton  étendit  à  l'attraction  de  tous  les  astres  la  propriété  dont 
jouit  l'attraction  terrestre,  d'imprimer  à  tous  les  corps  placés  à  la 
même  distance  la  même  vitesse,  en  temps  égal.  Il  démontra  que 
relativement  à  l'attraction  du  soleil  sur  les  planètes,  cette  propriété 
résulte  de  la  loi  de  Kepler  suivant  laquelle  les  carrés  des  temps 
des  révolutions  des  planètes  sont  comme  les  cubes  de  leurs 
moyennes  distances  au  soleil.  Il  est  facile,  en  effet,  de  voir  que 
si  les  actions  du  soleil  sur  la  terre  et  sur  Mars  différaient  d'un 
millième,  le  rayon  vecteur  des  tables  de  Mars  en  serait  altéré  d*un 
trois-millième;  ce  qui  serait  très-sensible  dans  les  observations  de 
cette  planète  en  quadrature. 

On  verra  dans  la  suite  qu'une  différence  d*un  millionième 
dans  les  actions  du  soleil  sur  la  terre  et  sur  la  lune  changerait  de 
plusieurs  secondes  la  parallaxe  du  soleil,  conclue  de  la  comparai- 
son de  l'inégalité  parallactique  lunaire  observée,  avec  sa  valeur 
donnée  par  la  théorie,  et  qui,  comme  je  l'ai  dît,  s'accorde  par- 
faitement avec  les  observations.  Il  est  donc  bien  prouvé  que  Tat- 
traction  du  soleil  imprimerait,  en  temps  égal,  la  même  vitesse ii 
la  terre  et  à  la  lune,  placées  à  la  même  distance  de  cet  astre. 
Cette  attraction  n'est  donc  point  modifiée  par  la  naiture  des 
substances  qui  composent  la  terre  et  la  lune.  Si,  en  pénétrant 
dans  l'intérieur  de  ces  corps,  elle  s'affaiblissait  et  s'éteignait 
comme  la  lumière  en  traversant  l'atmosphère,  cette  extinction 
serait  différente  pour  la  terre  et  pour  la  lune  en  vertu  de  la  dif- 
férence de  leurs  dimensions.  Je  trouve,  par  un  calcul  fort  simple, 
qu'une  très-petite  extinction  de  l'attraction  solaire  produirait  une 
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di£Pérence  sensible  et  inadmissible  dans  la  valeur  de  l'inégalité 
parailactique.  Ainsi  Finterposition  des  corps  n'altère  point  l'at- 
traction d'une  molécule  sur  une  autre;  ce  qui  confirme  ce  que 
nous  venons  de  dire  sur  cet  objet. 

Enfin,  M.  Bouvard  ayant  formé  des  tables  très -exactes  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  fondées  sur  la  théorie  que  j'ai  donnée  de 
ces  planètes,  et  les  ayant  comparées  à  un  très-grand  nombre 
d'observations,  a  formé  des  équations  de  condition  dans  lesquelles 
il  a  pris  pour  indéterminées  les  corrections  des  éléments  ellip- 
tiques et  des  masses  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Il  en  a  conclu  la 
masse  de  Jupiter,  qu'il  a  retrouvée  la  même  que  Newton  avait 
déterminée  par  les  élon  gâtions  des  satellites  de  Jupiter,  mesurées 
avec  beaucoup  de  précision  par  Pound.  Les  grandes  perturba- 
tions des  mouvements  de  Saturne  et  de  Jupiter  prouvent  donc 
que  Jupiter  agit  sur  Saturne  comme  sur  ses  propres  satellites. 
Ainsi  la  propriété  d'attirer  également  tous  les  corps  placés  à  la 
même  distance  appartient  à  chaque  partie  de  la  matière.  Les 
doutes  qu'on  a  élevés  sur  cette  propriété  fondamentale  de  la  loi 
d'attraction  ne  paraissent  donc  point  fondés.  Cette  loi,  que  les 
géomètres  ont  essayé  de  modifier,  soit  par  rapport  à  son  décrois- 
sement  quand  la  distance  augmente,  soit  relativement  à  la  pro- 
pagation instantanée  de  la  force  attractive,  soit  enfin  par  rapport 
à  la  nature  des  corps,  est  telle  que  Newton  Ta  proposée,  ou,  du 
moins,  les  phénomènes  n'y  font  reconnaître  aucune  modification 
sensible. 

La  théorie  de  la  lune  nous  donne  encore,  par  ses  deux  inéga- 
lités dépendantes  de  l'aplatissement  de  la  terre,  le  moyen  le  plus 
précis  d'avoir  cet  aplatissement.  Ces  inégalités,  étant  le  résultat 
de  la  tendance  du  centre  de  la  lune  vers  chaque  molécule  du 
sphéroïde  terrestre,  prouvent  que  les  tendances  des  centres  des 
corps  célestes  les  uns  vers  les  autres  sont  les  résultantes  des 
attractions  réciproques  de  toutes  leurs  molécules. 
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Désirant  de  voir  toute  raslronomie  fondée  sur  la  seule  loi  de 
l'attraction  n'emprunter  des  observations  que  les  données  indis- 
pensables, j'obtins  de  l'Académie  des  sciences  qu'elle  proposerait 
pour  le  sujet  du  prix  de  mathématiques  qu'elle  devait  décerner 
en  1820,  la  formation,  par  la  seule  théorie,  de  tables  lunaires 
aussi  exactes  que  celles  qui  ont  été  construites  par  le  concours  de 
la  théorie  et  des  observations.  Je  désirais  encore  que  mes  résul- 
tats sur  les  inégalités  séculaires  de  la  lune  fussent  vérifiés  et 
même  perfectionnés  par  les  géomètres.  Ces  vœux  ont  été  remplis 
par  les  deux  pièces  que  l'Académie  a  couronnées.  L'une,  de 
M.  Damoiseau,  était  accompagnée  de  tables  lunaires  qui,  compa- 
rées à  un  grand  nombre  d'observations,  les  ont  représentées  aussi 
bien  que  les  meilleures  tables  employées  par  les  astronomes. 
L'autre  pièce,  dont  MM.  Carlini  et  Plana  sont  les  auteurs,  est 
surtout  remarquable  par  l'étendue  et  par  la  justesse  de  l'approxi- 
mation avec  laquelle  ils  ont  déterminé  les  équations  séculaires, 
et  spécialement  celle  du  périgée,  qu'ils  ont  trouvée  plus  grande 
encore  que  suivant  ma  formule. 

M.  Burg,  en  comparant  les  moyens  mouvements  de  la  lune 
conclus  des  observations  de  Flamsteed,  de  Bradley  et  de  Maske- 
line,  remarqua  des  différences  qui  lui  parurent  indiquer  une  iné- 
galité à  longue  période.  Il  me  fit  part  de  cette  remarque,  d'après 
laquelle  je  reconnus  que  l'action  solaire  produit  une  inégalité  pro- 
portionnelle au  sinus  de  la  longitude  du  périgée  lunaire,  plus  deux 
fois  celle  du  nœud,  moins  trois  fois  la  longitude  du  périgée  so- 
laire, et  dont  la  période  est  d'environ  cent  quatre-vingts  ans.  Son 
coefficient  acquiert  par  l'intégration  un  très-petit  diviseur,  mais 
il  a  pour  facteur  le  produit  de  l'excentricité  de  l'orbe  lunaire,  par 
le  carré  du  sinus  de  son  inclinaison  à  l'écliptique,  par  le  cube  de 
l'excentricité  de  l'orbe  solaire  et  par  la  parallaxe  du  soleil  :  il  paraît 
donc  devoir  être  très -petit.  Le  grand  nombre  de  termes  dont  il 
dépend  rend  sa  détermination,  par  la  théorie,  presque  impossible. 
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M.  Burg,  en  adoptant  cette  inégalité  dans  ses  tables,  détermina 
par  les  observations  son  coefficient,  qu'il  trouva  d'environ  i5" 
sexagésimales.  J'ai  reconnu  ensuite  que  l'ellipticité  du  sphéroïde 
terrestre  produit  une  inégalité  dont  la  période  est  à  peu  près  la 
même  que  la  précédente,  et  qui  est  proportionnelle  au  cosinus  de 
la  longitude  du  périgée  lunaire,  plus  deux  fois  celle  du  nœud, 
moins  la  longitude  du  périgée  solaire.  Mais  le  coefficient  de  cette 
inégalité  parait  être  aussi  petit  que  celui  de  l'inégalité  dont  je 
viens  de  parier.  Enfin  j'ai  trouvé  que  s'il  existe  une  différence 
entre  les  deux  hémisphères  terrestres,  elle  doit  produire  une 
inégalité  lunaire  proportionnelle  au  cosinus  de  la  longitude  du 
périgée  de  la  lune,  plus  deux  fois  celle  du  nœud.  J'avais  indi- 
qué cette  inégalité  à  M.  Burkhardt,  qui  l'a  employée  dans  ses 
tables,  après  avoir  déterminé  son  coefficient  par  les  observations. 
Mais, en  soumettant  cette  inégalité  à  l'analyse,  j'ai  vu  qu'elle  est 
insensible.  Si  les  observations  futures  confirment  cette  anoma- 
lie du  mouvement  lunaire,  il  sera  alors  temps  d'en  rechercher 
la  cause. 
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CHAPITRE  II. 


SLR  LA  THEORIE  LUNAIRE  DE  NEWTON. 


2.  Parmi  les  inégalités  du  mouvement  de  la  lune  en  longitude, 
Newton  n  a  développé  que  la  variation.  La  méthode  qu  il  a  suivie 
me  paraît  être  une  des  choses  les  plus  remarquables  de  Touvrage 
des  Principes.  Je  vais,  en  y  appliquant  l'analyse ,  montrer  son 
analogie  avec  les  méthodes  actuelles,  et  faire  voir  quelle  conduit 
aux  équations  différentielles  du  mouvement  de  la  lune,  dont  elle 
donne,  dans  le  cas  de  la  variation,  les  intégrales,  d'une  manière 
indirecte,  mais  très-ingénieuse. 

Newton  considère  d'abord  Taire  décrite  par  le  rayon  vecteur 
de  la  lune,  et,  pour  simplifier  le  calcul,  il  fait  abstraction  de  Tex- 
centricité  de  l'orbe  lunaire  et  de  son  inclinaison  à  l'écliptîque. 
Il  décompose  l'action  du  soleil  sur  la  lune  en  deux  forces,  l'une 
parallèle  au  rayon  vecteur  de  la  lune,  l'autre  parallèle  au  rayon 
vecteur  de  la  terre.  Newton  observe  que  la  première  de  ces  forces 
ne  produit  aucun  changement  dans  l'aire  que  le  rayon  vecteur  de 
la  lune  trace  autour  de  la  terre.  En  retranchant  ensuite  de  la 
seconde  force  l'action  du  soleil  sur  la  terre,  que  l'on  regarde  ici 
comme  immobile,  il  décompose  la  différence  en  deux  forces,  l'une 
dirigée  suivant  le  rayon  de  l'orbe  lunaire,  l'autre  perpendiculaire 
à  ce  rayon.  Cette  dernière  force  est  la  seule  qui  fasse  varier  l'aire 
décrite  par  le  rayon  vecteur  de  la  lune.  Newton  trouve  pour  son 
expression 

3m*.  sin.(t;' —  v).  cos.(t>'  —  v)  ; 

m  étant  le  rapport  du  moyen  mouvement  sidéral  du  soleil  à  celui 


LIVRE  SEIZIÈME.  439 

de  la  lune,  ou  du  mois  sidéral  à  Tannée  sidérale,  v'  est  la  longi- 
tude du  soleil,  et  t;  celle  de  la  lune.  La  force  qui  retient  la  lune 
dans  son  orbite  est  prise  pour  unité  de  force,  ainsi  que  le  rayon 
moyen  de  Torbite  lunaire  est  pris  pour  unité  de  distance  ;  ce  qui 
donne  la  vitesse  moyenne  de  la  lune  égale  à  Tunité  de  vitesse, 
puisqu*en  vertu  des  théorèmes  d'Huygens  sur  la  force  centrifuge, 
la  force  centrale  de  la  lune  est  égale  au  carré  de  sa  vitesse  divisé 
parle  rayon  de  son  orbite.  En  multipliant  l'expression  précédente, 
par  l'élément  dt  du  temps,  la  somme  de  tous  les  produits,  corres- 
pondante à  un  temps  quelconque,  sera  Taccroissement  de  vitesse 
résultant  de  la  force  perpendiculaire  au  rayon.  En  le  multipliant 
par  ^dft;,  on  aura  aux  quantités  près  de  Tordre  du  carré  des  forces 
perturbatrices,  Taccroissement  de  Taire  décrite  par  le  rayon  vec- 
teur de  la  lune,  pendant  Tinstant  dt.  Newton  détermine  par  un 
procédé  particulier  la  somme  des  produits  de  dt  par  la  force 

3m\  sin.  [v  —  v) .  cos.  {y'  —  v) . 

Cette  somme  est  à  fort  peu  près  Tintégrale  de  la  différentielle 

im*dv.  sin.(mt;  —  v).  cos.{mv  —  v) , 

eo  substituant  mv  pour  v,  ce  que  Ton  peut  faire  quand  on  néglige 
f excentricité  de  Torbe  terrestre,  et  en  mettant  dv  pour  dt,  la  vitesse 

moyenne  ^  étant  prise  pour  unité.  Cette  intégrale,  prise  depuis 

la  quadrature,  où  t;  —  mv  est  un  angle  droit,  est 

3m*.  cosV  {v—mv) 
2(1— m) 

Cette  expression,  multipliée  par  \d\j,  donne  Taccroissement  de 
faire  instantanée  égal  à 

3m*dv  3  m*  dv.cos,{2v  —  2mv) 

8(i-m)  "^  8(1 -m)  ' 
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ainsi  la  variation  de  cette  aire  est 

3  m*dv.  cos.(2u—  2mv) 
8(i-m)  • 

Cette  variation  est  nulle  dans  les  octants  où,  par  conséquent, 

Taire  instantanée  a  sa  valeur  moyenne  :  en  prenant  pour  unité 

cette  valeur,  la  valeur  de  Faire  instantanée  sera,  dans  les  autres 

points  de  l'orbite, 

3m"  /  X 

i-f-  T? T.  COS.  (2V — 2  mv). 

4(i— m)  ^  ^ 

La  valeur  de  Taire  instantanée  est  donc  à  sa  valeur  moyenne 
comme 

4(i— m)  /  \  ^  1     4(i— m) 

—^5 — — ^-f-cos.(2t>  —  2mv)     esta      \,    ,     ; 

3m*  ^  ^  3m* 

et  à  cause  de  m*  égal  à    — 5 — ,  comme 

^  178,7 

2 2 0,46 -f- COS. (2 1;  —  2mv)  est  à  220,46; 

ce  qui  est  le  résultat  de  Newton. 

Le   carré  de  la  vitesse  de  la   lune   autour  de  la   terre  est 

— -T- — ,  en  représentant  par  r  son  rayon  vecteur.  Mais  si  Ton 

fait,  avec  Newton,  abstraction  de  Texcentricité  de  Torbite,  rfr* 
devient  de  Tordre  du  carré  de  la  force  perturbatrice,  et  peut  ainsi 

être  négligé;  en  sorte  que  Ton  peut  supposer  le  carré  de  cette 

r*(iu* 
vitesse  égal  à  -^rr-  Mais  Taire  décrite  par  le  rayon  vecteur  j)en- 

dant  Tinstant  dt,  est  yr^Jt;.  Le  carré  de  cette  aire  divisé  par  dt^ 

est  Yj^  ;  il  est  donc  le  quart  du  carré  de  la  vitesse  multiplié  par 

r\  Dans  les  syzygies  et  dans  les  quadratures,  les  carrés  des  aires 
instantanées  sont,  par  ce  qui  précède,  dans  le  rapport 

2  (1— m)  2(1— m)' 
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en  désignant  donc  par  i — x  le  rayon  vecteur  r  dans  les  syzygies, 
et  par  i-+-a;  ce  rayon  vecteur  dans  les  quadratures,  les  carrés 
des  vitesses  dans  ces  deux  points  seront,  en  négligeant  le  carré 
de  Xy  dans  le  rapport  de 

3  m*         ,  3  m* 

H-2a:H ; r     a      i — ix- 


2(1— m)  2(1— m)' 

Soient  R  et  R  les  rayons  osculateurs  de  Torbite  lunaire  dans  ces 
deux  points;  les  forces  centrales  seront,  par  les  théorèmes 
d'Huygens  sur  la  force  centrifuge,  dans  le  rapport  de 

3  m»  3  m* 

H-2a;H 7 r  1  —  IX 


2  (1— m)  2(1— m) 

a 


Si  Ton  nomme  k  la  somme  des  masses  de  la  terre  et  de  la  lune, 
il  est  facile  de  voir  que  la  force  centrale  dans  les  syzygies  est 

h[\-^2x)  —  2m% 
et  qu  elle  est  dans  les  quadratures 

h[\  —  2a;) -hm*; 

ces  deux  forces  sont  donc  dans  le  rapport  de 

2  m*      .  m» 

i-4-2a: 7—      à      1  —  ix-^-n- 

k  serait  Tunité  sans  la  force  perturbatrice,  puisqu'il  serait  alors 
égal  au  carré  de  la  vitesse  divisé  par  le  rayon  ;  k  ne  diffère  donc 
de  Tunité  que  de  quantités  de  Tordre  m*;  ainsi,  sans  rechercher 
cette  différence,  nous  pouvons,  en  neigeant  le  carré  de  la  force 
perturbatrice,  supposer  les  deux  forces  précédentes  dans  le 
rapport  de 

i-h-iïx — 2m*     à      1 — ix-hm\ 
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En  égalant  le  rapport  de  ces  forces  à  celui  que  nous  avons  donné 
ci-dessus,  on  aura 

Pour  déterminer  x,  Newton  considère  l'orbe  lunaire  comme  une 
ellipse  dont  la  terre  occupe  le  centre,  et  qui  se  meut  d'un  mou- 
vement angulaire  égal  au  mouvement  apparent  du  soleil,  en  sorte 
que  son  périgée  soit  constamment  au-dessous  de  cet  astre.  Dans 
une  pareille  ellipse,  si  Ton  prend,  avec  Newton,  pour  unité  de 
distance  le  rayon  vecteur  dans  les  octants,  ce  rayon  dans  un  point 
quelconque  de  l'orbite  sera 

1 — a;. COS.  2  (u — m\j). 

Newton  en  conclut  que  la  courbure  -^  dans  les  syzygies  est  à  la 
courbure  -r^  dans  les  quadratures,  dans  le  rapport  de 

ce  qui  donne 

-7r-=l  —  ix[l\[\ — m)* 1]. 

En  égalant  cette  valeur  de  -|p  à  la  précédente  on  a 


x- 


4(i-m)«-"i 


Cette  expression  de  x,  réduite  en  nombres,  donne  %  pour  le 
rapport  du  petit  axe  au  grand  axe  de  l'ellipse  supposée  par 
Newton. 

La  valeur  de  x  peut  être  conclue  de  la  seule  considération  des 
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syzygies.  En  effet,  le  Carré  de  la  vitesse  divisé  par  le  rayon  de 
courbure  est  dans  les  syzygies,  par  ce  qui  précède, 


1-4-20;-}- 


a  [i—m) 


R 

En  l'égalant  à  la  force  centrale  dans  ces  points,  et  qui,  comme  on 
Ta  vu,  est 

on  aura 


-7j=k[  1 '. r    — 2m*. 

n  \         2{i-m) 


On  trouve,  suivant  le  procédé  de  Newton,  pour  déterminer  la 
courbure  de  Torbite  dans  les  syzygies , 

l^=,—oo[^{l—my—l]. 

Pour  déterminer  k  on  doit  observer  que  Newton  a  pris  pour  unité 
le  rayon  vecteur  de  l'orbite  dans  les  octants.  Or  on  trouve  facile- 
ment qu  alors,  dans  ces  points,  le  rayon  de  courbure  et  le  carré 
de  la  vitesse  sont  égaux  à  l'unité,  et  que  la  force  centrale  dirigée 
vers  le  centre  de  courbure  est  k  —  y  m";  on  a  donc,  par  les  théo- 
rèmes d'Huygens, 

k — |m*=i, 
ce  qui  donne 

k=i-h\m^; 

La  première  expression  de  -^  devient  ainsi 

-5-=i — |mM  iH —]. 
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En  l'égalant  à  la  seconde,  on  a,  comme  ci-dessus, 


X= rr r. 


Dans  ce  procédé,  il  faut  déterminer  k;  ce  que  Ton  évite  en  consi- 
dérant à  la  fois  les  syzygies  et  les  quadratures. 

Pour  conclure  de  ces  résultats  l'inégalité  de  la  variation,  Newton 
observe  que  dans  une  ellipse  immobile  où  les  aires  tracées  par  le 
rayon  vecteur  partant  du  centre  seraient .  proportionnelles  aux 
temps,  la  tangente  du  mouvement  vrai  compté  de  l'extrémité  du 
grand  axe  serait  à  la  tangente  du  mouvement  moyen,  comme  le 
petit  axe  est  au  grand  axe,  ou  comme  i — x  est  à  i-i-x.  Ensuite, 
pour  avoir  égard  à  l'accroissement  de  l'aire  depuis  la  quadra- 
ture jusqu'à  la  syzygie.  Newton  multiplie  la  tangente  du  mouve- 
ment vrai  par  le  rapport  de  la  racine  carrée  de  l'aire  instantanée 
dans  la  quadrature,  à  la  racine  carrée  de  l'aire  instantanée  dans 

la  syzygie;  rapport  qui,  par  ce  qui  précède,  est  i —  .  .  _ — :. 
Ainsi  la  tangente  du  mouvement  vrai  est  à  très-peu  près  égale  au  pro- 
duit de  la  tangente  du  mouvement  moyen  par  i — ix —  ,.  _    . . 

Dans  les  octants  où  le  mouvement  vrai  est,  en  degrés  sexagési- 
maux, égal  à  45°,  Newton  trouve,  en  substituant  pour  x  et  pour 
m  les  valeurs  qu'il  a  déterminées,  le  mouvement  vrai  de  la  lune 
égal  à  44°  2 7' 2 8":  en  le  soustrayant  de  45%  la  différence  82' 82" 
est  la  valeur  du  coefficient  de  l'inégalité  de  la  variation.  Mais 
Newton  observe  qu'en  vertu  du  mouvement  apparent  du  soleil,  le 
mouvement  lunaire  de  la  quadrature  à  la  syzygie,  au  lieu  d'être 
90°,  est  agrandi  dans  le  rapport  de  la  durée  du  mois  synodique  à 
la  durée  du  mois  sidéral,  ce  qui  revient  à  diviser  90°  par  1 — m. 
Il  en  conclut  que  tous  les  angles  autour  de  la  terre ,  et  par  consé- 
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quent  rinégaiité  de  la  variation,  doivent  être  augmentés  dans  le 
même  rapport;  ce  qui  porte  cette  inégalité  à  35'  lo*'. 

Pour  avoir  l'expression  analytique  de  Finégalité  de  la  variation, 
(jui  résulte  du  procédé  de  Newton,  nommons  Sv  cette  inégalité. 
Nous  aurons 

Uing.{v-hBv)  =  (^i  —  2x—  ^(^^'^))  tang.v, 

V  étant  le  moyen  mouvement  de  la  lune  compté  de  la  quadrature. 
Cela  donne,  en  négligeant  le  carré  de  âv, 


ces' 
ou 


Sv  I  3  m*    \   sin.u 

>s*.u  \  4(i— m)/    cos.u 

5t;  =  —  ^xix-^-  T7 vl.sin.2t;. 

Il  faut,  suivant  Newton,  substituer,  dans  cette  expression,  t;  —  mv 
au  lieu  de  t;  et  la  diviser  par  i — m;  ce  qui  donne 

/       ,       3m*    \    .    /  V 

(  20;-}-  7-7 :  |.  sm.(2t; —  im\j\ 

<îv  =  -i ^('-7      / .. 

2  (1— m) 

Si  Ton  fait  partir  Tangle  u  — mt>  de  la  syzygie,  il  faut  l'augmenter 
de  90*;  ce  qui  revient  à  changer  le  signe  de  sin.(2t;  —  2 mu). 

On  peut  obtenir  cette  expression  plus  simplement  de  la  ma- 
nière suivante.  On  a  par  ce  qui  précède 

,1/  ^  X        j    r  3m".cos.(2u— 2/nt;)l 

Substituant  pour  r  sa  valeur  1 —  x.  cos.2  (v — mv) ,  on  aura 
dBv==dv    2a; -h  7-7 X  .cos.(2t; — 2mv) 
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d'où  l'on  tire  en  intégrant 

ôv=  -^ ; — ^—7 — ^  sm.(2v — 2m V  : 

2[i—m)  ^  ' 

ici  l'angle  v  —  mv  est  compté  de  la  syzygie. 

Généralisons  maintenant  la  méthode  de  Newton.  Pour  cela 
reprenons  l'expression  de  Q  du  n°  1  du  livre  VIL  Cette  expression 

donne  - .  (-j^)  pour  la  force  qui  anime  la  lune,  décomposée  per- 
pendiculairement au  rayon  r;  et  —  i'T^)  pour  cette  force  décom- 
posée suivant  ce  rayon  et  dirigée  vers  la  terre.  La  force  -•  (-^)  » 

multipliée  par  l'instant  dt,  donne  l'accroissement  de  vitesse  pen- 
dant l'instant  c/f,  perpendiculairement  au  rayon:  cet  accroissement, 

multiplié  par  dt  et  par  -  r,  donne  -  ("j^)  ^'  pour  l'accroissement 
de  l'aire  instantanée  ^r^dv,  dt  étant  supposé  constant;  on  a  donc 


2 

d,r*dv 


=(§)•<"• 


dt 

di 


En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  -77-,  et 


intégrant,  on  aura 

{r.rfv).=/i.*[-f-^.J(§).r-<i«], 

h  étant  une  constante  arbitraire;  d'où  l'on  tire,  en  faisant  -  =u, 

r 

ce  qui  est  la  première  des  équations  (L)  du  n"*  1  du  livre  VIL 
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Si  Ton  nomme  ds  Télément  de  la  courbe  décrite  par  la  lune, 

ds* 

-1—  sera  le  carré  de  sa  vitesse  :  en  substituant  pour  dt  sa  valeur 

précédente,  on  aura  pour  ce  carré 

Soit  R  le  rayon  osculateur  de  Torbite  ;  les  formules  connues  du 
rayon  de  courbure  donnent,  en  supposant  dv  constant, 

R        '^^'         u'ds' 
ainsi  le  carré  de  la  vitesse  divisé  par  le  rayon  de  courbure  est 

Il  faut,  par  les  théorèmes  d*Huygens,  égaler  cette  expression 
à  la  force  lunaire  décomposée  suivant  le  rayon  de  courbure  et 
dirigée  vers  le  centre  de  courbure.  On  a  vu  que  la  force  lunaire 
se  décompose  en  deux.  Tune  dirigée  vers  la  terre  et  égale  à 

—  ("j^)>  l'autre  perpendiculaire  à  r  et  égale  à  -(-j-^)-  Si  Ton 
décompose  la  force  —  ("T^)  ^^  deux.  Tune  parallèle  à  Télément 
de  la  courbe,  et  Tautre  dirigée  vers  le  centre  de  courbure,  on 
aura  pour  celle-ci  —  (x^)  •  "T"»  ^^  "  \T^)  '  T"'  Pareillement 
la  force  -  (-r^)i  décomposée  suivant  le  rayon  de  courbure,  sera 

X"'("T^)-  ^^  réunissant  ces  deux  forces  dirigées  vers  le 

centre  de  courbure,  on  aura  pour  la  force  lunaire  dirigée  vers  ce 
point 

dv  /dQ\         da  /dQ\ 
^'ll\da)        uds\dv)' 
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en  l'égalant  au  carré  de  la  vitesse  divisé  par  le  rayon  de  courbure, 


on  aura 


°= {^  -^»)  ['-^v  •/(^)-  ^]  -v{^)^  i^u-  (^)  î 

équation  qui  coïncide  avec  la  seconde  des  équations  (L)  du  n**  1 
du  livre  VII,  lorsqu'on  néglige  l'inclinaison  de  l'orbite  lunaire. 

3.  Newton  considère  ensuite  le  mouvement  des  nœuds  de 
l'orbe  lunaire,  et  la  variation  de  son  inclinaison  à  l'écliptique. 
Après  avoir  décomposé  l'action  du  soleil  sur  la  lune  en  deux ,  l'une 
dirigée  suivant  le  rayon  de  l'orbe  lunaire,  l'autre  parallèle  au  rayon 
mené  du  soleil  à  la  terre,  il  retranche  de  celle-ci  l'action  du  soleil 
sur  la  terre,  et  il  observe  que  leur  difiFérence  est  la  seule  force 
qui  puisse  altérer  la  position  du  plan  de  l'orbite  lunaire,  comme 
n'étant  pas  dans  ce  plan.  Pour  déterminer  la  variation  des  nœuds 
qui  en  résulte ,  Newton  fait  passer  un  plan  par  l'élément  de  l'arc 
que  la  lune  décrit  dans  un  instant,  et  par  le  rayon  lunaire  de  la 
dernière  extrémité  de  cet  élément.  Ce  plan  sera  celui  de  l'orbite 
pendant  cet  instant  :  dans  l'instant  suivant,  la  différence  des  forces 
dont  nous  venons  de  parler  fera  dévier  la  lune  de  ce  plan.  Si 
par  l'extrémité  du  rayon  lunaire  on  mène  une  petite  droite  pour 
représenter  cette  différence ,  en  la  composant  avec  la  vitesse  de  la 
lune  dans  le  premier  instant ,  on  aura  la  direction  de  cette  vitesse 
dans  le  second  instant,  et,  faisant  passer  un  plan  par  le  rayon 
lunaire  et  par  cette  direction,  on  aura  le  nouveau  plan  de  l'orbite. 
Newton  détermine  ensuite  la  différence  de  position  des  nœuds  de 
ces  deux  plans,  et  il  trouve  que  le  mouvement  horaire  du  nœud 
ascendant  est  égal  à 

—  3m*v,.  sin.(t;  —  N).  sin.(mt>  — N).cos.(y  —  mv) , 
N  étant  la  longitude  du  nœud,  et  v,  étant  le  mouvement  horaire 
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de  la  lune.  En  désignant  donc  par  A,  le  mouvement  horaire  du 
nœud,  oà  a 

Ni=  —  Sm'Vj.  sin.(i;  —  N).  sin.(mt;  — iV).  cos.(t; — mv). 

Dans  l'état  actuel  de  l'analyse,  on  réduit  le  produit  de  ces  sinus  et 
cosinus  en  cosinus  simples,  ce  qui  donne 

3 

iVj  =  — ■Tm*.i;i.[i  +  cos.(2t;— 2mv)  — cos.(2t;— 2iV)— cos.(2mt;— 'iiV)]. 

3 
En  changeant  ensuite  iV,  et  v^  en  dN  et  dv,  et  désignant  —  jm^v 

par  iv,  on  aura  à  très-peu  près,  en  intégrant, 

J\  =  —  7-m*v—  -5-7 r.sm.(2t;  — 2mt;)+  07 m-  sm.(2t;  — 2iV) 

4  8(1— m)  ^  '      8(1  — «)  ^  ^ 

+  ô7 r..sm.(2mt;— 2iV). 

S{m—i)         ^  ^ 

Ce  procédé  n'était  point  au-dessus  de  l'analyse  connue  de 
Newton,  et  s'il  en  eût  fait  usage,  il  aurait  eu  fort  simplement 
l'inégalité  annuelle  du  mouvement  du  nœud,  que  son  petit  divi- 
seur rend  très-sensible,  et  qui,  par  ce  qui  précède,  est 

3  m*        .     /  -jyj. 

■5-; TT. sm.  2 mv  —  2^  . 

8(iw— -ï)         ^  ^ 

En  substituant  pour  N  sa  valeur  précédente  dans  l'expression  de 
dN,  on  aura  le  terme  non  périodique 

3,1        3m» 
T  m*  av. 


en  sorte  que  le  moyen  mouvement  du  nœud  sera 

3     ,   r  3m«    1 

expression  exacte  aux  quantités  près  de  l'ordi^e  m*. 
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Newton,  au  lieu  de  décomposer  Texpression  du  mouvement 
horaire  en  cosinus  simples,  pour  ne  considérer  que  l'inégalité 
indépendante  du  mouvement  de  la  lune,  emploie  un  procédé  qui 
revient  au  même.  Il  observe  que,  dans  le  cours  de  chaque  mois, 
le  mouvement  du  nœud  s'accélère  et  retarde ,  et  que  de  là  résulte 
un  mouvement  horaire  médiocre,  qu'il  trouve  égal  à 


3 
m' Vj .  sin\  (mv  —  N) , 


ce  qui  donne 


3 
iV,  =  —  jm^v.li — cos.(2mt;  —  ^iV)], 

iVi  étant  ici  le  mouvement  horaire  médiocre.  Cette  expression  de 
iVi  revient  à  négliger  dans  la  précédente  les  termes  dont  la  période 
est  d'environ  un  mois.  Newton  né^ige  en  effet  les  inégalités  de  ce 
genre,  parce  qu'elles  disparaissent  de  l'expression  de  la  latitude, 
en  se  combinant  avec  les  inégalités  semblables  dfi  l'inclinaison  de 
l'orbite  lunaire.  En  changeant  iV»  et  v^  en  dN ei  dfv,  on  a 

3 
dN= m*d\j.sm\{mv  —  N). 

Supposons 

mv — N=(p, 
on  aura 

mdv=::d<p-hdN; 
on  aura  donc 

dN= ' — 7-^ — ^-^  = ma0.  sm*.0-f- ^         ^  . 

i+T^'i-sm*  0  2         ^  ^  2      .     .   ,  ^ 

T, f-sm*.0 

3/it 

En  intégrant  cette  valeur  de  dN,  depuis  ^  nul  jusqu'à  ^  égal  à 
la  circonférence  2  tt,  on  aura  le  mouvement  moyen  du  nœud  dans 
l'intervalle  de  deux  retours  consécutifs  du  soleil  au  même  nœud. 
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3.3 
Lmtégraie  de md(p. sin\  <p  est  —  jm.iTç.  Newton  a  déter- 
miné Fintégrale 

jiîi.rf^.sin*.^ 

2 

3m  ^ 

par  la  méthode  des  suites,  qui  donne  pour  cette  intégrale 


2.;n'(i-^).2ir. 


On  a  ainsi,  pour  le  mouvement  moyen  du  nœud  dans  l'intervalle 
de  deux  retours  consécutifs  du  soleil  au  même  nœud, 


3m  /         qm        45m*\ 


JEn  exprimant  cette  quantité  par  —  2 Fit,  il  faut,  suivant  Newton, 
jpour  avoir  le  mouvement  sidéral  du  nœud,  la  multiplier  par 

— — ^^  ce  qui  donne  pour  le  moyen  mouvement  du  nœud 


3     ,    /         3m    ,    Qm'\ 


Newton  ajoute  à  cette  expression  les  termes  de  Tordre  m*,  qui 
^arésultent  de  ce  qu'en  vertu  de  l'argument  de  la  variation,  le  rayon 
""lecteur  de  la  lune  n'est  pas  constant,  et  son  mouvement  n'est  pas 
^^uniforme.  Il  trouve  qu'il  en  résulte  dans  le  mouvement  du  nœud 
Sa  quantité 

«cr  désignant  ce  que  nous  lui  avons  fait  désigner  dans  le  numéro 
^précédent;  ce  qui  donne  le  mouvement  du  nœud,  suivant  Newton , 


3     ,    /         3m  i6m*\ 


57. 
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L'expression  de  ce  mouvement,  donnée  dans  le  n°  13  du  livre  VII, 
et  qui  a  été  vérifiée  par  divers  géomètres,  est  aux  quantités  près 
de  Tordre  m\ 

la  différence  de  ces  deux  expressions  est  très-petite. 

Pour  avoir  l'inégalité  du  mouvement  du  nœud.  Newton  fait 
usage  de  l'expression  précédente  dN,  qui,  en  l'intégrant  et  négli- 
geant les  quantités  de  l'ordre  m\  donne 

^=  — ;4'^9(^-|'^)-'-8'^(^— — j-^^^-^^-^-T^-^'^-^^- 
L'inégalité  dépendante  de  sin.49  ^^t  insensible  :  celle  qui  dépend 
de  sin.2(p  ou  de  sin.(2mt;  —  iN)  a  été  reconnue  par  Tycho.  En 
réduisant  en  nombres  son  coefficient,  on  a  celui  que  Tycho  a 
déduit  de  ses  observations. 

Newton  détermine  ensuite  la  variation  horaire  de  l'inclinaison 
de  l'orbite  lunaire  à  l'écliptique,  et  il  la  trouve  égale  à 

—  3m'y.  t>i.cos.(v  —  iV).sin.(mt;  —  iV).cos.(v  —  mt>). 

y  étant  l'inclinaison  de  l'orbite.  En  changeant  le  mouvement 
horaire  u,  de  la  lune  en  du,  en  réduisant  en  sinus  simples  le 
produit  des  cosinus  et  du  sinus,  et  en  intégrant,  on  a  pour  la 
variation  de  l'inclinaison  cette  expression  fort  approchée 

3  m"y.  COS. (2  w— 2  mt;)         3m*y.  cos.(2u— 2  A^) 

8(i-m)  ^  8(1-1) 

3  m*y.  COS.  (2  mu—  2  N) 

^  8(m-i)  ' 

y  étant  l'inclinaison  moyenne  de  l'orbite.  Newton  ne  considère- 
comme  il  l'a  fait  pour  le  mouvement  du  nœud ,  que  la  partie 
cette  expression  qui  n'est  relative  qu'à  la  distance  du  soleil 
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nœud  :  il  trouve  le  mouvement  horaire  de  Tinclinaison ,  relatif  à 
cette  partie,  égal  à 

3m* 

\j,y.  sin.(mv  —  iV).  cos.  (mv  — N)  ; 

d'où  il  conclut  la  principale  inégalité  de  l'inclinaison. 

Il  observe  que  les  deux  autres  inégalités  dont  la  période  est 
d'un  mois  à  peu  près,  en  se  combinant  avec  les  deux  inégalités 
correspondantes  du  mouvement  du  nœud,  ne  produisent  aucune 
inégalité  sensible  dans  la  latitude.  En  effet,  si  Ton  nomme  SN  et 
Zy  les  variations  du  nœud  et  de  l'inclinaison,  la  variation  de  la 
latitude  sera 

hy.  sin.(v  —N)  —ySN.  cos.(v  — iV). 

En  substituant  pour  Sy  et  hN  leurs  termes  périodiques  trouvés 
ci-dessus,  cette  fonction  devient 


-3m*      . 
sm 


8(m-i)' 


(^-A^)+  ^(^  +  _l_).sin.(v-2mv  +  iV). 

Le  premier  de  ces  termes  se  confond  avec  la  première  équation 
de  latitude;  le  second  forme  la  seconde  équation  de  la  latitude, 
dont  le  coefficient  est  augmenté  d'une  quantité  de  l'ordre  m\  par 
la  considération  des  inégalités  de  l'inclinaison  et  du  mouvement 
du  nœud,  dont  la  période  est  d'un  mois  à  peu  près. 
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CHAPITRE  III. 

t>ES  INEGALITES   LUiNAIRES  À   LONGUES  PERIODES,  DEPENDANTES  DE   LA  FIGURE 

NON  SPHERIQIE  DE  LA  TERRE. 


De  l'inégalité  lunaire  à  longae  période,  dépendante  de  la  différence  des  deux 

hémisphères  terrestres. 

4.  Cette  inégalité  a  pour  argument  la  longitude  du  périgée 
lunaire,  plus  deux  fois  la  longitude  du  nœud  :  sa  période  est 
d'environ  cent  quatre-vingts  ans.  Pour  la  déterminer,  je  vais 
reprendre  la  formule  [T)  du  n*^  46  du  second  livre,  en  lui  don- 
nant cette  forme 

d.8v  = L__ \    '^  J;  (T) 

l'angle  v  étant  rapporté  à  Torbite  lunaire.  Je  supposerai  ici  que  la 
caractéristique  S  se  rapporte  à  la  différence  des  deux  hémisphères 
terrestres. 

On  peut  supposer  dans  cette  formule  r^dv  proportionnel  à  l'élé- 
ment dt  du  temps.  Cette  proportionnalité  a  lieu  dans  la  théorie  de 
la  lune,  en  ayant  même  égard  aux  termes  de  l'ordre  m  dans  les 
expressions  de  r  et  de  rfv,  m  exprimant,  comme  ci-dessus,  le  rap- 
port du  moyen  mouvement  du  soleil  à  celui  de  la  lune.  Ces  termes, 
que  l'intégration  a  réduits  à  l'ordre  m,  ont  des  arguments  qui  ne 
diffèrent  de  v  que  de  quantités  de  l'ordre  m  ;  tel  est  spécialement 
celui  qui  représente  l'évection.  Ils  peuvent  être  considérés  comme 
autant  d'équations  du  centre,  en  sorte  que  si  l'on  désigne  par 
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mk cos.q  le  terme  de  Fexpression  de  r,  le  terme  correspondant  de 
Texpression  de  dv  sera. aux  quantités  près  de  Tordre  m\  égal  à 
—  2 mk.  COS.  (j;  ainsi,  en  négligeant  les  quantités  de  cet  ordre,  k 
disparaît  dans  l'expression  de  r*  dv.  Ces  termes  ne  troublent  donc 
point  sensiblement  la  proportionnalité  des  aires  aux  temps.  En 
prenant  ainsi  pour  unité  de  distance  la  moyenne  distance  de  la 
lune  à  la  terre,  et  pour  mesure  du  temps  t,  le  moyen  mouvement 
de  la  lune,  nous  pourrons  supposer  r*rfv  égal  à  dt.  Par  le  n**  1  du 
Supplément  au  Traité  de  mécanique  céleste,  8R  peut  être  supposé 
nul  relativement  aux  inégalités  à  longue  période;  et  par  rapport 
à  ces  inégalités,  on  peut  évidemment  négliger  le  terme  2É?*(rSr). 
L'équation  (T)  devient  ainsi 

Il  faut  maintenant  déterminer  la  valeur  de  R.  Si  Ton  nomme  V 
la  somme  de  toutes  les  molécules  de  la  terre  divisées  par  leurs 
distances  à  son  centre,  on  aura,  par  le  n*^  14  du  livre  III,  une 
expression  pour  V  de  cette  forme 

I  ^flro). :D   ui.)_^jji.)  D^  m^-hW^\^.  t/w  +  etc. 
r  r*  r^  r* 

Tétant  la  masse  du  sphéroïde  terrestre,  D,  son  rayon  moyen;  et 
W^  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  (x  et  de  tsT,  telle 
que  Ton  ait 


G 


X  fdU^'^W  {ddm\ 

dit  ^      !-/*• 


.         .l.l-l-l.f/C', 


ft  étant  le  sinus  de  la  déclinaison  de  la  lune,  et  ts  étant  la  distance 
angulaire  de  son  méridien  à  un  méridien  déterminé.  En  o 
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géant,  comme  on  peut  le  faire  ici,  les  sinus  et  cosinus  d'angles 
dépendants  de  cette  distance,  on  aura 

Le  terme  divisé  par  r*  dans  l'expression  de  V  dépend  de  la  diflFé- 
rence  des  deux  hémisphères  terrestres.  Il  prend,  parle  n**  46  du 
livre  II,  un  signe  contraire  dans  l'expression  de  /?,  où  il  devient 

En  désignant  par  5  la  tangente  de  la  latitude  de  la  lune,  par^v  sa 
longitude  vraie  rapportée  à  l'écliptique  et  comptée  de  l'équinoxe 
mobile  du  printemps,  et  par  X  l'obliquité  de  l'écliptique,  on  a 

sin.  X .  sîn.  fv+s.  ces.  X 
fl= ^ ; 

ce  qui  produit  dans  la  fonction  (x* — yf*  le  terme 

—  sin'.X.sin.3/w 

C'est  le  seul  terme  de  cette  fonction  auquel  nous  devions  avoir 
égard  ici.  En  faisant  donc 


on  aura  dans  l'expression  de  R  le  terme 

/r.sin.  3/v 

T        • 

On  peut  observer  ici  que  f  est  extrêmement  près  de  l'unité ,  et 
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qu  il  n  en  diffère  qu'à  raison  de  la  précession  des  équinoxes,  dont 
le  mouvement  est  très-lent  par  rapport  à  v. 

Pour  avoir  Texpression  de  /î,  il  faut  y  ajouter  ce  qui  dépend 
de  Faction  du  soleil,  et  Ton  verra  facilement,  en  rapprochant  l'ex- 
pression de  R  du  n*"  46  du  livre  II,  de  l'expression  Q  des  n^*  1  et  3 
du  livre  VII,  que  cette  partie  de  R  est  la  fonction 

7--^[l 35*~r-3  (l  —  5*)  C0S.(2V  —  2mv)]j 

les  angles  v  et  mv  étant  ici  rapportés  à  Técliptique.  En  la  dési- 
gnant par  r*Q',  la  partie  de  R  que  nous  devons  considérer  dans 
la  question  présente  sera 

On  aura  ainsi 

Xa  caractéristique  ne  portant  ici  que  sur  les  termes  multipliés  par 
Ji,  si  Ton  néglige  le  carré  de  k,  on  aura 

î      f^R\         /^  ^nf       Sk.sïn.ifv 

IMais  en  n  ayant  égard  qu'aux  inégalités  à  longues  périodes ,  on 
3)eut,  comme  on  l'a  dit,  supposer  5/î  nul;  ce  qui  donne 


on  a  donc 


\û'^/  (1+5')'.  r' 


TOME   V. 
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la  formule  précédente  (a)  devient  ainsi 

Il  faut  maintenant  déterminer  rhr.  Pour  cela  je  reprends  les  éqpia- 
tions  (L)  du  n**  1  du  livre  VII.  En  adoptant  les  dénominations 
du  même  livre,  la  différence  des  deux  hémisphères  terrestres 
ajoute  à  la  valeur  de  Q  du  numéro  cité,  le  terme 

k.  tt*.sin.3/w 


\/l+5* 

7*  étant  égal  à .  Ne  considérons  ici  que  cette  partie  de  Q; 

on  aura 

/dQ\   dv^  __  ^k.u*cos.3fv    j 

^         ^  (l+5*)* 

On  a,  par  le  n**  4  du  livre  VII, 

«=  h^[{+y)  [\/^-+'S'-i'e.cos.{cv—^)]; 
s  =  y.  sin.(^v  —  6); 

négligeant  donc  les  termes  qui  doivent  rester  insensibles  après  les 
intégrations,  on  aura 

1       sin.  ifv  \ 

r/dQX     dv  2k\^lhL  sia.(3/.-2g.+2g) 

I        9    ey*.sin.{3fv—2gv—cv-\-2  6+'Gr)\ 

En  substituant  pour  u  sa  valeur  approchée, 

Fl^)  [h-t7'  — Ty'-cos.(2.9u— 20)j, 
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le  terme 

de  la  seconde  des  équations  (L)  du  n"  I  donnera  ceux-ci  : 

k  l      f  /.sin.(3/u— a^fv-i-aô) 


h' 


9 


-  ey*.  sin.  (3/v  —  2^1»  —  et»  -4-  2  0  -h  -o) 


2 


On  trouve  de  plus 

du      /dQ\       3ky'     .     ,„.  .. 

Tous  ces  termes  réunis  produisent,  dans  le  second  membre  de  la 
seconde  des  équations  (L)  citées,  le  terme 

9      A6y*.sin.(3/v— 29V— cv+2fl— or) 
2  h*'  3/— 25  — c 

Il  faut  ajouter  à  ce  membre  le  terme  qui  résulte  de  la  variation 
de  «,  relative  à  l'angle  3fu  —  2gv,  dans  le  développement  de  la 
force  perturbatrice.  Représentons  cette  variation  par 

en  sorte  que  la  valeur  précédente  de  u  devienne 

it  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  Tunité.  L*angle 


^A 
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3/t>  —  2gv  étant  très-peu  différent  de  cv,  on  peut  considérer  le 
terme 

Ik.  cos.l  3/v  —  2gv  ^-  2  0  —  - 1 , 

comme  étant  relatif  à  une  seconde  équation  du  centre;  ainsi,  de 
même  que  le  terme  e.cos.[cv — t«y)  a  produit,  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (L')  du  n**  9  du  livre  VII,  le  terme 

—  (1  —  c*).e.cos.(ct>  —  «); 
le  terme 

Ik cos.l dfu  —  2gv  H- 2  0 —  -| 

y  produira  le  terme 

—  (1  —  c*).lk.  cos.l  3fu  —  2gv  +-26 —  -J, 

c  étant  extrêmement  peu  différent  de  c.  Il  lui  serait  même  égal  si 
Ton  faisait  abstraction  de  la  puissance  [e.cos.[cv  —  cû)]\  qui  pro- 
vient du  facteur  —  qui  multiplie  Faction  perturbatrice  du  soleil 

dans  le  mouvement  lunaire;  car,  en  négligeant  le  carré  de  k  et 
ses  puissances  supérieures,  et  ne  considérant  que  les  termes 
multipliés  par 

e.  cos.[cv —  (w) 
et  par 

Ik.  cos.(3/t>  —  2gv-h26 —  -J, 

on  a 

—  3e(n--|-e*).cos.(ct> — tsy) 

—  3lk.cos.hfv  —  2gv-i-2d—'^\  • 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que  Ton  a  à  très-peu  près 

i  —  c'  =  {i—c*){i—\e'). 
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Il  faut  donc  ajouter  au  second  membre  de  l'équation  (L')  du  n*^  9 
du  livre  VII  le  terme 

—  (i  — c*)  (i— le').  /^.sin.(3/t>  — 2jt>-f-2  0). 

Le  terme 


que  donne  par  son  développement  le  second  membre  de  la  seconde 
des  équations  (L)  du  n""  1  du  livre  VII,  produit,  dans  le  second 

membre  de  Téquation  (L')  du  même  livre,  le  terme     .     ,  hs  étant 

la  variation  de  5,  dépendante  de  k.  La  partie  sensible  de  cette 
variation  dépend  de  Tangle 

Zfy — ^t>  —  ct>  -+-  6  -i-^rs; 
parce  que 

3/t> — gv  —  cv 

différant  très-peu  de  gv ,  les  termes  relatifs  à  cet  angle  acquièrent 
un  très-petit  diviseur.  Il  faut,  par  la  même  raison,  avoir  égard  aux 
termes  de  5^,  dépendants  de  l'angle  3fu—gv  +  d.  Ces  termes  pro- 
duisent dans  -TT"  des  termes  dépendants  de  l'angle  3/v  — 2^t>+2  0, 

et  qui  acquièrent  par  l'intégration  de  l'équation  (L')  du  n**  9  du 
livre  VII,  un  très-petit  diviseur. 

Cela  posé,  en  n'ayant  égard  qu'à  la  partie  de  Q  dépendante  de 
k,  on  a 

1      ds  jdQ\         s     /dQ\        (i+5')  /dQ\ 
h'u''dv\dv)        h*u\du)  h'u'     \ds  ) 

= rr7^cos.(3/v — gv — cv-f-O-HtsT) 

—  -^ .  y.  COS.  (3/v  —gv  -i-  6). 
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Il  faut  donc  ajouter  ces  deux  derniers  termes  au  second  membre 
de  la  troisième  des  équations  (L)  du  n**  1  du  livre  VIL  II  faut 
ajouter  encore  à  ce  membre  le  terme  qui  résulte  de  la  variation 
de  s  relative  à  l'angle  3fv — gv  —  cv,  dans  le  développement  de 
la  force  perturbatrice.  Représentons  cette  variation  par 

ik  cos.[3fu  —  gv  —  cv  -f-  0  -f-  tsT). 

'6Jv  —  gv — cv  différant  très-peu  de  gv,  on  peut  considérer 

ik.  sin.|  3/t>  —  gv — cv  -f-Ô-t-tsT —  -], 

comme  appartenant  à  une  seconde  inclinaison  de  Torbite.  Ainsi, 
de  même  que  le  terme  y.sïn.[gv — 6)  a  produit  dans  l'équation 
(L')  du  nM3  du  livre  VII  le  terme 

(^«_i)y.sin.(5fv  — 0), 
le  terme 

ik.sin.l3fv — gv  —  cv-4-0-f-t«y —  -J 
y  produira  le  terme 

[g*  —  i).  ik.sin.lSfv — gv  — cv-4-0-ht«y —  -j, 

g'  étant  extrêmement  peu  différent  de  g.  On  aura  leur  différence 
en  observant  qu  elle  vient  du  terme  multiplié  par  5*  dans  le  déve- 
loppement du  second  membre  de  la  troisième  des  équations  (L) 
du  n°  1  du  livre  VII,  et  spécialement  de  sa  partie 


s     (dQ\       (1+5»)   (dQ\. 
h'u  \da)  h^u'      \ds  )' 


et  il  résulte  de  l'expression  de  Q  du  n**  3  du  livre  VII,  que  cette 
partie  donne  dans  ce  second  membre,  le  terme  — ^m\h\s';  ce 
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qui  produit  dans  le  second  membre  de  Téquation  (L'')  citée,  le 
terme 

on  a  donc,  en  observant  que  h  est  à  très-peu  près  Funité, 

9'^^9'  —  T^"Y'^ 
il  faut  donc  ajouter  à  ce  second  membre  le  terme 

(^f*  —  i-f--|-m*7').i7[COS.(3/v — y^J  —  ct>-+-0H-t!T). 

La  troisième  des  équations  (L)  citées  donne  ainsi,  en  ne  consi- 
dérant que  les  termes  précédents  dépendants  de  ky 

0  =  -jy  -+-5-h(^* — \-\-' \ m'y^).  ik.  cos.[Zf\j  —  ^t> — cv-\-B-+-^) 

—  -jT-y^'  cos.[3fv — gv  —  ct>-+-0-ht!T) 

3 

—  -.y.cos.{3fv—gv-\-d). 

Ayant  représenté  par  ik.cos.[3fv — gv — cv-^-Ô-h^)  le  terme 
de  s  dépendant  de  l'angle  3/t>  —  gv — cv,  Téquation  précédente 
donnera 

Ainsi  la  variation  de  s  relative  à  Tangle  3/t>  —  gv  —  cv  est  à  fort 
peu  près 

3 A    ye.cos.(3/w— jfw— cu+ô+ty) 

y  et  m  sont  des  fractions  du  même  ordre  de  petitesse,  en  sorte  que 
—  ym'y*  est  de  Tordre  m*;  il  semble  donc  qu'on  peut  le  négliger 
par  rapport  à  2(3/ — 2g  —  c);  mais  la  circonstance  pr         "*re 
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qui  rend  i  —  c  presque  double  de  ^  — i  rend  2  (3/ —  2g  —  c)  fort 
petit,  et  tel  que,  pour  l'exactitude  du  calcul,  il  est  nécessaire  de 
conserver  à  son  égard  le  terme  —  -f-m'y*. 

La  partie  de  5  relative  à  l'angle  3fv  — gv  est  à  fort  peu  près 

_^.cos,(3/t>  — ^v-t-0); 

le  terme     .      donne  ainsi  les  suivants 

gkey^.  sin.(3/v—  2  gv—  cu+  2  6  +«) 
4A*.(3/-2(/-c-f  m»/) 

-^-47^-sin.(3/v  — 25fv-i-20). 

La  seconde  des  équations  (L)  citées  deviendra  ainsi,  en  ne  consi- 
dérant que  les  termes  qui  ont  pour  diviseurs  3/ — 2g  —  c,  ou  qui 
peuvent  l'acquérir, 

ddu    ,  Qkey'  /  1  ,  1  \     -     /or 

dv*  qA*     \3y— 25— c       ^    3/— 2j— c— ym'y»/  ^^  ^ 

+  -^-siï^-(3>-2^t>  +  20) 

-(i-c*).(i-|e*).//[.sin.(3/v-25fv  +  20). 

Ayant  représenté  la  partie  de  la  variation  Bu  àe  n,  relative  à 
l'angle  3/^  —  2^v  -t-  2  0,  par 

Ik.  sin. (3/v  —  2gv  -t-  2  0)  ; 

l'équation  précédente  donne 

„_ Sk.y' 

''^^  ^•.[3/-.2(,^c-f  e«(i-.c*)]' 
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on  aura  donc 

m.    3Ay*.sin.(3/u— a^v+afl) 

a*»     (3/— 25— c).(3/— 2jf— c—j/w^y*)         V  o^        j  / 

En  prenant  ensuite  pour  unité  la  moyenne  distance  de  la  lune  à 
la  terre,  on  pourra,  par  le  n**  6  du  livre  VII,  supposer  A=i,  et 
alors  on  a  à  fort  peu  près 


uz=\JT-\^-{-e.  cos.(ct>  — ©), 
on  a  ensuite 

r= . 

u 

Le  terme 

1  2  kdt.sin.ifv 

donne  celui-ci,  en  substituant  pour  dt,  -^, 

gkey^  sin.(3yt>  —  2gv  —  ct>-f-2  0-ht«y). 
On  trouvera  facilement 

—  2Q'à.r5r=^  [i-H3.cos.(2t>— 2mv)]  ^^  — -^j.^. 

En  substituant  pour  Su  et  8s  leurs  valeurs  précédentes,  et  ne  con- 
servant que  les  termes  qui  ont  des  diviseurs  de  Tordre  Zf—ig  —  c, 
on  aura 


3/— 25  — c— |m»y» 


=3fc.-e/.sm.(3/v-2^u-cu+2Ô+'CT).| 3f-2g-c 

r3/-2</-c-ie'(.-c')/ 
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Les  termes  de  l'ordre  m' doublent  à  fort  peu  près,  comme  Ton  sait, 
la  valeur  de  c  relative  aux  quantités  de  Tordre  m\  ce  qui  rend 
très-petit  le  diviseur  3/ — 2g  —  c;  il  est  donc  utile,  dans  la  pré- 
sente recherche,  d'avoir  égard  aux  termes  de  Tordre  m*.  Pour 
cela,  il  faut  considérer  la  fonction 


3m» 


,  X    /$Ss         Su\  dv 

C0S.{2U-Qmv).^— --j.-, 


qui  fait  partie  de  Texpression  de  — ^Qdt.rhr. 
Si  Ton  suppose 

u=n-e.  cos.(ct>  —  tar)  -\-A}^\€.cos.['iyj  —  2m v  —  cv-f-tzr) 

-i-J5/'^7.cos,(2t>  —  1m^J — ^v-hO). 

A}'^  et  J5/"^  ayant  les  significations  que  je  leur  ai  données  dans  le 
livre  VII,  la  fonction  précédente  donnera,  dans  Texpression  de 
d.  Sv,  le  terme 

è.mV^t>.Lsin.(3/v-2^v--cv  +  20-HCT).      ^'^~''^"y;;^^^'^'~''*T 

\     3/-2J-C— ï-m»y»        ) 

Considérons  le  terme ^— 1^ — - ,  de  Texpression  de  rf.  Sv  :  on  a 

rfr=e. rfv.sin.fcv — 'or),      Sr= — \/i-h5\— r  H ; 

le  terme ^^n — "  *  ^^^^^  ^^^^^  ^^  suivant 

3A.  ^.y*    d.cos.(3/v— 2 jfu— cw+264-ty) 
~"8~-      3/-2i/-6'-|e«.(i-c«)      • 

L'expression  de  é?.  5v  se  rapporte  au  plan  de  Torbite  lunaire  :  pour 
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la  rapporter  au  plan  même  de  Fécliptique,  il  faut,  par  le  cha- 
pitre II  du  livre  VII,  lui  ajouter  ce  que  produit  la  fonction 

lorsqu'on  y  substitue  pour  5, 

3A    y^.cos.(3/'v— ûfu— cu+ô+ty) 

y.  sm.  ûfv  —  -7- . 7^-p ^   .     ,    ^  ^ — ^  ; 

'  ^  h^  2(3/— 25— cj— |m*y«        ' 

ce  qui  produit  le  terme 

34 ey*   [1— ^*— 5f.(3/— aj  — c)].sin.(3/w— ajw— cu+2fl-j-tBf) 

£nfin  le  terme 

1  2  A.  df.sin.  3/w 

(i+5»)*.r* 

^e  l'expression  donnée  ci-dessus,  de  à.  Sv,  donne,  en  le  transfor- 
^*^càant  dans  celui-ci, 

13.  Â-rft;.  a*.sin.3/i> 

(1+5»)"^ 

^t  en  y  substituant  pour  u, 

\/l-f-5"-+-^.  cos.(cv  —  ©), 

*^  terme 

—  9^^y*'  sin.  (3/v  —  2gu  —  c  v  -+-  a  fl  -f-  tsr) . 

59. 
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En  réunissant  tous  les  termes  de  l'expression  de  d.  Sv  rapportée 
à  l'écliptique,  et  en  intégrant,  on  a 

3Aey'.cos.(3/u-2ffu-cu+2g-Hir)|  3 3y_2^-c— im'y' '' 

'6f — 2  0  —  C  1 

^f-^9-<^       3/-a</-c-ic'.{i-c' 


+ 


3<rey' 
^8~ 


,  COS.  (3/^  —  2 ^U  —  CU+ 2  ô  4-«) 


3/-2(/-C-icV(l-C') 


Pour  réduire  cette  formule  en  nombres,  on  peut  observer  que  par 
le  n°  14  du  troisième  livre,  le  rayon  d'une  couche  du  sphéroïde 
terrestre  étant  exprimé  par  a.(i-f-ay),  et  j  étant  développé  dans 
une  suite  de  la  forme  j''"'  -f-j''*  H-J*''  +  j'''  -H  etc.  j'"'  étant  assujetti 
à  l'équation 

o  = ,  \"^xi  H-  A — ^  -f- M -f- 1  .y ^ , 

(  a/^  )  1— fx*  ^ 

on  aura,  par  la  formule  (a)  de  ce  même  numéro, 

W^KI>.m^=^a.fp.d.ay^ 

p  étant  la  densité  de  la  couche,  la  différentielle  et  l'intégrale  étant 
relatives  à  la  variable  a,  et  cette  intégrale  étant  prise  depuis  a  =  o 
jusqu'à  a=D.  En  prenant  pour  unité  de  distance,  comme  nous 
le  faisons,  la  distance  moyenne  de  la  lune  à  la  terre,  et  pour  unité 
de  vitesse  la  vitesse  moyenne  de  la  lune,  la  masse  de  la  terre  de- 
vient à  fort  peu  près  l'unité  de  masse  :  or  cette  masse  est  à  fort 

peu  près  -ô-./p. d.  a';  on  aura  donc 
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On  peut  né^iger  ici  les  termes  de  y^^  qui  dépendent  de  tsr,  et  sup- 
poser ainsi 

p  étant  une  fonction  de  a;  alors  on  a 

^   •^-     fp.d.a>     ' 
ce  qui  donne 

k  =  àa.'^^/  j — ^.sin'.X. 
^*       fp.d.a' 

Si  la  terre  est  supposée  homogène,  p  etp  sont  constants,  et  l'on  a 

3k  =  ^.ap.D\  sin'.X. 

Nous  sommes  certains,  par  les  mesures  des  degrés  terrestres 

et  du  pendule,  que  ap  n'est  pas  ^;  3k  est  donc  au-dessous  de 

995.  Z>.  sin'.X.  Quelle  que  soit  la  constitution  du  sphéroïde  terrestre, 

nous  sommes  certains  que  3k  est  au-dessous  de  ^.  D\  sin\  X.  On 

a  à  fort  peu  près 

3-^; =2445; 

on  a  ensuite,  par  le  livre  VII, 

c  =  o,99i548oi, 

m=  0,0748018,  e=^  0,05487293, 

X=  0,0900807,  g=^  1,00402175, 

iw=  0,201816,  5/^^=:  0,0282686. 

De  plus,  l'obliquité  de  l'écliptique  est  à  fort  peu  près  2  3*'2  8'  en 
degrés  sexagésimaux;  en  supposant  donc 

3k=^^.D\ûn\\, 
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et  en  observant  que  par  le  n"*  19  du  livre  VII  on  a 

D  =  o,oi6655ioi, 

on  trouve  que  l'expression  de  âv,  donnée  par  la  formule  (6),  est 
insensible  et  au-dessous  d'un  millième  de  seconde. 

Des  inégalités  lunaires  dépendantes  de  la  partie  elliptique  du  rayon 

ten*eslre. 

5.  J'ai  déterminé  ces  inégalités  dans  le  chapitre  ii  du  livre  VII  : 
je  vais  considérer  ici  quelques  quantités  auxquelles  je  n'avais  point 
eu  égard.  Le  terme  de  l'expression  de  V  donnée  ci-dessus,  qui 
dépend  de  la  partie  elliptique  du  rayon  terrestre,  est 

On  peut  supposer  ici,  dans  ce  terme, 

alors,  en  substituant  pour  (x,  sa  valeur 

sin.X.  8in./u4-  s .  cos.X 

on  aura  dans  V  le  terme 

Ce  même  terme,  pris  avec  un  signe  contraire,  fait  partie  de  l'ex- 
pression de  R;  en  sorte  que  l'on  pourra  supposer  ici 

j. ,xy  rT(,^  D^    sin.X.cos.  >.  5.sin./u  ^ 

(l+5')' 
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ce  qui  donne 

5/dR\        ,^     ^rv  TT(*\  D*    sin. X.cos. X.  5.sin./v 

En  n  ayant  égard  qu'à  l'inégalité  de  8v,  dont  la  période  est  celle 
du  retour  du  nœud  lunaire  au  même  équinoxe,  on  pourra  sup- 
poser iR  nul;  et  alors  on  a 

S,^/ jTTjjj  /)*    sin.  X.cos. X.  5.sin./u  ^ 

on  a  donc 

et  la  formule  (a)  du  numéro  précédent  deviendra 

D* 

rf^rfr^r^        (ao.fTW.  — .sin.X.cos.X.5.sin./«  ) 

(  {.  +  5«)'  ) 

Le  terme 

2o.H^^K—r  .sin.^.cos. X.  s.sin.fv 

î: ^^ .jf 

domie  celui-ci,  en  substituant,  comme  ci-dessus,  —  ou  simple- 
ment rfv  pour  àty  et  faisant  r==i, 

10.  H^^KD".  sin.X.  cos.  X.  ydv.  cos.{gv  —  fv  —  9). 

On  a,  par  ce  qui  précède, 

20'==  — .[l 35*+3(l 5').COS.(2V  —  2mu)], 
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le  terme  —  ^Qrèr.  dl  donnera  ainsi  le  suivant 

[n-3.cos.(2t;  —  im'o)'\.rhr.  (o) 

Il  faut  déterminer  la  partie  de  rSr  qui  dépend  de  cos.(^v — Jyj  — B) 
et  qui  a  pour  diviseur  g  — f.  Voulant  ensuite  avoir  égard  aux 
termes  de  Tordre  m*,  il  faut  déterminer  la  partie  du  rhr  de  Tordre 
m,  qui  dépend  de  cos.(2v— 2mu— ^u+yu  — 0),  et  qui  a  le  diviseur 
^— i;  parce  que  cette  partie,  étant  multipliée  par  cos.[i\)—im\j)y 
produit  un  terme  de  Tordre  m'  dans  la  fonction  (o).  Il  faut  donc 
avoir  égard  aux  mêmes  parties  dans  les  développements  de  shs 
et  Su. 

Développons  d'abord  h  s.  La  partie  de  Q  relative  aux  forces  per- 
turbatrices étant  — R,  elle  est  égale  à 

En  n'ayant  égard  qu'au  second  de  ces  termes,  la  partie  utile  de 

\_   ds^   (dQ\ s_    fdQ\        [i+ss)    (dQ\ 

h'u''dv'\dv)       h'a'\dv)  A«a«    '\ds) 

se  réduit  à  très-peu  près  à 

—  2H^*K  2>.  sin,  X.  cos.  X.  sïn.  fu. 

La  troisième  des  équations  (L)  du  n"*  1  du  livre  VII  donne  ainsi, 
en  désignant  par  ê$  le  terme  de  s  qui  dépend  àefv, 

o  =  —4-^ — h^f*.  Ss — iW^K  Z>.  sin.X.  cos.  X.  sin./v. 

g^  étant,  comme  dans  le  numéro  précédent,  égal  à  ^*-f--|-m'y'; 
on  a  donc 

^  a//^*^/)'.  sin.>.cos.X.sin./u 
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On  a  à  très-peu  près  (j^ — J*  égal  à  ^'^  -j ,  et^f* — i  est  assez  grand 
par  rapport  à  -fm'y',  pour  que  Ton  puisse  négliger  ici  ce  dernier 
terme;  en  sorte  que  l'on  a,  aux  quantités  près  de  l'ordre  m\ 

^         k'.  sin.  fv 
en  faisant 

Pour  avoir  le  terme  de  5,  dépendant  de  sin.(2t;  —  ^mv — f\j)^  on 
observera  que  Ion  peut  considérer  l'expression  précédente  de  3s 
comme  étant  relative  à  une  inclinaison  de  l'orbite  lunaire,  égale 

k' 
à  — — ,  et  dont  (i — J)\j  serait  le  mouvement  du  nœud.  Or  on  a 

vu  dans  le  n"*  7  du  livre  VII  que  l'inclinaison  y  de  l'orbite  lunaire 
produit  dans  s,  en  vertu  de  l'action  du  soleil,  le  terme 

U/'^  } .  sin.(2u  —  2 mu  —  (j\J  -  i-  B)  ; 

l'inclinaison produira  donc  un  terme  semblable,  que  nous 

représenterons  par 

B^'\ .sin. (21*  —  2mu  —  /u); 

et  l'on  voit,  par  le  n"*  7  cité,  que  l'on  peut,  en  négligeant  les  quan- 
tités de  l'ordre  m\  supposer  fi^'^  égal  à  fi/'^.  Ce  résultat,  auquel 
conduit  la  considération  de  la  partie  —  r^Q,  de  l'expression  de  Q, 
nous  dispense  de  considérer  ici  cette  partie;  nous  pouvons  ainsi 
faire 

hs^=  ——  [sin^u  H-  J5i^'^  sin.(2t;  —  2mv  — fu)]. 
Déterminons  maintenant  Su  :  pour  cela,  reprenons  la  seconde 

TOME   V.  60 
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des  équations  (L)  du  n""  i  du  livre  VIL  En  faisant  usage  de  la 
videur  précédente  de  Q,  et  ne  considérant  que  le  dernier  terme 
de  cette  valeur,  l'intégrale 


■/(^)4: 


donnera  le  terme 

2  k\  cos.{gv-'fv—0) 

Ainsi  la  fonction 

du  second  membre  de  la  seconde  des  équations  (L)  citées,  ren- 
ferme le  terme 

2  k\  cos.(5fw— /u—  6) 

Le  développement  de  ce  second  membre  renferme  encore,  comme 
on  Ta  dit  dans  le  numéro  précédent,  le  terme  3sès.  Il  faut  ici 
substituer  pour  s, 

y.  sin.(5ft;  —  0)-+-  J5j<'^  y.  sin.(2  v  —  2mv  —  ^v  -h  0) , 

et  pour  8  s 

k' 
— — -[sin^v-h-Bi^'^sin,(2«  —  amv — /v)], 

«7 

et  alors  ce  terme  donne  les  suivants 

3  k.Bj^'^y   j"     cos.{2v  —  2mv-hgv — fu — 6)1 

"     9—^    *[-t-cos.(av  —  amw — ^v-h/w-i-0)J' 
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La  seconde  des  équations  (L)  citée  donne  donc,  en  né^geaat  lea 
termes  de  Tordre  m\ 

^  y— 1     '    Lh-cos.(2v  —  2mv  —  g^-^-f^-^O)]' 
On  a  à  très-peu  près 

rêr  =  —  8a-hs8s;  \ 

en  substituant  pour  5u  et  ses  leurs  valeurs  précédentes,  on  aura 

rSr  =  o; 

l'expression  précédente  de  d.  êv ,  deviendra  donc 

d.êv=z li^- — ^  -h loky. dv. sin.(gv — fv  —  0). 

Il  est  facile  de  voir  que      '  , — -  est  ici  nul ,  et  qu  ainsi  l'on  a 

d.  Su  =  ioky.dv.sin.[gv — fu — 6). 

Cette  valeur  ded.Sv  se  rapporte  à  l'orbite  même  de  la  lune;  et 
pour  la  rapporter  à  Técliptique,  il  faut,  comme  on  l'a  vu  dans 
'^  numéro  précédent,  lui  ajouter 

^^    Ton  substitue  pour  5, 

y.sin.(^v  —  d)  -t-B/'^y.  sin.(2t;  —  imv — ^v-f-ô) 

H .  sin./v  H 

5-1  ^  9- 


k'        .      .         k'B,^'^     .     f  .V 
.  sin./v  H .sm.(2u  —  im\j — /v); 


60. 
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on  aura 

On  a,  par  le  n*"  14  du  livre  VII,  aux  quantités  près  de  l'ordre  m\ 
on  aura  donc 

d'où  Ton  tire 

d.  (îv  =1=  y. y i'  (i-+-  :|  m),  do.  cos.[gyj  — j\)  —  B). 

En  considérant  m,  e  e\y  comme  des  quantités  du  premier  ordre, 
on  voit  que  ces  expressions  de  hs  et  de  d.  Su  sont  approchées  aux 
quantités  près  de  Tordre  m*.  Si  Ton  rapproche  la  valeur  de  §5  de 
celle  qui  résulte  du  second  chapitre  du  livre  VII,  on  a 

}i=  —  (ap  —  Y  aL<p) .  D\  sin.  X.  cos.  X, 

dp  étant  l'ellipticité  de  la  terre,  et  a^  étant  le  rapport  de  la  force 
centrifuge  à  la  pesanteur  à  Téquateur. 
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CHAPITRE  IV. 

SUR  LA  LOI  I>E  L'ATTRACTION  UNIVERSELLE. 

6.  Nommons  T  et  L  les  masses  de  la  terre  et  de  la  lune,  r  le 
rayon  vecteur  de  la  lune,  v  sa  longitude,  5  la  tangente  de  sa  lati- 
tude; X,  y,  z  ses  trois  coordonnées  rapportées  au  plan  de  l'éclip- 
dque  et  au  centre  de  la  terre  :  désignons  par  m  la  masse  du  soleil, 
par  r  sa  distance  au  centre  de  la  terre,  par  x  et  y  ses  coordonnées 
rapportées  à  ce  point  et  à  l'écliptique,  et  par  v  sa  longitude.  Les 
forces  qui  sollicitent  la  lune  et  qui  résultent  des  attractions  de  la 
terre  et  du  soleil,  décomposées  parallèlement  aux  axes  des  x,  des 
y  et  des  z,  sont,  comme  l'on  sait,  exprimées  par  les  coefficients 
de  dx,  de  dy  et  dedz,  dans  la  différentielle  de  la  fonction 

T  m' 


yx^+y'^+z*        y{x'-xy+{y'—yy+z^ 

mais  la  terre  étant  supposée  immobile,  il  faut  transporter  en  sens 
contraire  à  la  lune  son  action  et  celle  du  soleil  sur  la  terre.  Ces 
actions  décomposées  parallèlement  aux  axes  des  x,  des  y  et  des  z, 
prises  avec  un  signe  contraire,  sont  exprimées  par  les  coefficients 
de  dx,  dy,  dz,  dans  la  différentielle  de  la  fonction 

L  m![xx+yy) 

Ainsi,  en  nommant  F  la  fonction 

7^+  L  m  m  [xx  +  y  y)  ^ 
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les  forces  dont  la  lune  est  animée,  dans  son  mouvement  relatif 
autour  de  la  terre,  sont 


/dV\  (dV\  (dV\ 

\dx)^  \dy)'  Ur 


en  sorte  que  les  trois  équations  différentielles  de  ce  mouvement 
sont 

_ddx       (dV\  _ddy       (dV\  _ddz       (dV\ 

^~    dV        \dx)'     ^~   dp        \dy)'      ^—  dp        \dz)' 

dt  étant  l'élément  du  temps  supposé  constant. 

Si  Ton  suppose  que  le  soleil  attire  différemment  la  lune  et 
la  terre ,  alors  il  faudra  donner  à  m  dans  le  dernier  terme  de  l'ex- 
pression de  V,  une  valeur  différente  de  celle  du  second  terme; 
en  représentant  donc  par  8m  cette  différence,  il  faudra  ajouter  à 
la  fonction  V  le  terme 

Sm'{xx  +  yy) 


Examinons  l'influence  de  ce  terme  sur  le  mouvement  de  la  lune  : 
on  a 

r.cos.f  r.siri.u  rs 

x= ,     y  — 


La  fonction  K  devient  ainsi,  en  la  réduisant  en  série  par  rapport 
aux  puissances  descendantes  de  r, 

~      r  ^"\        ,   rKcps^v^v)        i.r\cos\(u~u^)  ( 

Sm  .  rcos.(t;— t;') 
r''.\/»+*' 
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Le  terme  multiplié  par  cos.(t; — v')  de  cette  série,  produit  dans 
le  mouvement  lunaire  l'inégalité  que  Ton  nomme  inégalité  parai- 
lactique.  11  résulte  des  diverses  théories  de  la  lune,  et  spécialement 
de  celle  que  j'ai  donnée  dans  le  livre  VII,  que  le  coefficient  de 
cette  inégalité  est  à  fort  peu  près  proportionnel  au  coefficient  de 
cos.(t;  —  v)  dans  le  développement  de  V;  en  sorte  que  si  l'on 
nomme  A  le  coefficient  de  cette  inégalité  donné  par  ma  théorie 
de  la  lune,  l'indéterminée  Sm'  en  retranche  une  quantité  qui  est 
à  i4,  à  très-peu  près,  comme 

S  m .  -7.  est  à  ^ —  T  "TTT  ; 

en  né^igeant  donc  le  carré  de  s,  l'indéterminée  Sm'  diminuera  le 
coefficient  A  de  la  quantité 

*    /Il      r* 

En   comparant  le   coefficient  A  à   celui   que  les  observations 

donnent,  on  en  conclut  le  rapport  -n  ou  le  rapport  de  la  parallaxe 

solaire  à  la  parallaxe  lunaire;  ce  qui  donne  la  parallaxe  solaire, 
puisque  la  parallaxe  lunaire  est  bien  connue.  Je  trouve  ainsi,  en 
secondes  sexagésimales.  S'', 585  pour  la  parallaxe  du  soleil,  ce  qui 
ne  diffère  pas  d'un  dixième  de  seconde  de  la  valeur  de  cette  paral- 
laxe déterminée  par  les  passages  de  Vénus  sur  le  soleil  observés 
en  1761  et  1769.  Il  est  donc  bien  certain  que  le  coefficient  A  de 
ma  théorie  de  la  lune  ne  diffère  pas  de  la  vérité  d'un  huitième 
de  seconde,  et  qu'ainsi  la  quantité 


±^  !l  A 
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est  au-dessous  de  -^  ;  ce  qui  donne  — 7-  moindre  que  ^  •  — ,  •  On 

a,  à  très-peu  près,  —  =  -j — ;  donc  on  a 

Sn^  1 

m  3410000' 

Ainsi  Tégalité  d'action  du  soleil  sur  la  terre  et  sur  la  lune  est 
prouvée  par  l'inégalité  parallactique,  d'une  manière  beaucoup  plus 
précise  encore  que  l'égalité  de  l'attraction  terrestre,  sur  les  corps 
placés  au  même  point  de  sa  surface,  ne  l'est  par  les  expériences 
du  pendule. 

Je  vais  maintenant  considérer  l'influence  qu'une  diminution  de 
l'attraction,  par  l'interposition  des  corps,  aurait  sur  les  phénomènes. 

L'attraction  d'une  molécule  se  répand  comme  la  lumière  d'une 
molécule  lumineuse,  de  manière  que  si  l'on  conçoit  une  sphère 
immatérielle  indéfinie  dont  elle  soit  le  centre,  l'attraction  d'un 
instant,  en  parvenant  aux  couches  de  la  sphère,  restera  toujours 
la  même  sur  chaque  couche;  mais  elle  sera,  pour  chacun  des 
points  de  la  couche,  aflaiblie  en  raison  du  carré  du  rayon  de  cette 
couche.  Si  elle  s'éteint,  comme  la  lumière,  par  l'interposition 
d'un  milieu,  sa  quantité  répandue  sur  chaque  couche,  à  mesure 
qu'elle  y  parvient,  diminuera  sans  cesse,  et  sur  un  point  quel- 
conque de  la  couche,  elle  diminuera  dans  un  plus  grand  rapport 
que  le  carré  de  la  distance  à  la  molécule  attirante. 

Pour  avoir  la  loi  de  cette  diminution,  je  nommerai  A  la  quan- 
tité de  l'attraction  de  la  molécule  répandue  sur  la  surface  de  la 
couche,  dont  je  désignerai  le  rayon  par  r.  Sur  la  couche  suivante, 
dont  le  rayon  est  r-f-c/r,  la  quantité  de  cette  attraction  serait 
encore  A,  si  une  partie  ne  s'éteignait  pas  en  passant  d'une  couche 
à  l'autre.  Or  il  est  visible  que  cette  extinction  est  proportionnelle 
à  A;  on  aura  donc 

dA=^'-aAdr; 
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et  étant  une  constante,  si  le  milieu  reste  le  même,  comme  nous 
le  supposerons  ici.  On  a  ainsi,  en  intégrant, 


A  =  H.c-' 


ar 


H  étant  une  constante  arbitraire,  et  c  étant  le  nombre  dont  le 
logarithme  hyperbolique  est  Tunité.  Si  Ton  divise  A  par  la  sur- 
face /iir.r^  de  la  couche,  ir  étant  le  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre,  on  aura  l'attraction  de  la  molécule  sur  un  point 
placé  à  la  distance  r.  En  exprimant  donc  par  dm  la  majsse  de  la 
molécule,  on  pourra  représenter  par 

r» 

son  action  sur  un  point  placé  à  la  distance  r. 

Je  supposerai  ar  assez  petit  pour  que  Ton  ait  à  très-peu  près 

€"''^  =  1  —  ar, 

et  alors  Fattraction  précédente  devient 

dm    f  V 

Je  vais  maintenant  déterminer,  d'après  cette  loi,  l'attraction 
d'une  sphère  homogène  dont  le  rayon  est  R  sur  un  point  P  exté- 
rieur, dont  r  est  la  distance  au  centre  de  la  sphère;  et  je  suppo- 
serai r  très-grand  par  rapport  à  R. 

Soit /la  distance  à  P  d'une  molécule  dm  de  la  sphère;  soit  q 
la  partie  de/  interceptée  entre  cette  molécule  et  la  surface  de  la 
sphère.  Il  est  facile  de  voir  que  l'attraction  de  la  molécule  dm  sur 
P  sera 

-^.(1—09). 

TOME   V.  01 
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Celte  attraotioû,  décomposée  parallèlement  à  r,  sera 

(/m. COS.  F    /  X 

J -(1  —  09)' 

V  étant  l'angle  que  /  forme  avec  r,  et  qui  est  supposé  très-petit, 

La  somme  de  toutes  les  quantités  — ■''^■■■'■■-  e&prime  l'attraction 

de  la  sphère  entière  sur  le  point  P,  lorsque  a  est  nul;  et  cette 
attraction  est,  comme  Ton  sait,  égale  à  la  masse  de  la  sphère, 
divisée  par  r";  elle  est  donc 

r«     ' 

TT  étant  la  circonférence  dont  le  diamètre  est  l'unité. 

Pour  avoir  la  somme  de  toutes  les  quantités  —  — — ^^ — '— , 

nous  observerons  que  a  étant  très-petit,  ainsi  que  V,  et/  diffé- 
rant extrêmement  peu  de  r,  on  peut  supposer  ici  cos.K==i,  et 
f=  r;  ce  qui  réduit  la  quantité  précédente  à  celle-ci  : 

aq.dm 

La  ligne  q  peut  être  supposée  parallèle  à  r;  en  nommant  donc  u 
k  distance  mutuelle  de  ces  deux  lignes,  et  tir  Tangue  formé  par 
un  plan  fixe  passant  par  r,  et  par  un  autre  plan  passant  par  r  et 
par  q,  on  aura 

dm  =  udu.  d^ts.  dq  ; 
ce  qui  donne 


—.fqdm=z -.fada.  dts.  qdq. 


Les  intégrales  doivent  être  prises  depuis  t2r  =  o  jusqu'à  ©=271, 
depuis  9  =  0  jusqu'à  q  =  2Q,  2Q  étant  la  partie  de  la  droite/ 
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comprise  dans  la  sphère;  enfin  depuis  tt  =  o  jusqu'à  a=R.  H 
est  visible  que  Q  =  R*  —  »'.;  on  aura  ainsi 


i'attraction  de  la  sphère  sur  le  point  P  sera  donc 

La  réaction  étant  toujours  égale  à  Faction ,  il  est  facile  de  voir  que 
l'action  de  P  sur  le  centre  de  la  sphère  sera 

P  étant  la  masse  du  poipt. 

Imaginons  maintenant  que  ce  point  soit  le  soleil,  et  que  la 
sphère  dont  nous  venons  de  parler  soit  la  terre;  concevons  ensuite 
que  la  lune  soit  une  sphère  homogène  dont  il'  soit  le  rayon; 


P 

r 


v(- !•'«') 


sera  l'attraction  du  soleil  sur  le  centre  de  la  lune  à  la  distance  r 
du  soleil;  a  étant  pour  la  lune  ce  qu  est  a  pour  la  terre.  La  diffé- 
rence des  actions  du  soleil  sur  la  lune  et  sur  la  terre  ^sera  donc 

|^(«iî-a'il'). 

En  faisant  a  =  a,  cette  différence  devient 

On  ne  peut  pas,  par  ce  qui  précède,  supposer  a  (il  —  R)  plus 
grand  oue ;  aR  est  donc  une  fraction  moindre  que 

^  ^  lOOOOOO  * 

61. 
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'■ ;  c  est-à-dire  que  la  force  attractive  de  la  molécule  placée 

lOOOOOO  ^  ^ 

au  centre  de  la  terre,  sur  un  point  de  sa  surface,  n  est  pas  dimi- 
nuée d*un  millionième  par  Tinterposition  des  couches  terrestres. 
L'attraction  d'une  molécule  dm  d'une  sphère  homogène  dont  le 
rayon  est  R,  sur  un  point  de  sa  surface  dont  elle  est  distante  def, 
est,  par  ce  qui  précède, 

dm  f  ... 

Tattraction  de  la  sphère  entière  sur  ce  point  est  donc  la  même 
que  si  la  loi  de  l'attraction  était  -^ç  —  -7.  Par  le  livre  XII ,  on  a , 
pour  cette  attraction. 


l-«('-H- 


L*attraction  de  la  terre  que  nous  supposerons  être  la  sphère  dont 
il  s'agit,  sur  ce  point  placé  à  la*  distance  r  du  centre  de  la  lune, 
sera,  par  ce  qui  précède, 


k       R'(        3    ^\ 


mais,  relativement  au  centre  de  la  lune  dont  le  rayon  est  supposé 
Ky  l'attraction  de  la  terre  sera,  par  ce  qui  précède, 

elle  est  donc  diminuée,  par  l'interposition  des  couches  lunaires, 

3 
de  sa  valeur,  multipliée  par  la  fraction  jOcR'.  Si  cette  fraction 

n'était  pas  extrêmement  petite,  elle  deviendrait  sensible  dans  la 
parallaxe  lunaire. 
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CHAPITRE  V. 


DU  MOUVEMENT  DES  SATELLITES  DE  JtPITER. 


Notice  historique  des  travaux  des  astronomes  et  des  géomètres 

sur  cet  objet. 

7.  Galilée  découvrit,  le  7  janvier  1610,  les  quatre  satellites  de 
Jupiter.  Il  détermina  ensuite,  au  moyen  de  leurs  configurations, 
leurs  distances  au  centre  de  Jupiter  et  les  durées  de  leurs  révolu- 
tions; ce  que  firent  également  plusieurs  astronomes  ses  contempo- 
rains. Ces  éléments,  quoique  déterminés  par  ce  moyen  imparfait, 
sufiirent  pour  faire  reconnaître  à  Kepler  que  le  beau  rapport  qu'il 
avait  trouvé  entre  les  carrés  des  temps  des  révolutions  des  pla- 
nètes, et  les  cubes  de  leurs  distances  moyennes  au  centre  de  leurs 
mouvements,  existe  dans  le  système  des  satellites  de  Jupiter. 
Mais  ce  fut  par  les  observations  de  leurs  éclipses  que  l'on  décou- 
vrit les  inégalités  de  leurs  mouvements. 

Le  premier  résultat  qu'on  ait  obtenu  par  ce  moyen  est  la  pro- 
pagation de  la  lumière.  Roëmer  observa  que  les  éclipses  du  pre- 
mier satellite  avancent  vers  les  oppositions  de  Jupiter,  et  retardent 
vers  ses  conjonctions.  Il  expliqua,  en  1675,  cette  différence  par 
la  diflFérence  des  temps  que  la  lumière  du  satellite  emploie  à  par- 
venir à  l'observateur,  dans  les  diverses  distances  de  Jupiter  à  la 
terre.  Cette  explication  de  Roëmer  éprouva  quelques  objections 
fondées  sur  ce  qu  elle  ne  paraissait  pas  indiquée  par  les  éclipses 
des  autres  satellites,  où  il  était  difficile  de  la  reconnaître  parmi 
leurs  nombreuses  inégalités,  qui  n'étaient  pas  encore  connues; 
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mais  ensuite  elle  fut  généralement  admise,  et  Bradley  fonda  sur 
elle  sa  théorie  de  l'aberration  des  astres. 

Bradley  indiqua,  le  premier,  la  principale  inégalité  du  retour 
des  éclipses  du  premier  satellite,  dont  la  période  est  de  43 7  jours. 
Il  reconnut  qu  il  existe  dans  les  retours  des  éclipses  du  second 
satellite  une  inégalité  dont  la  période  est  la  même. 

Wargentin,  dans  les  Mémoires  d'Upsal  pour  Tannée  17 43,  a 
développé  ces  inégalités,  et  il  en  a  reconnu  une  pareille  dans  le 
mouvement  du  troisième  satellite.  Il  avait  encore  remarqué  dans 
le  mouvement  de  ce  dernier  astre  deux  équations  du  centre,  mais 
ensuite  il  les  a  réduites  à  une  seule  équation  d'une  excentricité 
variable.  Enfin  Bradley  reconnut,  en  1717,  rdliptidtéde  Vorbe 
du  quatrième  satellite.  TdUes  sont  les  inégalités  des  satellites  que 
les  astronomes  ont  déterminées  par  les  observations,  ayant  q[iie 
le  principe  de  la  pesanteur  universelle  eût  été  appliqué  à  leurs 
mouvements. 

Le  retour  des  éclipses  et  leurs  durées  dépendant  surtout  de  ia 
position  des  orbites  des  satellites  sur  celle  de  Jupitw,  les  astro- 
nomes se  sont  spécialement  occupés  de  l'inclinaison  de  ces  op- 
bites  et  du  mouvement  de  leurs  nœuds;  mais  les  variations  '  de 
ces  éléments  sont  si  compliquées,  qu'ils  n'ont  donné  que  des 
moyens  empiriques  et  très -imparfaits  pour  les  représenter.  Ils 
ont  trouvé  que  l'on  pouvait  supposer  fixes,  à  très-peu  près,  l'in- 
clinabou;  et  le  nœud  de  l'orbite  du  premier  satdlite.  L'indinaison 
de  l'orbite  du  second  satellite  leur  a  paru  variable  dans  une  pé- 
riode de  3o  ans  environ;  le  nœud  leur  a  paru  fexe,  ou  n'avoir 
qu'un  très-petit  mouvement.  Ils  ont  supposé  l'indinatson  de  Tor- 
bite  du  troisième  satellite  variable  dans  une  période  d'environ 
1 32  ans,  et  le  nœud  fixe.  Enfin,  ils  ont  supposé  fixe  Tinclinaison 
de  l'orbite  du  quatrième  satellite,  et  le  mouvement  du  nœud 
direct,  d'environ  quatre  minutes  sexagésimale  par  année.  L'in- 
certitude dettes  suppositions,  que  les  observations  ultérieures  ont 
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obligé  de  modifier,  faisait  sentir  la  nécessité  d*éclairer  tous,  ces 
phénomènes  par  l'application  du  principe  de  la  pesanteur  univers 
sdle,  qui  devait  jen  recevoir  une  grande  confirmation.  Déjà  Bradley 
et. Wargentini  avaient  attribué  l'inégalité  de  43  yj"^  aux  attractions 
mutudies  des  trois  premiers  satellites;  mais  ce  n  était  de  leur  part 
quun  simple  aperçu  dénué  de  tout  calcul.  Dans  la  proposition 
66  du  premier  livre  des  Principes,  Newton  s'est  occupé  des  p«^ 
turbations  du  mouvement  de  plusieurs'  petits  corps  qui  circulent 
autour  d'un  grand  corps.  Il  trouve  que  le  corps  le  plus  intérieur 
se. meut  plus  vite,  dans  sa  conjonction:  et  dana  son  opposition  au 
corps  extérieur,  que  dans  les  quadratures.  Il  a  de  plu&  étendu  aux 
satellites,  dans  le  troisième  livre,  quelques-uns  des  résultats  de 
sa  théorie  lunaire.  Mais  ce  ne  fut  qu'en  1766  que  l'on  appliqua 
l'analyse  au  mouvement  des  satellites  de  Jupiter^  l'Académie  des 
sciences  ayant  proposé  la  théorie  de  ces  mouvements  pour  le  sujet 
du  prix  de  mathématiques  de  cette  année. 

Lagrange,  auteur  de  la  pièce  couronnée,  y  donne  les  équations 
diflPérentielles  du  mouvement  de  ces  astres,  en  ayant  égard  à  leur 
action  mutuelle,  à  l'attraction  du  soleU  et:  à  l'ellipticité  du  sphé- 
roïde de  Jupiter.  Il  les  intègre  d'abord,  en  négligeant  les  excen- 
tricités et  les  inclinaisons  des  orbites,  et  il  parvient  aux  inégalités 
dépendantes  de  Télongation  mutuelle  des  satellites,  et  d'où  résul- 
tent, dans  le  retour  des  éclipses  des  trois  premiers,  les  inégalités 
dont  la  période  est  de  437J''"",  et  que  Bradley  et  Wargentin  avaient 
découvertes.  Lagrange  considère  ensuite  les  inégalités  dépendantes 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites.  Ici  se  présentait 
à  l'analyste  une  grande  difficulté  dont  le  dénoûment  donne  l'ex- 
plication des  phénomènes  singuliers  observés  par  les  astronomes, 
sans  qu'ils  en  aient  pu  reconnaître  les  lois.  Cette  difficulté  s'était 
déjà  présentée  à  Euler  et  à  Lagrange  dans  la  théorie  de  Jupiter 
et  de  Saturne.  J'ai  développé,  dans  le  premier  chapitre  du  livre 
précédent,  la  manière  dont  ces  deux  grands  géomètres  l'avaient 


488  MÉGANIQUE  CÉLESTE. 

résolue.  La  méthode  dont  Lagrange  a  fait  usage  pour  cet  objet, 
dans  sa  théorie  des  satellites  de  Jupiter,  est  celle  qu*il  avait  em- 
ployée dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne.  Elle  consiste 
à  regarder  comme  autant  de  variables  les  termes  des  équations 
différentielles,  qui  par  fintégration  acquièrent  des  diviseurs  de 
Tordre  des  forces  perturbatrices  ;  et  à  former  entre  les  termes  cor- 
respondants du  rayon  vecteur,  de  la  longitude,  et  ces  nouvelles 
variables,  autant  d'équations  différentielles  linéaires  à  coefficients 
constants.  En  les  intégrant,  Lagrange  obtient  pour  chaque  satel- 
lite quatre  équations  du  centre.  En  appliquant  la  même  analyse 
aux  équations  différentielles  de  la  latitude,  il  obtient  pour  chaque 
satellite  quatre  équations  principales  de  la  latitude;  et,  pour  les 
représenter,  il  imagine  quatre  plans,  dont  le  premier  se  meut  sur 
l'orbite  de  Jupiter;  le  second  se  meut  sur  le  premier,  le  troisième 
sur  le  second;  enfin  le  quatrième,  qui  est  celui  de  forbite  du  sa- 
tellite, se  meut  sur  le  troisième.  Mais  ce  grand  géomètre,  ayant 
supposé  que  l'équateur  de  Jupiter  est  dans  le  plan  de  l'orbite  de 
Jupiter,  a  fait  disparaître,  par  cette  supposition,  les  termes  dus 
à  Tinclinaison  de  cet  équateur  sur  l'orbite  de  la  planète,  et  dont 
dépendent  principalement  les  singuliers  phénomènes  aperçus  par 
les  astronomes  dans  le  mouvement  des  orbites  des  satellites. 

Lorsque  Lagrange  s'occupait  de  ces  recherches,  Bailly  appli- 
quait au  mouvement  des  satellites  de  Jupiter  les  formules  que 
Clairaut  avait  données  dans  sa  Théorie  de  la  lune.  Il  reconnut  les 
inégalités  dont  la  période  était  de  437^''"";  mais  cette  théorie  ne 
pouvait  pas  lui  donner  les  quatre  équations  du  centre,  que  La- 
grange avait  obtenues  par  son  analyse. 

Mes  premières  recherches  sur  les  satellites  de  Jupiter  ont  eu 
pour  objet  les  rapports  que  présentent  les  trois  premiers  satellites 
de  Jupiter,  et  qui  consistent  en  ce  que,  i""  le  moyen  mouvement 
du  premier  satellite,  plus  deux  fois  celui  du  troisième,  est  égal  à 
trois  fois  celui  du  second;  2""  la  longitude  moyenne  du  premier 
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satellite,  plus  deux  fois  celle  du  troisième,  est  égale  à  trois  fois  la 
longitude  du  second,  plus  la  deiuindrconference.  L'approiinia- 
tion  avec  laquelle  les  mouvemeuts  ol>ser\  es  de  ces  astres  satisfont 
à  ces  lois,  depuis  leur  découverte,  en  indiquait  Texistence  avec 
une  vraisemblance  extrême.  Xen  cherchai  donc  la  cause  dans 
Faction  mutuelle  des  trois  satellites.  L^examen  approfondi  de  cette 
action  me  fit  voir  qu  il  a  suffi  qu'à  forigine  les  rapports  des 
moyens  mouvements  séculaires  aient  approché  de  la  première  de 
ces  lois  dans  de  certaines  limites,  pour  que  cette  action  ait  étabii 
ces  deux  lois  et  les  maintienne  en  vigueur.  Si,  par  exemple,  à  un 
instant  quelconque,  que  Ton  peut  toujours  prendre  pour  forigine 
des  mouvements,  langle  formé  par  le  moyen  mouvement  sécu- 
laire du  premier  satellite,  moins  trois  fois  celui  du  second,  plus 
deux  fois  celui  du  troisième,  a  été  comprb  entre  les  limites,  plus 
ou  moins  vingt  circonférences,  Faction  mutuelle  des  trois  satel- 
lites a  fini  par  rendre  cet  angle  nul.  Or  on  voit  dans  le  n""  29  du 
livre  VIII  que  Delambre  a  trouvé,  par  un  très- grand  nombre 
d'éclipsés  observées,  qu'en  1700  ce  même  angle  na  pas  excédé 
deux  secondes  sexagésimales;  la  première  des  deux  lois  précé-* 
dentés  est  donc  rigoureuse.  Il  en  résulte,  suivant  la  tliéorie)  que 
Fangle  formé  parla  longitude  moyenne  du  premier  satellite,  moins 
trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  fois  celle  du  troisième )  est 
ou  nul  ou  égal  à  la  demi-circonférence;  et  Fon  conclut  des  dis- 
tances moyennes  de  ces  trois  corps  au  centre  de  Jupiter,  que  le 
second  cas  est  celui  qui  a  lieu  dans  la  nature.  Cest,  en  effet,  ce 
que  Fobservation  confirme;  car  on  voit,  par  le  numéro  cité  du 
livre  VIII,  que  Delambre  a  trouvé  qu'en  1760  cet  angle  était  au- 
dessous  de  soixante-quatre  secondes  sexagésimales.  Ce  savant  as- 
tronome a  donc  assujetti  ses  tables  aux  deux  lois  précédentes, 
qui  ne  sont  altérées  ni  par  les  équations  séculaires  des  satellites, 
ni  par  la  résistance  des  milieux  éthérés.  Ces  équations  séculaires 
se  modifient  par  Faction  mutuelle  de  ces  astres,  de  manière  que 
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Téquation  séculaire  du  premier  satellite,  plus  deux  fois  c^elle  du 
troisième,  est  égale  à  trois  fois  celle  du  secoxid.En  vertu  de  ces 
lois,  les  inégalités  du  retour  ;  des  éclipses,  dont  la  période  est  ,de 
43  yj**^,  seront  toujours  les  mêmes. 

Ces  lois  déterminent  deux  des  dix-huit  constantes  arbitraires 
que  renferme*  nécessairement  la  théorie  du  mouvement  des  trois 
premiers  satellites;  il  faut  donc  quelles  soient  remplacées  par 
deux  autres  arbitraires.  Elles  le  sont,  en  effet,  par  une  oscillation 
de  Tangle  formé  par. la  longitude  du  premier  satellite,  moins  trois 
fois  celle  dujsecond,  plus  deux  fois  celle  du  troisième;. angle  que 
je  nomme,  par  cette  raison,  libration  des  trois  premiers  satellites. 
Cette  oscillation  est  analogue  à  celle  d*un  pendule  qui  ferait  une 
oscillation  en  ii3&i°"".  L'étendue  .de  l'oscillation  et  l'instant  où 
elle  commence  sont  les  deux  arbitraires  qui  remplacent  celles  que 
les  lois  précédentes  font  disparaître.  Mais  Delambre  aa  pu  recour 
naître  par  les  observations  l'existence  de  cette  oscillation;  ce  qui 
prouve  qu'elle  est  insensible.  Il  est  vraisemblable  qu'à  l'origine, 
des  causes  particulières  l'ont  anéantie,  ainsi  que  la  libration. du 
grand  axe  (du  sphéroïde  lunaire,  qui  remplace  les  deux  arbitraires 
que  l'égalité  des  mouvements  moyens  de  rotation  et  de  révolution 
de  la  lune  fait  disparaître. 

Les  recherches  précédentes  ont  paru  dans  le  volume  des  Mé- 
moires de  l'Académie  des  sciences  de  l'année  1784»  et  qui  a  été 
publié  en  1787;  elles  mont  fait  )reprendre  toute  la  théorie  des 
satellites  de  Jupiter,  que  les  travaux  des  astronomes  et  des  géo- 
mètres laissaient,  comme  on  l'a  vu,  très-imparfaite.  II.  était  néces- 
saire, pour  en  tirer  des  tables  exactes  de  leurs  mouvements,  d'y 
faire  entrer  un  grand  nombre  de  considérations  nouvelles,  soit 
pour  démêler  toutes  les  inégalités  qui  deviennent  sensibles  par 
les  intégrations,  soit  pour  reconnaître  l'influence  réciproque  de 
ces  diverses  inégalités.  C'est  ainsi  qu'en  appliquant  à  ces  astres 
les  formules  très-simples  des  variations  séculaires  des  éléments 
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elliptiques,  que  j avais  trom-ées  auparavant,  j'ai  inconnu  Vin- 
fluence  qu'avaient  sur  ces  variations  les  grandes  inégalités  dont 
la  période  dans  le  retour  des  éclipses  est  de  437^'^'*.  J'ai  reconnu 
pareillement  Tinfluence  de  la  libration  des  tix>is  premiers  satel- 
lites sur  leurs  inégalités  à  longues  périodes  ^  telles  que  l'inégal îté 
dépendante  de  l'équation  du  centre  de  Jupiter. 

Un  des  éléments  les  plus  importants  de  la  théorie  des  éclipses 
des  satellites  est  la  position  de  leurs  orbites  sur  celle  de  Jupiter. 
Il  est  indispensable,  pour  la  déterminer,  d'avoir  égard  à  l'in- 
clinaison de  l'équateur  de  cette  planète,  inclinaison 'dont  les 
phénomènes  singuliers  observés  par  les  astronomes  dépendent 
principalement  L'analyse  m'a  conduit  à  ce  résultat  remarquable: 
pour  avoir  la  position  de  l'orbite  d'un  satellite  sur  celle  de  Jupi- 
ter, on  doit  imaginer  cinq  plans  dont  le  premier,  fixe  à'  très-peu 
près,  passe  entre  Téquateur  et  l'orbe  de  Jupiter,  par  leur  inter- 
section, et  en  conservant  sur  eux  une  inclinaison  à  très-peu  près 
constante;  le  second  plan  se  meut  uniformément  sur  le  premier, 
auquel  il  est  toujours  incliné  d'une  quantité  constante;  le  troi- 
sième plan  se  meut  de  la  même  manière  sur  le  second;  le  qua- 
trième plan  se  meut  semblablement  sur  le  troisième;  enfin  le 
cinquième'  plan,  qui  est  celui  de  l'orbite  même  du  satellite,  se 
meut  de  la  même  manière  sur  le  quatrième.  Ces^plans  fixes  ne 
sont  pas  les  mêmes  pour  les  quatre  satellites  :  celui  de  chaque 
satellite  est  d'autant  moins  incliné  à  l'équateur,  que  le  satellite  est 
plus  près  de  la  planète.  La  même  chose  a  lieu  pour  la  lune  :  son  iné- 
galité en  latitude  dépendante  de  l'aplatissement  de  la  terre  vient  de 
ce  que  le  plan  de  son  orbite,  au  lieu  de  se  mouvoir  uniformément 
sur  l'écliptique,  se  meut  uniformément  sur  un  plan  incliné  d'envi- 
ron huit  secondes  sexagésimales  sur  l'écliptique,  et  qui  passe  cons- 
tamment par  les  équinoxes,  entre  l'écliptique  et  l'équateur.  C'est 
encore  ainsi  que  l'anneau  de  Saturne  et  ses  premiers  satellites  sont 

retenus  à  fort  peu  près  dans  le  plan  de  l'équateur  de  cette  planète. 

os. 
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L'axe  du  cône  d'ombre  dans  lequel  les  satellites  de  Jupiter  sont 
plongés  pendant  leurs  éclipses,  étant  le  prolongement  du  rayon 
vecteur  de  cette  planète,  il  est  visible  que  pour  calculer  ces  éclipses 
il  faut  connaître  la  position  de  ce  rayon,  et  par  conséquent  le 
mouvement  de  Jupiter.  Delambre  a  construit  d'après  ma  théorie 
de  Jupiter  et  de  Saturne  des  tables  de  ce  mouvement,  que  M.  Bou- 
vard a  encore  perfectionnées. 

Après  avoir  formé  les  expressions  analytiques  des  mouvements 
des  satellites  de  Jupiter,  il  restait  à  déterminer,  par  les  observa- 
tions, trente  et  une  inconnues,  savoir,  les  vingt-quati^  constantes 
arbitraires  introduites  par  les  intégrations,  les  masses  de  ces 
astres,  l'aplatissement  de  Jupiter,  l'inclinaison  de  l'équateur  de 
Jupiter  à  l'orbite  de  cette  planète,  et  la  position  des  nœuds  de 
cet  équateur.  Ce  travail  immense  a  été  exécuté  par  Delambre , 
qui  a  discuté  pour  cet  objet  toutes  les  observations  d'éclipsés  des 
satellites  de  Jupiter,  et  dont  le  nombre  était  d'environ  six  mille. 
Il  a  construit  de  nouvelles  tables  de  ces  astres,  dont  tout  empi- 
risme est  banni  :  leur  exactitude  les  a  fait  généralement  adopter, 
et  elles  sont  un  des  principaux  titres  de  ce  savant  illustre  à  la 
reconnaissance  des  astronomes. 

Depuis  la  publication,  de  ces  tables,  j'ai  cherché  l'influence  que 
les  grandes  inégalités  de  Jupiter  ont  sur  le  mouvement  de  ses 
satellites.  Je  vais  présenter  ici  l'analyse  que  j'ai  employée,  et  les 
résultats  que  j'ai  obtenus. 
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CHAPITRE  VI. 


DE  L'INFLUENCE  DES  GRANDES  INÉGALITÉS  DE  JUPITER  SUR  LES  MOUVEMENTS 

DES  SATELLITES. 


8,  Pour  déterminer  cette  influence,  je  reprends  l'expression 
des  perturbations  en  longitude,  donnée  par  la  formule  (2)  du 
n*"  2  du  livre  VIII.  Il  est  facile  de  voir  que  dans  cette  expression 
le  terme 


v-fM^) 


est  le  seul  qui  puisse  donner  une  inégalité  sensible,  dépendante 
de  la  grande  inégalité  de  Jupiter.  Dans  ce  terme,  a  est  la  distance 
moyenne  du  satellite  à  Jupiter,  nt  est  son  moyen  mouvement;  r 
est  son  rayon  vecteur,  et  (x  est  la  masse  de  Jupiter.  Par  le  n**  1 

du  même  livre,  l'expression  de  R  contient  le  terme  —r-rr, ,  S  étant 

la  masse  du  soleil,  et  r""  étant  le  rayon  vecteur  de  Jupiter  :  c'est 
le  seul  terme  à  considérer  ici  ;  on  a  donc 

La  partie  de  la  variation  de  r\  dépendante  de  la  grande  inégalité 
de  Jupiter,  est  par  le  n""  23  du  livre  X, 

—  0,002008.  cos.(7i"'f  H-  e"^ — x^ 

—  0,000204- cos.(  X  H-48%2  7); 

n'f-+-e"'  est  la  longitude  moyenne  de  Jupiter,  et  l'on  a 
x  =  bnt-^Se''  —  2  n"'t  —  2e  —  6i%77: 
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nt-t-&  est  la  longitude  moyenne  de  Saturne,  et  les  degrés  sont 
centésimaux.  Nous  pouvons  donc  ici  réduire  l'expression  du 
rayon  vecteur  de  Jupiter  du  n""  23  du  livre  cité,  à  la  suivante, 

r"  TT^  5,208735  —  0,249994. cos.(ii"^t H- e"^  —  tar") 

—  o,oo2  0o8.cos.{/i'''f-4-e"^ — x) 

—  0,000264.  cos.(  rc  -4-48%27). 
Or  on  a 

5 

le  terme .  (  — j^,  donne  donc  le  suivant 


a    rndt.r* 


I  0,000264  •       /  #On  \ 


n.{5n''—in"')]       2.0,249994.0,002008     .     ,  ,rx  (  ' 

\  (5,2o8735)*  ^  ^  / 

ce  qui  donne,  relativement  au  quatrième  satellite,  l'inégalité 
—  44\334.sin.(a:-f-2  4%4i). 

Les  trois  premiers  satellites  sont  assujettis  à  des  inégalités  sem- 
blables; mais  leur  période  étant  fort  longue,  leurs  coefficients 
sont  n>odifiés  par  l'action  mutuelle  de  ces  corps,  et  ils  deviennent, 
relativement  au  premier,  au  second,  et  au  troisième 

—  o\994,       -i2\847,       — 18\774. 
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CHAPITRE  VIT. 


DES  SATELLITES  DE  SATURNE  ET  D'URANUS. 


9.  Huygens  découvrit,  en  i655,  le  sixième  des  satellites  de 
Saturne.  Quelques  années  après,  Dominique  Cassini  découvrit 
successivement  le  troisième,  le  quatrième,  le  cinquième,  et  le  sep- 
tième. Enfin  Herschel  découvrit,  en  1 789,  le  premier  et  le  second. 
On  a  déterminé  les  moyens  mouvements  de  ces  astres  et  leurs 
distances  moyennes  au  centre  de  Saturne,  et  Ton  a  reconnu  entre 
les  cubes  de  ces  distances  et  les  carrés  des  temps  des  révolutions, 
le  beau  rapport  que  Kepler  avait  trouvé  entre  les  mêmes  quantités 
relatives  aux  planètes.  Mais  comme  on  n  a  pas,  à  Tégard  de  ces 
astres,  le  secours  des  observations  de  leurs  éclipses,  on  est  loin 
de  connaître  toutes  les  inégalités  de  leurs  mouvements:  seule- 
ment, on  a  reconnu  que  l'orbe  du  sixième  satellite  est  elliptique. 
M.  Bessel,  dans  le  Journal  de  Gotha,  pour  Tannée  1811,  a  trouvé 
son  excentricité  égale  à  0,0488769.  Tous  ces  corps  ont  paru  se 
mouvoir  dans  le  plan  de  l'anneau,  à  l'exception  du  sixième  et 
principalement  du  septième.  Jacques  Cassini  a  observé  que  l'or- 
bite du  septième  s'écarte  très-sensiblement  de  ce  plan.  Il  a  publié 
dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences  pour  l'année  1714, 
ses  observations  d'après  lesquelles  il  a  estimé  que  cette  orbite  est 
inclinée  au  plan  de  l'anneau,  d'environ  i5  à  16  degrés  sexagési- 
maux, et  que  ses  nœuds  avec  l'écliptique  s'écartent  vers  l'Occident 
de  17  degrés,  des  nœuds  de  l'anneau.  Il  a  terminé  son  Mémoire 
par  le  passage  suivant,  que  je  rapporte  à  cause  de  son  analogie 
avec  la  véritable  explication  de  ce  phénomène. 
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*'  La  situation  des  nœuds  du  cinquième  satellite  *,  et  Tincli- 
«  naison  de  son  orbe,  qui  sont  si  différentes  de  celles  des  autres, 
«  semblent  déranger  l'économie  du  système  des  satellites  qu  on 
«  avait  cru  jusqu'à  présent  avoir  tous,  les  mêmes  nœuds  et  être  à 
«  peu  près  dans  un  même  plan.  Cependant,  il  paraît  qu'on  peut 
«en  rendre  aisément  la  raison  physique,  si  l'on  fait  attention  à 
«la  grande  distance  de  ce  satellite  au  centre  de  Saturne;  car 
«  l'effort  qui  entraîne  les  satellites  suivant  la  direction  du  plan  de 
«l'anneau  s'affaiblit  en  s' éloignant  de  Saturne,  et  est  obligé  de 
«  céder  à  un  autre  effort  qui  emporte  Saturne  et  toutes  les  pla- 
«  nètes  suivant  l'écliptique.  Ces  deux  efforts  agissant  sur  le  cin- 
«  quième  satellite  suivant  des  directions  inclinées  l'une  à  l'autre 
«de  3i  degrés,  il  résulte  qu'il  doit  faire  son  cours  suivant  une 
«  direction  moyenne  entre  le  plan  de  l'anneau  et  celui  de  l'éclip- 
«  tique.  Il  paraît  même  que,  selon  ce  raisonnement,  les  plans  des 
«  orbes  des  autres  satellites  doivent  un  peu  décliner  du  plan  de 
«l'anneau,  quoique  beaucoup  moins  que  celui  du  cinquième 
«  satellite  ;  ce  qui  nous  a  paru  s'accorder  à  quelques  observations.  » 

Cassini  n'assigne  point  les  causes  des  deux  efforts  qu'il  sup- 
pose, mais  la  théorie  de  la  pesanteur  universelle  donne  ces  deux 
causes.  La  première  est  l'attraction  de  la  protubérance  de  Téqua- 
teur  de  Saturne,  produite  par  la  rotation  de  cette  planète.  Cette 
attraction  maintient  l'anneau  et  les  premiers  satellites  à  peu  près 
dans  le  plan  de  cet  équateur,  et  s'affaiblit  très-rapidement,  quand 
les  distances  moyennes  des  satellites  sont  plus  grandes.  La  seconde 
cause  est  l'attraction  du  soleil  sur  les  satellites,  qui  tend  à  les 
abaisser  sur  le  plan  de  l'orbite  de  leur  planète.  En  vertu  de  ces 
causes,  l'orbite  de  chaque  satellite  se  meut  sur  un  plan  qui  passe 
entre  l'équateur  et  l'orbite  de  Saturne  par  leur  intersection ,  et 
qui  s'écarte  d'autant  plus  du  plan  de  l'anneau ,  que  le  satellite  est 
plus  éloigné. 

Maintenant  le  septième. 
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M.  Bessel,  dans  le  Journal  cité,  a  trouvé  rinclinaison  de  Torhite 
do  sixième  satellite,  plus  petite  que  celle  de  Tanneau,  dVnviron 
deux  degrés.  Tai  déterminé  dans  le  huitième  livre  Tinclinaison 
et  le  mouvement  du  nœud  de  Torbe  du  septième  satellite,  en 
employant  principalement  les  obsenations  faites  par  IWnard,  à 
Marseille,  en  1787.  Mais  ces  observations  et  toutes  celles  que  Ton 
a  faites  sur  ces  satellites  sont  imparfaites  et  peu  nombreuses,  Los 
astronomes  se  sont  peu  occupés  de  ce  genre  d'obsen  alions  qui , 
cependant,  offrent  beaucoup  d'intérêt  par  elles-mêmes,  et  par  la 
lumière  qu'elles  doivent  répandre  sur  les  masses  de  Tanneau  et 
des  satellites,  et  sur  Taplatissement  du  sphéroïde  de  Saturne, 

Herschel  découvrit,  en  1787,  six  satellites  à  la  planète  l  ranus 
qu'il  avait  découverte  en  1781.  Les  deux  premiers  quil  ait  vus 
sont,  dans  Tordre  des  distances,  le  second  et  le  quatrième.  Ces 
deux  satellites  ont  été  aperçus  par  d'autres  astronomes;  ainsi 
leur  existence  ne  doit  laisser  aucun  doute.  L  existence  de  quatrt^ 
autres  ne  paraît  pas  aussi  certaine.  Les  heureux  essais  que  l'on 
vient  de  faire  pour  augmenter  le  pouvoir  des  lunettes  astrono- 
miques donnent  lieu  d'espérer  que  l'on  aura  bientôt  les  moyens 
de  suivre  avec  autant  d'exactitude  que  de  facilité  les  mouvements 
de  ces  astres.  Ils  paraissent  se  mouvoir  dans  un  plan  presque  pei'^ 
pendicuiaire  à  Técliptique,  ce  qui  indique,  dans  la  planète,  un 
mouvement  rapide  de  rotation  autour  d'un  axe  presque  |>arallèle 
à  l'écliptique. 

Ces  satellites  obéissent  à  la  loi  de  Kepler,  suivant  laquelle  les 
carrés  des  temps  des  révolutions  sont  proportionnels  aux  cubes 
des  moyennes  distances.  C'est  ce  que  l'on  a  vérifié  par  l'obseï^- 
vation  à  l'égard  des  deux  satellites  premièrement  découverts.  On 
en  a  conclu  la  masse  d'Uranus  égale  à  i^  de  celle  du  soleil. 
M.  Bouvard  a  trouvé  cette  masse  égale  à  nJ^,  au  moyen  des  per- 
turbations du  mouvement  de  Saturne,  par  l'action  d'I'ranus,  La 
différence  de  ces  deux  valeurs  paraîtra  bien  peu  considérable, 
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si,  d'une  part,  on  considère  l'incertitude  des  mesures  des  plus 
grandes  élongations  de  ces  satellites,  et  l'ignorance  où  nous 
sommes  des  excentricités  de  leurs  orbites;  et  si,  d'une  autre 
part,  on  considère  la  petitesse  des  perturbations  dues  à  l'action 
d'Uranus. 


FIN  DU  SEIZIÈME  ET  DERNIER  MVRE. 


SUPPLÉMENT 

AU   CINQUIÈME  VOLUME 


DU 


TRAITÉ  DE  MÉCANIQUE  CÉLESTE. 


En  publiant  mon  Traité  de  Mécanique  céleste,  j'ai  désiré  que 
ies  géomètres  en  vérifiassent  les  résultats,  et  spécialement  ceux 
qui  me  sont  propres.  Les  résultats  de  la  théorie  du  système  du 
monde  sont,  pour  la  plupart,  si  distants  des  premiers  principes, 
que  leur  vérification  est  nécessaire  pour  en  assurer  Texactitude. 
Les  géomètres  qui  s'en  occupent  font  donc  une  chose  utile  à  l'as- 
tronomie, et  je  dois,  comme  savant  et  comme  auteur,  beaucoup 
de  reconnaissance  à  ceux  qui  ont  bien  voulu  prendre  mon  ouvrage 
pour  texte  de  leurs  discussions,  et  qui  par  là  m'ont  fourni  l'occa- 
sion d'éclaircir  quelques  points  délicats  traités  dans  cet  ouvrage. 
Ce  sont  ces  éclaircissements  et  quelques  recherches  nouvelles  qui 
sont  l'objet  de  ce  Supplément. 

'  Ce  Supplément  est  posthume ,  et  la  copie  originale  sur  laquelle  il  a  été  imprimé,  en  1827, 
n*a  pu  être  mise  sous  nos  yeux  :  toutefois,  comme  il  n*est,  à  quelques  lignes  près,  qui  lui 
servent  de  préambule,  que  la  reproduction  de  deux  articles  publiés  par  Tauteur  lui-même, 
en  18a 5  et  1827,  dans  la  Connaissance  des  temps  pour  les  années  1827  et  i83o,  nous 
nous  sommes  crus  suffisamment  autorisés  à  Tinsérer  dans  la  présente  édition.  (  Note  des 
Commissaires  chargés  de  diriger  la  réimpression  des  (JEuvres  de  Laplace.  ' 

03. 
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Sur  le  développement  en  série  du  radical  qui  exprime 
la  distance  mutuelle  de  deux  planètes. 

1.  En  considérant  cet  objet  dans  les  n*"'  3  du  livre  XI  et  du 
livre  XV  de  la  Mécanique  céleste,  je  me  suis  spécialement  proposé 
de  faire  voir,  par  un  exemple  intéressant,  l'utilité  des  méthodes 
que  j'ai  exposées  avec  étendue  dans  ma  Théorie  analytique  des 
probabilités;  l'une,  pour  obtenir  en  intégrales  définies  les  variables 
données  par  des  équations  linéaires  aux  différences  finies  à  coeffi- 
cients variables;  l'autre,  pour  avoir,  par  des  approximations  ra- 
pides et  convergentes,  les  intégrales  définies,  fonctions  de  très- 
grands  nombres.  C'est  surtout  dans  le  développement  des  fonctions 
en  séries  que  ces  méthodes  sont  utiles  pour  avoir  les  limites  des 
termes  de  ces  développements,  et  pour  reconnaître  si  les  séries 
qui  en  résultent  sont  convergentes.  Je  nomme  limites  les  valeurs 
dont  les  termes  du  développement  approchent  sans  cesse  à 
mesure  que  leur  rang  est  plus  considérable,  et  qui  coïncident 
avec  elles  dans  l'infini. 

Si  l'on  nomme  r  et  r  les  distances  mutuelles  de  deux  corps 
qui  s'attirent,  à  un  même  point  fixe,  et  0  l'angle  compris 
entre  ces  distances,  la  distance  mutuelle  de  ces  deux  corps  sera 
\/r* —  2  rr.  cos.  0-fV*.  On  sait  combien  le  développement  du 
radical 


V/r*— 2  rr'.  COS.  e+r* 


est  important  dans  les  théories  de  la  figure  et  des  perturbations 

des  planètes. 

*« 
Or,  supposant  r':>r,  et  faisant  y  =a,  on  peut  développer  le 

i_         ' 

radical  (i  —  2  a. cos.0H-a*)    • ,  soit  par  rapport  aux  puissances  de 
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a,  soit  par  rapport  aux  cosinus  de  Tangle  B  et  de  ses  nuiltiple$« 
Le  premier  de  ces  développements  est  nécessaire  dans  la  tliéorîe 
de  la  figure  des  planètes;  et  le  second,  dans  la  théorie  des  per- 
turbations. Dans  le  n*"  3  du  livre  XI  cité^  j'ai  exprimé  par  une 
intégrale  définie  le  terme  général  du  premier  développement^  et 
j*ai  donné  une  limite  de  cette  expression,  qui  devient  de  plus 
en  plus  compliquée,  à  mesure  que  le  nombit^  des  termes  aug- 
mente. Dans  le  n*  3  du  livre  XV,  j'ai  cherché  à  exprimer  pareille- 
ment par  une  intégrale  définie  le  terme  général  du  second  déve- 
loppement. 

Si   Ton   désigne    par  a'p^'  ,    le    terme    général    du    radical 

(i  —  2 a. COS. 0+ a*)  *  développé  suivant  les  puissances  de  a»  on  a, 
par  le  n"*  23  du  troisième  livre  de  la  Mécanique  céleste. 


,;.         1.3.5...2Î-1       (  ,•    ^  Ï.I— I  ,      ,    /)    .      î.i— I.i— 2.Î—  3  .      .^  ^         )  /      V 

pW= — , —  .jcos'.O .cos'^'.Qh - . cos'  '.0-etcJ:  (i) 

lorsque  i  est  un  grand  nombre,  cette  expression  contient  un 
grand  nombre  de  termes;  mais  j'ai  prouvé,  dans  le  numéro  cité 
du  livre  XI,  qu  alors  elle  se  réduit,  à  très-peu  près,  à 

cos.[(f+-l).(9^i^]^ 

TT  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  Tunité.  Je  vais 
ici  confirmer  ce  résultat  singulier  par  une  autre  méthode. 

On  a,  par  les  n^'  8  et  9  du  troisième  livre  de  la  Mécanique 
céleste, 

o=e.i+i.p<')-+-^-h^.^^.        (u) 
Exprimons  l'intégrale  de  celte  équation  par 
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p^^^ = u .  COS.  aO-h  VL.  sîn.  ad, 


tt  et  tt'  étant  fonctions  de  0,  et  a  étant  supposé  égal  à  (/.i-hi)*^. 
En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (2),  et  comparant 
séparément  les  coefficients  de  sin.a0  et  de  cos.ad,  on  aura 


du  COS.0 

dO  sm.  6 


dda' 

de' 

du' 
■^  dO' 

COS. 

B 

a 

1 

ddu 

de' 

du 

de 

.cos 

.6 

du'         ,   cos.ô 

dO  sm.  9  a 

Ces  équations  donnent,  en  négligeant  les  termes  divisés  par  a,  et 

en  les  intégrant, 

\_  i_ 

u=^H. sm.    *6,     u=H'.sin.    *d; 

H  et  H'  étant  deux  constantes  arbitraires. 
Si  Ton  fait 

u=H.smr^e-^  -;     « -=H'.sin.'"^0-f-  — ; 
a  a 

les  équations  différentielles  précédentes  donneront  les  valeurs  de 
X  et  de  X'.  En  continuant  ainsi,  on  aura  les  valeurs  de  u  et  de 
n ,  et  par  conséquent  celle  de  p^'\  développées  suivant  les  puis- 
sances de  -.  Nous  ne  considérerons  ici  que  les  termes  indépen- 
dants de  -,  et  alors  on  aura 
a 

p^'=:C. sin.    *  ô.cos.  (aô-He)i 
C  et  e  étant  deux  constantes  arbitraires  qu  il  faut  déterminer. 
Pour  cela,  je  suppose  ô=  -:  j'observe  ensuite  que  si  Ton  néglige 
les  termes  de  l'ordre  -r,  on  a  a=ï-h  1;  on  a  donc  alors 
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p«=C.cos.{{i-4-i).fH-e|. 


On  voit  par  Téquation  (i)  que  i  étant  impair,  et  0  étant  -.  la 

valeur  de  p^^  est  nulle;  on  a  donc  e=  —  \n,  et  par  conséquent 
on  a,  quel  que  soit  0, 

p«z=C.sinr^0.cos.{(i-4-|)0— |ir|- 

Pour  déterminer  la  constante  C,  j'observe  que  si  Ton  suppose  i 
pair  et  égal  à  25,  Téquation  (1)  donne,  lorsque  0=  7, 


(•^ .      1.3.5 25—1 1.2.3 2S 

^    ~^         2.4.... 25  2".(l.2.3.....vV' 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  s  est  pair,  et  Tinlérieur  si  a-  est 
impair.  On  a,  à  très-peu  près,  par  les  formules  connues,  ioi^que 
5  est  un  grand  nombre, 

1.2.3 —    5=5     *.c     .\/27r, 

1.2.0 25=(25)  '.C        .y27r. 

On  aura  ainsi 
ce  qui  donne 

L'expression  générale  de  -p^^  est  donc 

\      .cos.}(/-+-l)g--  |7r|. 
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Sur  le  développement  des  coordonnées  elliptiques. 

2.  L'excentricité  des  orbes  elliptiques  planétaires  étant  peu 
considérable,  on  développe  le  plus  souvent  le  rayon  vecteur  et 
l'anomalie  vraie  en  séries  ordonnées  suivant  ses  puissances.  Mais 
si  l'excentricité  qui,  dans  les  orbes  elliptiques,  ne  surpasse  jamais 
l'unité,  en  devenait  fort  approchante,  on  conçoit  que  les  séries 
pourraient  cesser  d'être  convergentes.  Il  importe  donc  de  con- 
naître si,  parmi  les  valeurs  comprises  entre  zéro  et  l'unité,  que 
l'excentricité  peut  avoir,  il  en  est  une  au-dessus  de  laquelle  ces 
séries  seraient  divergentes,  et,  dans  ce  cas,  de  la  déterminer.  Pre- 
nons pour  unité  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse  :  désignons  par  e 
son  excentricité,  par  t  l'anomalie  moyenne  comptée  du  périgée, 
et  par  R  le  rayon  vecteur,  on  aura,  par  le  n""  îiîi  du  second  livre 
de  la  Mécanique  céleste. 


jR  =  1  H e.  COS.  t 

2 

.  COS.  2t 

l.'J 

,.  (3.  COS.  3f— 3.  COS.  t) 

i.2.2*    ^  * 

-.  (4'.C0S.  4f— 4.2'.  COS.  It) 


1.2.3.2 


TT-, — :.(  5'.  COS.  5f— 5.  3*.  cos.3fH — ^cos.  n 

1.2.3.4.2*   \  1.2  / 

Q-T-E— r*(6*.cos.6f— 6.4'.cos.4f+-^.2'.cos.2n 

1.2.3.4.5.2*  \  ^         ^      ^  ^^  j 


—  etc. 
Le  terme  général  de  cette  expression  est 


SUPPLÉMENT  AU  CINQUIEME  VOLUME.  5«.\^ 


1.2-3...  r—i.  2- 


I :; •    i-O    •     \  CW.    I  -    fe    CI 


—  etc. 


la  série  étant  continuée  jusqu'à  ce  que  Ton  arriw  à  uu  feictwir 
(i  —  ar]—*  dans  lequel  I — ar  soit  negatît  îh  Ton  fijdt  I  e^l  i 
un  angle  droit,  ce  terme  devient  nul  lor^ue  i  est  iuipîiiir;  et. 
dans  le  cas  de  i  pair,  il  devient,  abstraction  faîte  du  ^gue.  égal  À 


I.2.3-..I  — 1.2*-'    L  *''^ 


et  il  est  alors  le  plus  grand  possible.  Déterminons  sa  valeur  loi*:H]ue 
i  est  un  très-grand  nombre. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  termes  de  la  série 


i.i — I 


/«-«^/.(/«aV   .^l:y^(/..4^.    «  ...^0.  ^a  ) 


1.2 


vont  d'abord  en  croissant,  et  qu  ils  ont  un  maarimum  après  ItHpiei 
ils  diminuent.  A  ce  maximum,  deux  termes  conséiHitîfs  Si>nl  A  ti^^j»- 
peu  près  égaux.  Soit 


1.2. 3. ..r  ^  ' 

le  terme  maximum;  le  terme  qui  le  précède  sera 


==: .((  — 2r-f-2)*"  *; 

i.2.3...r— i 

en  égalant  donc  ces  deux  termes,  on  aura 

i-r  +  i 
r 

TOME  V.  AA 


:^^^.(/-2r)'   '=(i--2rf-ay-'. 
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Cette  équation  donne  la  valeur  de  r,  et  par  conséquent  le  rang 
que  le  terme  le  plus  grand  occupe  dans  la  série.  Si  Ton  prend  les 
logarithmes  des  deux  membres,  on  a 

iog.(i:^)=(.-.).iog.(.+  r^y 


OU 


log.(V)H-log.(i-H  ji-^)  =  (i-a).log.(i-H  j^y      (6) 
or  on  a,  lorsque  i  et  r  sont  de  très-grands  nombres, 

log.f  n-  -A-)  =  T^ p— û  -^  ®tc- 

^  \         '-^v         '—''        2.(1— ry 

1-h  z —  )  =  ' r- T.  -+-  ^*<^- 

Téquation   (6)  deviendra  donc,   en   négligeant  les   termes  de 
Tordre  -r , 

ce  qui  donne 


i  —  r  i^^r 

=c 


c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité.  En 
faisant  r=:coi,  on  aura 


Cl) 


-=c*-^^  (c) 


Si  Ton  nomme  p  le  terme  maximum 


1.2.6. ..r  ^  ^       ' 
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le  terme  qui  en  est  éloigne  du  rang  t  sera 


Son  logarithme  sera  donc 

log.p-Uog.(i-,^-log.( ,- J-)_log.(l- j^^)...^log.(  1  -  •^) 

-f.log.r-log.[l-  i^-log.(l-  iy..-log.|i^  L) 

-(.-.).log.(i-^^). 

En  développant  en  séries  ces  logarithmes^  et  négligeant  les  termes^ 
de  Tordre  t;  ,  on  aura 

Par  la  nature  de  r,  on  a  à  très-peu  près,  par  ce  qui  précède, 
la  fonction  précédente  deviendra  donc 

En  ne  conservant  ainsi  parmi  les  termes  de  Tordre  -r  que  ceux 
qui  sont  multipliés  par  t\  et  observant  que 


1-4-2-1-3...  H-(  = 

2 


tk. 
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cette  fonction  prendra  la  forme 

log.p  — 


2r.  I— r.(i--2r)* 
ce  qui  donne  pour  le  terme  placé  à  la  distance  t  du  terme  p, 

_^ iu^ 

p.C       ^r.T:rr,[i-^r)\ 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  même  valeur  a  lieu  à  très-peu 
près  pour  le  terme  placé  avant  p  à  la  même  distance.  La  somme 
de  tous  ces  termes  sera  la  série  entière  (a  ).  On  aura,  comme  on 
sait,  cette  somme  à  très-peu  près  égale  à 


p.Cdt.C        ^r.i-r.(i^2ry  ^ 


l'intégrale  étant  prise  depuis  f=  —  oo,  jusqu'à  t=oo;  ce  qui 
donne,  parles  méthodes  connues,  la  série  (a)  égale  à 


TT  étant  la  circonférence  dont  le  diamètre  est  l'unité.  On  a 

i.2.3...î.(i—2rV-' 

P= === ' 

1.2.3...I— -r,i.2,3...r 

La  série  [a)  devient  ainsi,  abstraction  faite  du  signe, 


i.(i--2)'~'.y^  i— 2r    4      irA  —  r      e* 


-2r    4    Ar.i 
I         ^         i 


1.2.3...I— r.i.2.3...r        i         ^  i  2*~' 

On  a,  à  très-peu  près,  par  les  théorèmes  connus, 


1.2.3...  i—r=  (i—r)         '.c  .Y/2  7r, 

r-f-i       -r        

1.2.3... r=r       .c     .y/2'ir. 
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La  série   i    devient  donc 


OO 

^  étant  donne  par  fequation   c  . 

On  doit  obsener  ici  que  la  valeur  de  ^  donnée  par  cette  e%}ua- 
tion  nest  pas  rigoureuse.  Nous  avons  néglige,  pour  former  cette 

équation,  les  quantités  de  Tordre  -r;  et  de  plus  nous  avons  sup- 
posé que  le  terme  maximum  p  était  ^i[al  à  celui  qui  le  precètle; 
ce  qui  n  est  qu^approché.  De  là  il  suit  que  la  valeur  exacte  de  ts^ 
est  celle  que  donne  Fequation  [c],  plus  une  correction  de  IWlre 

4,  que  nous  désignerons  par -•  Mais  cette  correction  disparait 

d'elle-même  par  la  condition  de  p  maximum.  En  elTet^  si  Ton 
nomme  D  la  fonction 

et  U  cette  même  fonction,  lorsqu'on  y  change  »  dans  w  -  ^; 
on  aura 

log.iX.=Uog.[(.+  î.^-,  ,Ç..^.   .  ..c.)./>]. 

En  repassant  des  logarithmes  aux  nombres,  et  négligeant  ensuite 
les  quantités  de  Tordre  - ,  on  aura 
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On  a 

dD  2  ,        1  — û) 

log. 


D.ddj  1—2  cj 


ù) 


l—w 


et  l'équation  (c)  donne  log. =  — —  ;  on  a  donc,  aux  quan- 
tités près  de  Tordre  -,  D''=D',  d'où  il  est  facile  de  conclure  que, 
par  le  changement  de  w  dans  «  -t-  ^,  la  formule  [d)  reste  la 
même.  Si  la  quantité 

ec.(i  — 'iûij) 

surpasse  Tunité,  la  fonction  [d)  devient  infinie,  lorsque  i  est 
infini;  l'expression  du  rayon  vecteur  devient  donc  alors  diver- 
gente. La  valeur  de  l'excentricité,  déduite  de  l'équation 

2ûl   .(l— -Cl)) 

^—        (,_2fi.).C      ' 

est  par  conséquent  la  limite  des  valeurs  de  l'excentricité,  qui  font 
converger  l'expression  du  rayon  vecteur  développé  suivant  les 

puissances  de  l'excentricité.  En  substituant  au  lieu  de  c  sa  valeur 
( — ^  j   ^    donnée  par  l'équation  (c) ,  cette  expression  de  e  devient 

^_  2_ViI(IE3. 

L'équation  (c)  donne  à  peu  près 

w=o,o83o7; 
d'où  l'on  tire 

^=0,66195. 
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L'équation  précédente  de  la  limite  de  Texcentricité  e  donne  à 
cette  limite 


2  Ù) 


d*où  il  est  facile  de  conclure 

)-ûi_  (i+\/i+g»)\ 


OJ 


Téquation  (c)  donnera  donc 

i+yi+^=e.c        .  (m) 

Les  valeurs  de  e  supérieures  à  celle  que  cette  équation  donne 
rendent  Texpression  en  série  du  rayon  vecteur  R,  divergente 
lorsque  t  est  un  angle  droit.  Pour  toutes  les  valeurs  inférieures, 
cette  série  est  convergente,  quel  que  soit  t.  En  effet,  le  terme  géné- 
ral de  Texpression  de  R  développé  en  série  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  de  Texcentricité  est,  comme  on  Ta  vu, 

[i'-*.  COS.  I  f— e .  (i  —  2)'~*.  cos.(i  —  2) .  f  -h-  etc.]. 


i.2.3...i— 1.2*""* 


La  plus  grande  valeur  de  ce  terme,  abstraction  faite  du  signe,  ne 
peut  surpasser 

£l_ rr-_^i.(/_2)-«+!:l=lî-.(i--4)-«H-etc.l. 

1. 2.3. ..î— 1.2'""'    L  '-^  J 

On  vient  de  voir  que  cette  valeur,  lorsque  i  est  infini,  devient 
nulle  par  un  facteur  moindre  que  Tunité ,  élevé  à  la  puissance  i, 
lorsque  l'excentricité  e  est  au-dessous  de  celle  qui  résulte  de 
Téquation  aux  limites;  la  série  est  donc  convergente,  quel  que  soit 
t.  Je  vais  maintenant  établir  qu'alors  la  série  de  l'expression  de 
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Tanomalie  vraie  développée  de  la  même  manière  est  pareillement 
convergente. 

3.  L'anomalie  excentrique  étant  a,  et  t;  Tanomalie  vraie,  on  a, 
par  le  n°  20  du  second  livre  de  la  Mécanique  céleste, 

t=u — &sin.  u, 
jR=i — ecos.u; 
ce  qui  donne 

da 1 

or  on  a,  par  la  loi  des  aires  proportionnelles  aux  temps, 


on  a  donc 

dv        (duV     . X 

L'expression  en  série  de  u^  du  n""  22  du  livre  cité,  donne 

du,  6*  £^ 

-7-=i+^.cos./H .2*.cos.2fH 5 — :.f3\cos.3f— 3.cos./)-hetc. 

ai  1.2.'J  1.2.3.2*   ^  ^ 

Le  terme  général  de  cette  série  est 

i.2.3.1i.2»-^{'''^^^'^^"""''(^^^)^'^^^'(^""^)^ 

H- .(i—  4)*.  COS. (i  — 4)< — etc.    , 

et  dans  aucun  cas  il  ne  peut  surpasser 

-iL-^Ff'-f./   (/-2)'-f-^-.(e--4)'-l-elc.l. 

1.2.0. ..1.2*^     L  1.1         ^  '  J 
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En  suivant  exactement  lanalyse  de  l'article  précédent,  on  trouve 
ce  dernier  terme  égal  à 


(û  étant  donné  par  l'équation  (c)  de  l'article  précédent. 
Maintenant,  si  Ton  désigne  par  A  la  série 

la  série  étant  continuée  jusqu'à  i=  i;  il  est  facile  de  voir  que  l'ex- 
pression en  série,  de  -j-,  sera  moindre  que  le  développement  en 
série  de  la  fonction 

^-+--7= — ^^^;  [0) 

SjiitS^x—qe) 
en  désignant  par  ^  la  quantité 

(1— 2û;).C 


Car  il  est  visible  que  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  e* 
dans  le  développement  de  la  fonction  (o)  est  positif,  et  qu'il  est 
plus  grand,  abstraction  faite  du  signe,  que  le  coefficient  de  la 

même  puissance,  dans  le  développement  de  ^.  L'expression  de 
^,  ou  de[-y^)  .\/i  —  c\  est  donc  moindre  que 

or,  le  développement  de  \/i— e*  est  moindre  que  celui  de  ——^  ; 


TOME  ▼. 
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le  développement  de  -j-  est  donc  moindre  que  celui  de 


L  \/2ir.ii-(ie)  J 


c'est-à-dire  que  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  de  e* 
dans  le  développement  de  cette  fonction  est  positif  et  plus  grand, 
abstraction  faite  du  signe,  que  le  coefficient  de  la  même  puis- 
sance dans  le  développement  de  -rr. 
Donnons  à  la  fonction  (p)  cette  forme 

H       pzi  "1"  —————  . 

1— c*        \27r.{i—qe).{\—e*)        w.(i— 9e)*.(i— e*) 

Le  terme  -^ — -,  développé  en  série  donne  une  série  convergente. 

Car,  quelque  grand  que  l'on  suppose  i,  pourvu  qu'il  soit  fini,  A* 
sera  composé  d'un  nombre  fini  de  termes.  En  désignant  par  me*' 

l'un  de  ces  termes,  — -  développé  en  série  donnera  une  série 

convergente,  e  étant  supposé  moindre  que  l'unité.   Ainsi  — — 

donnera  un  nombre  fini  de  séries  convergentes,  et  dans  leur 
somme  le  terme  dépendant  de  e*  deviendra  nul  lorsque  s  est 
infini. 
Le  terme 

donnera  un  nombre  fini  de  termes  de  la  forme 

ne' 

{>-7«)('-«r 
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or  la  fraction 


se  décompose  dans  les  trois  suivantes 


Il                   11  a* 
1 ^ 


'i(i— r/)*  i—^c         2(1-1-7)'  i-l-t'  '—7*'  1—7^' 

Chacune  d'elles,  développée  en  série,  donne  une  série  conver- 
gente; car,  par  la  supposition,  (je  est  moindre  que  l'unité.  On 
voit  donc  que  le  terme 

4>l.(i— 2w).7'V 

V^.(i-7e).(i-eV 

donne  une  série  convergente.  Pareillement  le  terme 

2.(i  — 2&;)^7V'' 

7r.(i-7c)'.(i-c^) 

donne  une  série  convergente,  comme  il  est  facile  de  le  voir  en 
décomposant  la  fraction 


[^-^^Y\^-^'i 


en  fractions  partielles;  -r-  développé  en  série  ordonnée  par  rap- 
port aux  puissances  de  l'excentricité  donne  par  conséquent  une 
série  convergente,  lorsque  (je  est  moindre  que  l'unité.  Il  est  facile 
d'en  conclure  que  l'expression  de  v  —  t  ainsi  développée  forme 
une  série  convergente;  car  l'intégration  de  dv  faisant  acquérir  des 
diviseurs  à  ses  termes,  on  voit  que,  quel  que  soit  f,  r  —  t  sera 
moindre  que 

L  ^2n.{\  — 7e)J 

i—e* 
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qui,  comme  on  vient  de  le  voir,  forme  une  série  convergente. 
11  résulte  de  ce  qui  précède,  que  la  condition  nécessaire  pour 
la  convergence  des  séries  qui  expriment  le  rayon  vecteur  et  l'ano- 
malie vraie,  développés  suivant  les  puissances  de  l'excentricité, 
est  que  l'excentricité  soit  moindre  que 


2.\/û;.(i— w) 
1— 2û; 

tû  étant  donné  par  l'équation 


1— w  i-a« 
=C 


Les  deux  séries  sont  alors  convergentes;  c'est  ce  qui  a  lieu  pour 
toutes  les  planètes,  même  pour  les  planètes  télescopiques.  Les 
valeurs  supérieures  de  l'excentricité  font  diverger  la  série  du  rayon 
vecteur,  et  alors  il  faut  recourir  à  d'autres  développements.  Tel 
est  le  cas  de  la  comète  à  courte  période. 

4.  On  développe  encore  les  expressions  de  l'anomalie  vraie  et 
du  rayon  vecteur,  suivant  les  sinus  et  cosinus  multiples  de  l'ano- 
malie moyenne.  Soit  alors 

v=^t-\-é'K  sin.  t -h a^*^  sin.  2f. . .  -+- a^'\  sin.  û -4-  etc. 

é^\  a^*\  etc.  étant  des  fonctions  de  l'excentricité.  On  peut  facile- 
ment démontrer  que  la  série  est  toujours  convergente.  En  effet , 
on  a 

f[v'~i).dt.  sin.  if  =  TT . q}"^ , 

l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul,  jusqu'à  t  égale  2ir.  Or,  on  a 
dans  ces  limites,  en  intégrant  par  parties, 


fdt. [v  —  i]'  sin.  it  =  -  .fdt  (  ^r  - 1  )  •  ^os.  û  =  —  -  .fdu  sin.  it 


ddv 
dp  ' 
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on  aura  donc 

.     .    ddv 


Téquation 


donne 


a"'  =  —  TT- .  fat.  sin.  it.  -j— 

dv  \li-e' 

dF~~     R' 

ddv 2.\/i  — e'  dR 

'W~~        R'      '  dt 


Au  périhélie  et  à  l'aphélie,  -rr  est  nul  :  ^^  ,   est  positif,  en  allant 

du  premier  de  ces  points  au  second;  et  négatif,  du  second  au 
premier.  Soit  k  sa  plus  grande  valeur  positive;  —A:  sera  sa  plus 
grande  valeur  négative.  En  supposant  donc  que  les  valeurs  de 
sin.  it  soient  positives  et  égales  à  l'unité,  depuis  le  périhélie  jus- 
qu'à l'aphélie,  et  négatives  et  égales  à  —  i ,  depuis  l'aphélie  jus- 

qu'au  périhélie;  on  voit  que  l'intégrale  fdt sin.  it.  ^^  prise  depuis 

le  périhélie  jusqu'à  l'aphélie,  sera  moindre,  abstraction  faite  du 
signe,  que  2  A: tt.  De  là  il  suit  que  a^\  abstraction  faite  du  signe, 
est  moindre  que 

ce  terme  devient  nul ,  lorsque  i  est  infini.  De  plus ,  la  série  de 
l'expression  précédente  de  t;,  à  partir  de  i  supposé  très-grand,  est 
moindre  que 

liir.k.^  i—e*  ^ 


i 


quantité  qui  devient  nulle ,  lorsque  i  est  infini.  Cette  série  est  donc 
convergente. 
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Considérons  de  la  même  manière  Texpression  de  R  développée 
dans  une  série  ordonnée  par  rapport  aux  cosinus  de  t  et  de  ses 
multiples.  Soit 

R=zb^'^  -f- b^'K  COS.  f...  -h  b^'K  COS.  it -t-  etc. 
on  aura 

Tî.b^^^=  fRdt.cos.it, 

l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  t  égal  à  2  7r;  ce  qui 
donne 

ni)  >     i*j^  'a  ddR 

TT .  fc^'î  =  -j;  .fdt.  COS.  It.  -j^ . 

Les  formules  du  mouvement  elliptique  donnent 

ddR  _  i-e'-^R 

dl*    ~        R'      ' 

Cette  dernière  quantité  est  toujours  négative.  Désignons  par — k 
son  maximum,  et  supposons  cos.iï  égal  à  l'unité;  on  aura,  abstrac- 

tion  faite  du  signe,  itb^'^  moindre  que  —77-;  d'où  il  suit  que  la 

série  de  l'expression  de  R  est  convergente. 

On  peut,  en  suivant  la  méthode  exposée  dans  le  numéro  précé- 
dent, déterminer  la  valeur  approchée  de  b^'\  lorsque  i  est  un  grand 
nombre.  Pour  cela  j'observe  que  l'expression  de  R  développée  en 
série  par  rapport  aux  puissances  de  l'excentricité,  et  que  nous 
avons  rapportée  dans  l'article  2 ,  donne 


i.5.j...t.2-' L       ,.,+,\W      i.a.i+i.i+î  \2/ 

ij"« (^y+etcl. 

4-1.1+2.1-+-3    \^  /  J 


1.2. 3.1  +  1. 1+2. 1-+-3 
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Le  terme  général  de  cette  expression  est 


e\r 


1 .2.3...  1.2'-'    1 .2.3...r.  i-f-i .  1+2...  i+r 

Si  Ton  observe  que,  r  étant  un  très-grand  nombre,  on  a  à  fort  peu 
près 


1.2.3... r.i. 2. 3...  i  +  r=r^^î.(«+r)'^^^T.(r-'-^27r; 
on  peut  donner  à  ce  terme  la  forme 

e\c'.i'-\{i+2r)      /  eU\c*\\ 
2'.w.(i+r)'.\/r.i+r    \4r.i+r/ 

quantité  qui  devient  nulle,  lorsque  r  est  infini.  La  série  de  l'ex- 
pression de  6^*^  est  donc  convergente. 

Pour  avoir  sa  valeur  approchée,  je  considère  la  série 

1+2    /eiV  1+4         /««\*        .  /    \ 

l.l  +  l     \  -*  /  1.2.1  +  1.1+2    \^/ 

dont  le  terme  général  est 

1 .2.3...  r.  i  +  i .  1+2 ...  i+r 

On  aura,  par  la  méthode  exposée  dans  Tarticle  2,  la  somme 
de  cette  série  fort  approchée ,  lorsque  i  est  un  très-grand  nombre. 
Nommons  p  le  terme  précédent,  et  supposons  qu'il  soit  le  plus 
grand  des  termes  de  la  série.  Pour  avoir  le  rang  qu'il  y  occupe, 
on  régalera,  suivant  la  méthode  citée,  au  terme  qui  le  précède; 
ce  qui  donne 

(y  -l-2r  —  2).r.  i-i-r=:(ï-h2r).-7-; 
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d'où  Ton  tire  à  fort  peu  près 

i.sJx+e'—i 
r=  — . 

Le  terme  qui  suit  p,  d'un  rang  supérieur  de  f ,  est 

i+2r+2t  /f^y 
'  '      1+2 r    '\  2  / 


r+i.r+2...r+^.i+r+i.«+r+2...«+r+/ 

En  appliquant  ici  l'analyse  de  l'article  2,  il  est  facile  de  voir  que 
le  logarithme  de  ce  terme  est  à  très-peu  près, 

1  .        2^       ,         ,       ei  .  (1+2+3...+  0 

^  1       ^— —       (1+2+3...+  /) 
^  i+r 

Mais  on  a  à  très-peu  près 


e  I 


log.  (r.  i  -4-  r)  ~  2  log.  —  ; 

en  ne  conservant  donc,  conformément  à  la  méthode  citée ,  parmi 
les  termes  de  l'ordre  -,  que  ceux  qui  sont  multipliés  par  t\  et 
observant  que 

1-4-2 -4- 3... -4-/=  — -^; 

2 

le  logarithme  du  terme  placé  à  la  distance  t  du  terme  maximum 
sera 


1  x+ir.i\ 

^^*  ^        2r.(i+r)  ' 

ce  terme  sera  donc 

i+ar.<* 

"""  2r.(i-hr) 
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Il  est  facile  de  voir  que  ce  sera  aussi  Texpression  du  terme  qui 
précède  p,  du  même  intervalle  t.  La  somme  de  la  série  (m)  sera 
donc  à  très-peu  près 

p.ldt.c      ''''^'  , 

l'intégrale  étant  prise  depuis  t=  —  oo  jusqu'à  t=oo;  ce  qui 
donne  cette  somme  égale  à 


*  / —  \  /r.i  +  r 
^  V    i+2r 


Si,  dans  l'expression  précédente  de  p,  on  substitue  au  lieu  du 
produit 


i.2.3...r.  i-h  1.  i-h2...  i-hr 
sa  valeur  très-approchée 


(^.l+^)^(g+^)^2y.c-'-*^\/^.^-t-r 
1.2. 3.. .1 

on  aura 


P  = 


27r.Vr.i4-r.(i+ry* 


ce  qui,  en  observant  que  i-h2r  est  égal  à  i.  y/ i-t-  e*,  et  que  i-H r 
est  égal  à 

donne  pour  la  somme  de  la  série  (m) , 

TOME  r.  ^'*'' 
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En  changeant  e*  dans — e*,  dans  cette  expression,  on  aura  la  valeur 
fort  approchée  de  la  série 

,_  _i±i,.(iiy_,_  —AlL =J4l=  +  etc. 

l.l+l      \^/  1.2.1  +  1.1+2  1.2.3.1  +  1.1+2.1+3 

Ces  passages  du  positif  au  négatif,  comme  du  réel  à  Timaginaire, 
ne  doivent  être  employés  qu'avec  une  grande  circonspection.  Mais 
ici  e*  étant  indéterminé ,  on  peut  les  employer  sans  crainte.  J'en 
ai  reconnu  d'ailleurs  l'exactitude,  par  une  autre  analyse.  On  a 
ainsi 

Lorsque  i  est  infini,  cette  valeur  de  b^'^  reste  toujours  infiniment 
petite,  quel  que  soit  e,  pourvu  qu'il  n'excède  pas  l'unité. 


Sur  le  flux  et  reflux  limaire  atmosphérique. 

5.  J'ai  donné  à  la  fin  du  livre  XIII  de  mon  Traité  de  mécanique 
céleste,  la  théorie  du  flux  et  reflux  lunaire  atmosphérique.  J'ai 
conclu  les  éléments  de  ce  phénomène,  d'une  longue  suites  d'ob- 
servations du  baromètre,  faites  à  l'Observatoire  royal  pendant 
sept  années  consécutives,  chaque  jour,  à  neuf  heures  du  matin,  à 
midi;  et  le  soir,  à  trois  heures  et  à  neuf  heures.  L'ensemble  de 
ces  observations  réduites  par  M.  Bouvard  à  zéro  de  température , 
a  donné  cinquante -cinq  millièmes  de  millimètre  pour  l'étendue 
entière  du  flux  lunaire,  depuis  son  maximam  jusqu'à  son  minimum, 
et  trois  heures  dix-neuf  minutes  sexagésimales  pour  l'heure  de  son 
maximum  du  soir,  lej  jour  delà  syzygie.  Mais  j'ai  reconnu,  par  le 
calcul  des  probabilités,  que  cette  heure  et  l'existence  même  du 
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phénomène  sensible  à  Paris  n  ont  qu'un  fieiible  degré  de  proba* 
bilité.  Le  système  dobsenations  suivi  à  TObservatoire  royal, 
déjà  adopté  dans  quelques  autres  observatoires,  et  que  Ton  doit 
désirer  de  voir  répandu  généralement,  est  dû  à  M.  Ramond,  qui 
Ta  employé  dans  les  nombreuses  observations  qu'il  a  faites  à  Cler- 
mont,  chef-lieu  du  département  du  Puy-de-Dôme,  Il  fa  exposé, 
ainsi  que  les  résultats  qu  il  en  a  déduits  sur  la  variation  diurne  du 
baromètre,  dans  plusieurs  mémoires  lus  à  l'Institut ,  et  qui  peuvent 
être  regardés  comme  une  des  choses  les  plus  intéressantes  que  Ton 
ait  faites  en  météorologie.  M.  Bouvard  a  confirmé  ces  résultats  dans 
des  recherches  qu'il  vient  de  perfectionner,  en  ajoutant  quatre 
années  d  observations  à  celles  de  sept  années  qu  il  avait  considé- 
rées, et  en  discutant,  avec  une  attention  scrupuleuse,  les  obser- 
vations de  ces  onze  années,  dans  la  réduction  desquelles  il  a  eu 
égard  à  la  dilatation  de  1  échelle  du  baromètre. 

Ce  travail  immense  ma  fait  reprendre  ma  théorie  du  flux  lunaire 
atmosphérique.  JTai  déterminé,  avec  un  soin  spécial,  les  facteurs 
par  lesquels  on  doit  multiplier  les  diverses  équations  de  condition, 
pour  obtenir  les  résultats  les  plus  avantageux,  dans  lesquels  Ter- 
reur moyenne  à  craindre  en  plus  ou  en  moins  est  un  minimum. 
Ces  facteurs  ne  sont  point  ceux  que  donne  le  procédé  connu  sous 
le  nom  de  méthode  des  moindres  carrés,  procédé  qui  n'est  qu'un  cas 
particulier  de  la  méthode  la  plus  avantageuse,  et  dont  il  diffère 
dans  la  plupart  des  questions  où  il  a  été  employé.  En  effet,  lors- 
qu'il s'agit,  par  exemple,  de  corriger  les  éléments  elliptiques  du 
mouvement  des  planètes,  on  forme  des  équations  de  condition, 
en  égalant  chaque  longitude  obsen^ée  à  la  longitude  calculée  par 
ces  éléments  augmentés  chacun  de  sa  correction  ;  on  forme  ainsi 
un  grand  nombre  d'équations  de  condition.  Ensuite  on  multiplie 
chacune  d'elles  par  le  coefficient  de  la  première  correction,  et 
l'on  ajoute  toutes  ces  équations  ainsi  multipliées,  ce  qui  donne 
une  première  équation  finale.  En  opérant  de  la  même  manière 


06. 
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relativement  à  la  seconde  correction,  à  la  troisième,  etc.  on  forme 
autant  d'équations  finales  qu'il  y  a  de  corrections  que  l'on  déter- 
mine en  résolvant  ces  équations.  Mais  la  longitude  n'est  point  le 
résultat  d'une  observation  directe;  elle  est  déduite  de  deux  obser- 
vations faites  avec  des  instruments  différents,  dont  l'un  donne 
l'ascension  droite  de  l'astre,  et  dont  l'autre  donne  sa  déclinaison. 
La  loi  de  probabilité  des  erreurs  de  chacun  de  ces  instruments 
peut  n'être  pas  la  même  :  de  plus  ces  erreurs  ont,  suivant  la  posi- 
tion de  l'astre,  une  influence  différente  sur  la  longitude.  La  mé- 
thode des  moindres  carrés,  dont  plusieurs  géomètres  ont  donné 
des  preuves  très-peu  satisfaisantes,  ne  donne  point  ici  les  facteurs 
les  plus  avantageux;  elle  n'a  plus  que  l'avantage  d'offrir  un  moyen 
régulier  de  former  les  équations  finales.  J'ai  présenté,  dans  le  troi- 
sième Supplément  à  ma  Théorie  analytique  des  probabilités, 
l'expression  générale  des  facteurs  les  plus  avantageux. 

M.  Bouvard  ayant  appliqué  mes  formules  à  toutes  les  observa- 
tions qu'il  a  considérées,  en  a  conclu  que  l'étendue  entière  du  flux 
lunaire  est  de  dix-huit  millièmes  de  millimètre,  et  que  l'heure 
du  plein  flux  lunaire,  le  soir  du  jour  de  la  syzygie,  est  deux  heures 
huit  minutes.  Ces  nouveaux  résultats  sont  différents  des  premiers  ; 
mais,  quoiqu'ils  soient  fondés  sur  298  syzygies  et  autant  de  qua- 
dratures, dans  chacune  desquelles  on  a  considéré  le  second  et  le 
premier  jour  avant  la  phase,  le  jour  même  de  la  phase  et  les  deux 
jours  suivants,  ils  n'ont  cependant  qu'un  faible  degré  de  proba- 
bilité; en  sorte  que  l'on  doit  jusqu'ici  regarder  comme  incertaine, 
l'existence,  sensible  à  Paris,  du  flux  lunaire  atmosphérique.  Le 
même  nombre  d'observations  faites  avec  le  même  soin  à  l'équa- 
teur,  et  discuté  de  la  même  manière,  indiquerait  ce  phénomène 
""  avec  une  grande  probabilité.  Il  est  vraisemblable  que  de  pareilles 
observations  faites  dans  un  port  où  les  marées  sont  très-grandes, 
tel  que  celui  de  Saint-Malo,  manifesteraient  le  flux  atmosphé- 
rique produit  par  l'élévation  et  par  la  dépression  de  l'atmosphère. 


SrFPLEMEXT  AC  ONQl  lEME  VOllVr  S» 

banHDtftir .  de  aevf  heures  d«  Huitùn  a  tiv^  Wirns^  lim  $v^.  m  Mnà 
pas  Li  même  «Uns  toatiK^  ie$  subofis:  M.  K^^vUNI  â  wtfjfccîiijif  <^ 
resiiitaL  li  a  tioa\^  i*  k  vjuriitkw  moyimtte  dn»^  tivib iMMr«^ <^  w^ 
vembre.  dlecemlMre  et  jaiQ^îer,  ecjie  a  o*"\i.^7;  i*  oroe  Ai?^  twà^ 
mob  suivants  e«aie  a  c'^  .oio:  3^  ofiie  di»^  tivib  ihiiW^  làe  HMÀx 
join  et  jaiiiet.  esrale  à  o"^  .y^:;:  i'  «lie  Ar^  tivib  Mitn^  iHiOiibs 
égale  a  o^^*,vo3:  ce  qui  donne  c^*^  .^65  piHU^Uvjiriàtk>tt  WK^x^fti^M^ 
de  Tannée  entière.  Ces  difleiwices  depemktit-^îiWîJ^  \Vf^  ai^\mj^Wt$^ 
du  hasard,  ou  indiquent-elles  des  causes  re^Kews  c  C^?^  \V  <|^w^ 
le  calcul  des  probabilités  peut  5eul  iain^  coniMitre.  U  et^il  ^K>iK 
intéressant  de  Fappliquer  à  cet  objet.  Xaî  tnntxe  qu'ail  \  a  uwr 
très-grande  probabilité  que  des  causes  r^ilièn^s  oi^t  |WvHluil  W^ 
minimum  o"^  .ôôy  de  la  variation^  et  s^xu  M«u^«itM  o**  '  x\^4v^;  uvAi;^ 
que  les  différences  entre  les  variations  0"^*^^ -^^^  o*^\^oï  et  U 
moyenne  o*^  ,76:1  de  Tannée,  peuvent  sans  imrais^'UibUcioc  <^tw 
attribuées  aux  anomalies  du  hasani. 

Les  iStï  mois  d'observations  que  M.  Bomanl  a  discut^w^  |Hmr 
avoir  la  variation  diurne  du  baromètre  pn^seutent  ct^  pheiuwuW 
remarquable,  savoir,  que  la  variation  moyenne  île  neuf  lieui>?^ 
du  matin  à  trois  heures  du  soir  a  été  positive  |HHtr  chacun  de  ct^ 
mois.  Je  trouve  par  le  calcul  des  probabilités  que  ct^  |\liénmuèue^ 
loin  d'être  extraordinaire,  est  (i  priori  vraistnnblabhv 

6.  Je  nomme  X,  Theure  sexagésimale  du  flux  et  rt^lhiv  binaire 
atmosphérique  du  soir,  le  jour  de  la  svavgie  supjHV^H^  amver  à 
midi;  cette  heure  étant  convertie  en  are,  à  raist>n  tie  la  cîitH^nftv- 
rence  pour  un  jour.  Je  nomme  R  la  liauteur  thi  l>aix>métre  au- 
dessus  de  sa  hauteur  moyenne,  au  moment  du  Hux,  pixxluite  |vir 
Faction  de  la  lune  sur  i'atmosplière.  Je  fais 

4/î.sîn.X^=x;  4/î.cos.Xr    y. 
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Soient  i,,  4',-,  A\,  les  hauteurs  observées  du  baromètre,  à  neuf 
heures  sexagésimales  du  matin,  à  midi  et  à  trois  heures  du  soir, 
le  jour  i^,  à  partir  de  la  syzygie,  i  étant  nul  pour  le  jour  de  la 
syzygie,  positif  pour  les  jours  qui  le  suivent,  et  négatif  pour  les 
jours  qui  le  précèdent.  Soient  pareillement  J5,,  JB',-,  J5^;,  les  hau- 
teurs observées  du  baromètre,  à  neuf  heures  du  matin,  midi  et 
trois  heures  du  soir,  le  jour  i'"^  à  partir  de  la  quadrature.  Je  suis 
parvenu,  dans  le  chapitre  vu  du  livre  XIII  de  la  Mécanique  céleste, 
aux  deux  équations  suivantes. 


x.cos.2iq-hy'Sin.2i(]=EA 
y.cos.2i(i — a;.sin.  2i^=F,  j' 


(0) 


dans  lesquelles  q  est  le  moyen  mouvement  synodique  de  la  lune 
dans  un  jour;  et  Ton  a 

E.=    i"._4'._HB,-   B-, 

F,=  (a^',.-4,--i'',-2B',  4-B,-f-B".).(i-f- -^); 

les  équations  (0)  donnent 

x=^Ei.cos.2iq — F,.sin.2i^:         (a) 

on  peut  former  autant  d*équations  semblables  qu'il  y  a  de  syzy- 
gies,  et  que  i  a  de  valeurs.  En  nommant  donc  n  le  nombre  de  sy- 
zygies,  n  étant  un  grand  nombre;  en  nommant  s  le  nombre  des 
valeurs  de  i,  on  aura  ns  valeurs  de  x,  d'où  il  faut  conclure  la 
valeur  la  plus  avantageuse,  c'est-à-dire  celle  dans  laquelle  l'erreur 
moyenne  à  craindre,  en  plus  ou  en  moins,  est  la  plus  petite. 

On  doit  pour  cela  multiplier  chacune  des  ns  équations  que 
représente  l'équation  (u)  par  un  facteur  convenable.  J'ai  fait  voir 
(troisième  Supplément  à  ma  Théorie  analytique  des  probabilités). 
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que  si  Foq  a  entre  les  éléments  x,  n  c«  etc.  un  grand  ncMnhro 
dfeqpalîons  de  condition  repivsentees  pur  la  suivante  « 

f'.x — p'.r — if*^z — etc, 
=a'  —m^.y  —  a"  .X'  — r^.  î^—  etc.  [i] 

le  facteur  le  jAus  avantageux  par  lequel  celte  équation  doit  ^tre 
multipliée  est 


k'  i'  r 

-.«'•—  -^.n''—  ^.r'*--etc, 
k  k  k 

t,  k\  k,  k',  etc.  dépendant  des  lois  de  probabilité  des  eritnii^ 
)',  A\  etc.  de  la  manière  suivante.  Si  ^  (7  *^  est  la  loi  de  pft>- 
habilité  de  Ferreur  ^  ' ,  cette  loi  étant  supposée  la  mt^me  jxnir  Iw 
erreurs  positives  et  pour  les  erreurs  négatives,  on  a 

les  intégrales  étant  prises  depuis  zéro  jusquW  Tinfini;  jiareîlle- 
ment  si  >J^(X'  ;  est  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  X\  on  a 

et  ainsi  du  reste.  Dans  la  question  présente.  )^*\  X\  etc.  sont  les 
erreurs  des  observations  désignées  par  les  lettres  .4/'\  .1/'*  ^^\^^ 
Bi'y  etc.  observations  qui  se  rapportent  au  i'**  jour  depuis  la  c^*'^ 
syzygie.  La  loi  des  erreurs  des  observations  étant  sup|HV^éf^  la 
même  pour  toutes  ces  observations,  on  aura 

k=k=^Tî,  etc.;       it''-~^\  etc*; 
le  facteur  précédent  deviendra  donc 




y  .{mW«-hwW«^.rW«-f-  etc.) 
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En  désignant  par  y/'^  X/'^  5/'^  y,^^  x,w,  5/'^  les  erreurs  des  obser- 
vations Ai^'K  AV'\  ^?\  Bi^'\  B?\  F.«;  et  par  m^,  n^,  H'^  relative- 
ment aux  trois  dernières  de  ces  observations,  ce  que  représentent 
m^*\  n^'\  r^'\  relativement  aux  trois  premières;  on  aura 


m^' 


^'^=r  —  cos.2iqH-|  IH j.  sin.219, 

(1-+-  — l.sii 
\         19/ 

.219  -+- 1  iH j.sin.^i^. 


n^'^=  — 2  I  iH l.sm.ai^^ 


H'î=  cos 


le  facteur  précédent  devient  ainsi, 

1 


-T-.  {i-f-2,324.sin\2iqf  j 

En  réunissant  toutes  les  valeurs  de  x,  multipliées  par  ce  facteur, 
on  aura 

cos.  21  q. sm.  21  q. 

X  '        n  '       n 

--  —    -  -  ■  ■  «■  -   -  • 

1+2,3  2  4.  sin*.  2 19  1+2,32  4*  sin*.  219  ' 

J5/'^  et  F/'^  étant  les  valeurs  de  Ei  et  de  F,  relatives  à  la  s^^  syzy- 
gie  et  à  la  5"^™*  quadrature  à  laquelle  on  la  compare.  Le  signe  S 
indiquant  la  somme  des  quantités  qu  il  précède,  pour  toutes  les 

syzygies  dont  le  nombre  est  n,    -^ — -  et  -i— ^  seront  donc  les 

moyennes  des  valeurs  de  F/'^  et  F/'\  moyennes  que  l'on  obtien- 
dra en  substituant  dans  les  expressions  de  F.  et  de  F,,  au  lieu  de 
Ai,  A'i,  A\,  Bi,  etc.  leurs  valeurs  moyennes.  L'équation  précé- 
dente deviendra  ainsi, 

X  ^ F,«cos.2i9f"-Fi.sin.2i7  ^ 

1+2,324. sm*.2i9  "^      i+2,32  4.sin*.2i9     ' 
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cette  éqnation  produit  autant  d^éqnations  que  i  a  de  vaJears^  Si 
Ton  réunit  ces  équations,  on  aura 

i+3,33a.sin'.2i9  \     i-^3,334-sin\9i9     / 

le  signe  2  exprimant  la  somme  des  valeurs  du  terme  cju^il  pré- 
cède; on  aura  ainsi  pour  la  valeur  de  x  la  plus  avantageuse  « 

\     i+q,3qâ.sui'.3I9     / 


Les  équations  (O)  donnent 

y=Fi.cos.2iq — £^.sin.3i^; 

on  aura  donc  la  valeur  de  j  la  plus  avantageuse,  en  changeant 
dans  l'expression  précédente  de  x,  cos.2iq  dans  sin.ai^.  et  sin.ii^ 
dans  — COS.  2 19;  ce  qui  donne 


-,  /f,-.sin.2iç— F.-.cos-aîçX 

\       I-r2,324.COS*.2i9       / 


M.  Bouvard  a  conclu  de  ces  formules 

a:=o,o3 1 768 ,        j=o,o  1 534  » 

et  retendue  entière  2R  dn  flux  lunaire  atmosphérique*  égale  à 
0,01763. 

8.  Je  vais  présentement  déterminer  la  loi  de  probabilité  des 
erreurs  de  ces  deux  valeurs  de  x  et  de  j.  Il  résulte  des  formules 
que  j*ai  données  dans  ma  Théorie  analytique  des  probabilités  « 
que  si  y^X,  h,  etc.  sont  des  erreurs  indépendantes,  mais  assu- 
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jetties  à  la  même  loi  de  probabilité,  la  probabilité  que  Terreur  de 
la  fonction 

my-+-nX-f-reî-+-  etc. 

sera  égale  à  une  quantité  quelconque  /,  est  proportionnelle  à  l'ex- 
ponentielle 

-kl* 

H  étant  la  somme  des  carrés  de  m,  n,  r,  et  c  étant  le  nombre 
dont  le  logarithme  hyperbolique  est  Tunité.  Si  dans  la  valeur 
précédente  de  x,  on  désigne  par  y,  5,  X,  les  erreurs  des  obser- 
vations Ai^'\  A'i^'\  i47'^  il  est  facile  de  voir  que  les  coefficients  de 
ces  erreurs  sont 

(  iH ifsin.îiûf — cos.siûf).— ^ — o   l    '  . — ^ 

\  19/  ^ 7         "      ij   1+2, 324. sm*. 219 

i+2,3a4.sm*.2i9 

—  2(  iH j.sin.aiûf,  — — 5—) — .  ,    . 

\         19/ ^    1+ 2,324*  sm'.aiy 

^•S. ■ 5—7 — r— — :- 

i+2,324.smV2i9 

(i-f--^)(sin.2i9+cos.2i(i).— — ^    /    .  ,    . 
\         19/^ ' '^   i+2,324»sm'.2iy 

n.S. — ; 5—7 :-- r- 

i+2,0  2  4.sm*.2iç 
La  somme  des  carrés  de  ces  coefficients  est 


'  1+2,324.  sin*.2Î7'    ,/^  1  y 

\    '  i+2,32  4.sin'.2i9/ 

la  somme  des  carrés  des  coefficients  des  erreurs  des  observations 
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Bi^^  F.-*^»  Ki'  est  égal  à  la  précédente.  En  ajoutant  ckmc  ces  deox 


sommes,  on  aura 

,  1 


*  1+3,334- sm\2if*    , /v  I y 

\    '  i+2,3a4-sin*.2i^/ 

Chaque  syzygie  fournit  une  quantité  semblable;  la  somme  de 
toutes  ces  quantités  sera  donc,  pour  les  n  syzygies,  la  quantité 
précédente  multipliée  par  le  nombre  n  des  syzygies.  Cette  somme 
sera  donc,  relativement  à  toutes  les  syzygies,  et  relativement  à 
toutes  les  valeurs  de  i ,  c'est-à-dire  relativement  à  toutes  les  obser- 
vations, 

à 

n.S, 


i+3,3a4-sin'.2if  ' 


Ainsi  la  probabilité  que  /  sera  Terreur  de  x  peut  être  supposée 
égale  à 


-'*V2. 


k'  i-ha,3a4.  sÎD*.  sif 

H.c      * 


H  étant  une  constante  qu'il  faut  déterminer.  Pour  cela,  j'observe 
que  si  Ton  intègre  cette  différentielle  depuis  /=  —  oo  jusquà 
/==oo,  rintégrale  doit  être  l'unité,  puisqu'il  est  certain  que  la 
valeur  de  /  est  comprise  dans  ces  limites;  en  faisant  donc 


on  doit  avoir 


-/: 


oo  -s^V 

dl.c        =  1 


oo 

67. 
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Mais  on  a,  par  un  théorème  connu, 


J  -—oo 


TT  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité;  on  a 
donc 

Ainsi  la  probabilité  que  Terreur  de  la  valeur  de  x  sera  comprise 
dans  des  limites  données  est 

l'intégrale  étant  prise  dans  ces  limites. 

On  trouve  de  la  même  manière  que  la  probabilité  que  l'erreur 
de  la  valeur  àey  sera  comprise  dans  les  limites  données  est 


—^.Igdlc 


l'intégrale  étant  prise  dans  ces  limites ,  et  g*  étant  égal  à 

nk      2   1 

i6.A'*     '  1+2,32  4.  CCS*.  217* 

11  faut  maintenant  déterminer  par  les  observations  la  valeur  nu- 
mérique de  T7r.  Pour  cela,  j'observe  que  par  ma  théorie  analytique 

des  probabilités,  si  l'on  nomme  e  la  somme  des  carrés  des  diffé- 
rences des  variations  journalières  de  neuf  heures  du  matin  à  trois 
heures  du  soir,  d'un  grand  nombre  s  de  jours  à  leur  variation 
moyenne,  on  a,  avec  une  très-grande  vraisemblance, 

iK    — 
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ce  qui  donne 

k    25 

F— T* 

Le  calcul  de  -p  devient  pénible,  lorsque  s  est  très-considérable; 

mais  on  peut  le  simplifier  de  la  manière  suivante  : 

Je  conçois  le  nombre  s  de  jours  partagé  en  groupes  de  jours, 
par  exemple,  dans  un  nombre  i  de  mois  moyens;  et  je  suppose  s 
assez  grand  pour  que  i  soit  lui-même  un  grand  nombre.  Je 
désigne  par  k  et  k",  relativement  à  ces  mois,  ce  que  j*ai  nommé 
k  et  k"  relativement  aux  jours.  Soit  encore  E  la  somme  des  carrés 
des  difiFérences  des  erreurs  des  variations  moyennes  de  chacun 
de  ces  mois,  à  la  variation  moyenne  de  tous  ces  mois.  On  aura 
par  ce  qui  précède, 

k   2  1 

Mais  la  probabilité  de  l'erreur  u  de  la  variation  moyenne  de  tous 
ces  jours,  ou  de  tous  ces  mois,  est,  par  la  théorie  citée,  propor- 
tionnelle à  Texponentielle 


c 


Elle  est  encore  proportionnelle  à  Texponentielle 


4*: 

k 
c 


en  comparant  ces  exponentielles,  on  aura 


k   i    k   2  1* 


Le  calcul  de  E  est  beaucoup  plus  simple  que  celui  de  e,  et  c  est 
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ainsi  que  la  valeur  numérique  de  p  a  été  déterminée.  Il  y  avait 

pour  cela  quelques  précautions  à  prendre.  La  variation  diurne 
du  baromètre  n  est  pas  la  même  à  Paris,  dans  tous  les  mois;  elle 
est  la  plus  petite  dans  ceux  de  novembre,  décembre  et  janvier, 
et  la  plus  grande  dans  les  trois  mois  suivants.  Dans  les  six  autres 
mois,  elle  difiFère  peu  de  la  variation  moyenne  de  l'année.  U  y  a 
donc  des  causes  régulières  de  ces  phénomènes,  et  que  Ton  ne  doit 
pas  confondre  avec  les  causes  irrégulières  de  la  variation  diurne. 
Les  causes  régulières  agissant  de  la  même  manière  sur  la  varia- 
tion diurne  des  syzygies  et  sur  celle  des  quadratures,  elles 
n'influent  point  sur  les  valeurs  de  x  et  de  j,  qui  ne  dépendent 
que  des  difiFérences  de  ces  variations,  les  valeurs  de  £,  et  de  Fi 
ne  dépendent  que  de  ces  difiFérences.  Il  faut  donc,  pour  avoir  la 
loi  de  probabilité  des  erreurs  dont  ces  valeurs  sont  susceptibles, 
ne  considérer  que  les  variations  diurnes  dépendantes  des  seules 
causes  irrégulières,  et  qui  paraissent  être  celles  des  mois  de  mai, 
juin,  juillet,  août,  septembre  et  octobre;  ce  sont  celles  dont  on 

a  fait  usage  pour  avoir  la  valeur  de  -p.  On  a  trouvé  ainsi,  en 

prenant  le  millimètre  carré  pour  unité,  E  =  2,565ii8;  d'où  l'on 
tire 


On  a  ensuite 


|.=4. 0,42884. 


2.—; — ô— 7 — =-; — -  =3,29667, 
1+2,024. sm*.2i9  ^       ' 

*  1+2,324. cos\2i9  ^"/" 


Pour  déterminer  le  flux  lunaire,  j'observe  que  Ton  a  ^1  =  298, 
d'où  l'on  tire 

g^t=  3,29667.  298.  0,42884. T' 

^'=^9790^- 298.0,42884.!; 
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et,  en  supposant  que  ia  valeur  de  x  soit  le  résultat  des  causes 
accidentelles,  la  probabilité  qu  elle  sera  comprise  dans  les  limites 
±  o,o3i758,  sera 

l'intégrale  étant  prise  relativement  à  /,  dans  ces  mêmes  limites. 
On  trouve,  au  moyen  des  données  précédentes,  0,8617  pour 
cette  probabilité.  Si  cette  probabilité  était  fort  approchante  de 
Tunité,  elle  indiquerait  avec  une  grande  vraisemblance  que  la 
valeur  de  x  n'est  pas  due  aux  seules  anomalies  du  hasard,  et 
qu'elle  est  en  partie  l'effet  d'une  cause  constante  qui  ne  peut  être 
que  l'action  de  la  lune  sur  l'atmosphère.  Mais  la  différence  con- 
sidérable entre  cette  probabilité  et  la  certitude  représentée  par 
l'unité  montre  que,  malgré  le  très-grand  nombre  d'observations 
employées,  cette  action  n'est  indiquée  qu'avec  une  faible  vraisem- 
blance; en  sorte  que  l'on  peut  regarder  son  existence  sensible  à 
Paris,  comme  incertaine.  La  valeur  de  j,  considérée  de  la  même 
manière,  donne  encore  plus  d'incertitude  sur  cette  existence. 

9.  Je  vais  soumettre  au  calcul  des  probabilités  quelques  sin- 
gularités que  la  variation  diurne  du  baromètre  a  présentées  à 
M.  Bouvard.  Ce  savant  astronome  a  trouvé  par  onze  années  d'ob- 
servations barométriques  faites  tous  les  jours  à  neuf  heures  du 
matin  et  à  trois  heures  du  soir,  que  la  variation  moyenne  diurne 
du  baromètre  dans  cet  intervalle  a  été  o"'"-,557  pour  les  trois 
mois  de  novembre,  décembre  et  janArier;  o"*^*-,94o  pour  les  trois 
mois  de  février,  mars  et  avril;  o""*'',752  pour  les  trois  mois  de 
mai,  juin  et  juillet;  enfin,  o"^**,789  pour  les  trois  mois  d'août, 
septembre  et  octobre.  Il  a  trouvé  o"^-,8o2  pour  la  variation 
moyenne  de  l'année.  Déterminons  la  probabilité  des  différences 
de  ces  variations  en  les  supposant  dues  aux  anomalies  du  hasard. 

Si  l'on  nomme  a  l'erreur  de  ia  variation  conclue  par  une 
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moyenne  de  onze  années  ou  de  cent  trente-deux  mois,  la  proba- 
bilité de  cette  erreur  sera  proportionnelle  à 


c     ''' 


comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  par  le  n""  20  du  second  livre 
de  ma  Théorie  analytique  des  probabilités.  Pareillement,  si  Ton 
nomme  u  l'erreur  de  la  variation  conclue  par  une  moyenne  des 
mois  de  février,  mars  et  avril,  pendant  onze  années,  la  probabi- 
lité de  n  sera  proportionnelle  à 


la  probabilité  de  l'existence  simultanée  de  u  et  de  u  sera  donc 
proportionnelle  à 


z|i^.(4tt»-4-u'«) 


Soit  tt'=tt-f-z;  la  probabilité  de  l'existence  simultanée  de  u  et 
de  z  sera  ainsi  proportionnelle  à 


-33fc 


^H-K-)'4"] 


En  multipliant  cette  exponentielle  par  du  et  intégrant  le  produit 
depuis  tt=  — cx),  jusqu'à  n=oo^  on  aura  une  quantité  propor- 
tionnelle à  la  probabilité  de  la  valeur  de  z  correspondante  à  l'en- 
semble de  toutes  les  valeurs  de  u;  et  cette  exponentielle  sera 
proportionnelle  à 
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En  faisant  donc 

33i   k 


k= 


Mi"  -5' 


la  probabilité  que  la  valeur  de  z  sera  comprise  dans  des  limites 
données  est 

Pidz.c 


l'intégrale  étant  prise  dans  ces  limites.  Par  les  observations  pré- 
cédentes, z  est  égal  à  o°^-,94o  —  o^^syôS  ou  à  o"^\i77;  ^^^^^ 
la  probabilité  que  z  est  au-dessous  de  o"°*^-,i77,  est 

dt.c 
0,177.^ 

On  a,  par  le  n'^  44  de  ma  Théorie  analytique  des  probabilités, 

et  la  série  a  l'avantage  de  donner  une  valeur  alternativement  plus 
grande  et  plus  petite,  suivant  que  l'on  s'arrête  à  un  nombre  pair 
ou  impair  de  ses  termes. 

Si  Ton  fait  -^  =9,  la  série  1 —  -^^  -f-  ^^^  — etc.  peut  être 

mise  sous  la  forme  suivante,  de  fraction  continue 

1 

i+iq 

i+3jf 

1+47 

i+etc. 

TOMR    V.  08 
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Ici  l'on  a 

7=0,177.  A,     h'=i3.jp.p 

et  l'on  a  par  le  numéro  précédent 

—  =  SS.Tnr  =^33,o,42884=  i2,865q; 

on  a  donc 

p  =  (o,i77)\  24.12,8662; 

cest  le  logarithme  hyperbolique  de  c^,  et  pour  avoir  le  loga- 
rithme tabulaire  de  cette  exponentielle,  il  faut  le  multiplier  par 
0,434294.  On  trouvera  ainsi  à  fort  peu  près 

-1=  I     Jf.  c"''= 0,000001 58 1 5. 

En  retranchant  ce  nombre  de  l'unité,  on  aura  la  probabilité  que 
l'excès  de  la  variation  diurne  observée  pendant  les  trois  mois  de 
février,  mars  et  avril,  et  pendant  onze  années,  sur  la  variation 
moyenne  des  onze  années,  serait  moindre  que  o°"",i77,  s'il  était 
dû  aux  simples  anomalies  du  hasard.  L'excès  observé  indique 
donc  avec  une  extrême  vraisemblance  une  cause  constante,  qui 
augmente  à  Paris,  la  variation  diurne  du  baromètre,  pendant  les 
trois  mois  cités. 

On  trouve  de  la  même  manière  que  l'excès  o"""',2o5,  de  la 
variation  moyenne  de  l'année,  sur  la  variation  moyenne  des  trois 
mois  de  novembre,  décembre  et  janvier,  indique  avec  une  vrai- 
semblance encore  plus  grande,  une  cause  constante,  qui  diminue 
la  variation  diurne  pendant  ces  mois. 

Enfin,  on  trouve  que  les  différences  observées  entre  la  variation 
moyenne  de  l'année  et  les  variations  moyennes,  soit  des  trois  mois 
de  mai,  juin  et  juillet,  soit  des  trois  mois  d'août,  septembre  et 
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octobre,  peuvent  sans  invraisemblance  être  attribuées  aux  seules 
anomalies  du  hasard. 

Les  observations  de  la  variation  diurne  du  baromètre,  de  neuf 
heures  du  matin  à  trois  heures  du  soir,  discutées  par  M.  Bouvard, 
présentent  ce  phénomène  remarquable,  savoir  que  la  variation 
moyenne  de  chacun  des  cent  trente-deux  mois  qu'il  a  considérés, 
a  été  positive.  Pour  apprécier  la  probabilité  de  ce  phénomène,  je 
supposerai  que  la  variation  moyenne  des  trois  mois  de  novembre, 
décembre  et  janvier,  serait,  indépendamment  des  anomalies  du 
hasard,  et  par  lefiTet  des  seules  causes  régulières,  celle  que  M.  Bou- 
vard a  conclue  de  onze  années  d'observations,  savoir  o°^-,557. 
Je  ferai  une  supposition  semblable  relativement  à  la  variation 
des  trois  mois  suivants,  février,  mars  et  avril,  et  qui  a  été  trouvée 
de  o°""',94o.  Enfin,  je  supposerai  que  la  variation  moyenne  des 
six  autres  mois,  qui  ne  paraît  être  soumise  qu'à  l'action  des  causes 
accidentelles,  est  celle  que  Ion  a  trouvée  pour  Tannée  entière,  sa- 
voir 0°*®  ,762.  Cela  posé,  si  Ton  nomme  u  Terreur  de  la  variation 
d'un  mois,  due  aux  seules  causes  accidentelles;  la  probabilité  de 
cette  erreur  sera,  par  ce  qui  précède,  proportionnelle  à  c"'*'^'^**', 
d'où  il  est  facile  de  conclure  que  la  probabilité  que  u  ne  sera  pas 
au-dessous  de  o'^^ôSy  sera 

V/tt 

en  supposant 

i*=i 2,8652.  tt% 


et  l'intégrale  étant  prise  depuis  f  t=  0,567. \/i  2,8662  jusqu'à  f=oo. 
La  probabilité  qu'aucun  des  trois  mois  de  novembre,  décembre 
et  janvier  n  aura  de  variation  négative,  ou  que  Terreur  négative 
de  u  n'atteindra  jamais  — o°''"*,557,  sera 


(-^■)' 


68. 
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et  celle  que  le  même  résultat  aura  lieu  pendant  onze  années  sera 


(-^T- 


On  trouvera  de  la  même  manière  que  la  probabilité  semblable 
relative  aux  trois  mois  de  février,  mars  et  avril  est 

('- V")  • 

l'intégrale  étant  prise  depuis  f  =  o,94o.\/i  2,8652  jusqu'à  f=oo. 
Enfin,  on  trouvera  que  la  probabilité  semblable  relative  aux 
six  autres  mois  est 


y-  ^)  ' 


l'intégrale  étant  prise  depuis  f=o°*'",762.\/i2,8652  jusqu à  t=oo. 

Le  produit  de  ces  trois  probabilités  est  la  probabilité  du  phé- 
nomène observé,  que  l'on  trouvera  ainsi  à  peu  près  égale  à  0,9; 
en  sorte  que,  loin  de  présenter  une  chose  invraisemblable,  il  est 
lui-même  vraisemblable. 

J'ai  supposé,  dans  tous  ces  résultats,  tous  les  mois  égaux  et  de 
3o  jours.  On  leur  donnerait  plus  d'exactitude  en  y  introduisant 
l'inégalité  des  mois,  ce  qui  n'a  d'autre  difficulté  que  la  longueur 
du  calcul.  Mais  comme  il  suffit  que  ces  résultats  soient  approchés 
pour  que  nos  conclusions  soient  justes,  soit  relativement  à  l'exis- 
tence des  causes  régulières  qui  produisent  le  maximum  et  le  mini- 
mum de  la  variation,  soit  relativement  à  la  vraisemblance  du  phé- 
nomène suivant  lequel  tous  les  cent  trente-deux  mois  ont  donné 
une  variation  diurne  positive,  on  peut  se  dispenser  de  ce  calcul. 
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ERRATA. 


(On  a  marqué  de  la  lettre  (A.)  les  corrections  qui  avaient  été  indiquées  par  Laplace.  ) 

PREMIER    VOLUME. 

Page    33,  ligne  6,  aa  lieu  de  r*—c^,  lisez  r*— 6V 

12  2,  à,  aa  lieu  de  ^^^  et  de  ^^ ,  lisez  ^,  -—-.  (A.) 

122,  6  et  1 3,  au  lieu  de  -^,  lise:t  ^.  (A.) 

174,  4,  en  remontant,  au  lieu  de  -^,  lisez  -j^. 

207,  3,  en  remontant,  au  lieu  de  -ë-^%  'w^^  '^•^'• 

245,  3,  en  remontant,  au  lieu  de  ces  mots:  ces  équations  don- 

nent ,  lisez  cette  équation ,  combinée  avec  sa  difiFéren- 
tielle,  donne.  (A.) 

267,  6,  en  remontant,  au  lieu  de  -^,  lisez  -. 

3oi,  n°  47.  L'équation  [Z')  du  dernier  alinéa  de  ce  nmnéro  n'est 
exacte  qu'en  négligeant  l'excentricité  et  le  carré  de 
l'inclinaison  de  l'orbite.  C'est  avec  cette  restriction 
qu'elle  a  été  employée  dans  tout  l'ouvrage.  Il  faut 
supprimer  cet  alinéa,  et  y  substituer  ces  mots  :  l'é- 
quation [Z)  du  numéro  précédent  donnera,  d'une 
manière  fort  simple,  la  valeur  de  Ss,  (A.) 

388,  ligne  2,  en  remontant,  au  lieu  de  -n'*,  lisez  n\  (A.) 


et  au  lieu  de  4^,  lisez  -^/.  (A.^ 


DEUXIÈME  VOLUME. 

Page  3i3,  ligne  i4t  observez  que  p  doit  être  augmenté  de  sa  trente- 
neuvième  partie.  (A.) 

Al  1,  4,  lo,  16, 


4i2,  4 

Ai5,  5,iA, 


changez  le  signe  des  termes  multipliés  par 
sin.n.  (A.) 


A'io,  6,  7,  changez  gt+S  en  mt-  gt—S.  (A.) 

A20,  10,  changez  sin.(/f+/)  en  cos.(/<4-y).  (A.) 

TROISIÈME   VOLUME. 

i5o,  dernière  ligne,  il  faut  affecter  du  signe  —  Finégalité  de 

cette  ligne.  (  A.) 

161,  3 ,  en  remontant,  au  lieu  de 

—  2  5^5o7770.sin.(4n''/  — 9n'/  +  4e"— 9  e'— 67^35o8) 
,    lisez  2S\5o'jT]o.sm.(^nt  — g^'z+Ae"— 9e'-h57^5885).  (A.) 

162,  i3,  aulieude  —t.'j6\h6,  lisez  — /.38^23.  (A.) 


